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2.1 Definice a základńı vlastnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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4.2 Monotónńı a ohraničené funkce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

4.3 Parita a periodicita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
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4.5.2 Racionálńı funkce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
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6.4 Základńı věty diferenciálńıho počtu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203

6.5 l’Hospitalovo pravidlo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207

7 Aplikace diferenciálńıho počtu 211
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9.1 Definice Riemannova integrálu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 271
9.2 Podmı́nky integrovatelnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283
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10.1 Délka křivky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 317

10.1.1 Délka grafu funkce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 317
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Předmluva

Tato skripta vznikla jako učebńı text k předmětu Matematická analýza 1 vyučovaného
v rámci studijńıch programů Aplikovaná matematika a Matematika na Př́ırodovědecké fa-
kultě Univerzity Palackého v Olomouci.

Předpokladem pro čteńı tohoto textu je dobrá znalost středoškolské matematiky, zejména
pak schopnost úprav algebraických výraz̊u, řešeńı rovnic a nerovnic.

Prvńı dvě kapitoly tohoto skripta obsahuj́ı stručný úvod do predikátové logiky, základńı
množinové pojmy, potřebné pojmy z algebry a také axiomatické zavedeńı reálných č́ısel
včetně odvozených pojmů a popis jejich vlastnost́ı. Kapitola třet́ı je věnována zejména
pojmu limita posloupnosti, což je jeden z ústředńıch pojmů matematické analýzy. Daľśı
čtyři kapitoly jsou věnovány diferenciálńımu počtu funkce jedné proměnné a jeho aplikaćım.
A konečně, posledńı tři kapitoly představ́ı čtenáři základy integrálńıho počtu funkce jedné
proměnné včetně aplikaćı.

Jedńım z ćıl̊u autora byla co možná největš́ı nezávislost na jiné literatuře, tzn. aby
čtenář nebyl nucen dohledávat nezbytné pojmy jinde – každopádně je studium založené na
r̊uzných zdroj́ıch vřele doporučováno. Ve skriptech je kladen d̊uraz na motivaci zavedeńı
př́ıslušných pojmů a také bohatý komentář k řešeným př́ıklad̊um, což má za následek větš́ı
objem celého textu.

Na tomto mı́stě by autor rád poděkoval recenzent̊um Mgr. Pavlu Ludv́ıkovi, Ph.D.
a Mgr. Ivoně Tomečkové, Ph.D. za jejich cenné připomı́nky a rady.

Tato skripta vznikla za podpory projektu OP VVV s názvem Univerzita Palackého jako
komplexńı vzdělávaćı instituce, reg. č. CZ.02.2.69/0.0/0.0/16 015/0002337.
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Kapitola 1

Úvod

Protože téma těchto skript patř́ı do kurzu prvńıho semestru, jeho čtenáři ještě většinou
nemaj́ı žádnou zkušenost s vysokoškolskou matematikou. Na středńı škole se studenti set-
kaj́ı zejména s úpravami algebraických výraz̊u, řešeńım rovnic a daľśımi (velmi d̊uležitými)
tématy. Kromě toho je ke studiu vysokoškolské matematiky potřeba mı́t také základńı zna-
losti z klasické matematické logiky a dovednosti potřebné ke čteńı a následně i vytvářeńı
d̊ukaz̊u matematických vět. V této kapitole si představ́ıme ty nejnutněǰśı základńı pojmy,
bez kterých by daľśı výklad nebyl možný. Nejsou zde kladeny př́ılǐs velké nároky na formálńı
korektnost – ćılem je rychlé uvedeńı do obrazu. Mnohé pojmy jsou v této úvodńı kapitole
zjednodušeny či úplně zamlčeny. Náročněǰśıho čtenáře lze odkázat na specializovanou lite-
raturu, např. [1,2,13–15]. Kromě toho si zde něco stručně pov́ıme o základech matematiky,
axiomatické metodě, o matematických d̊ukazech a jejich struktuře – daľśı lze naj́ıt např.
v [6, 16, 17]. Zbytek kapitoly je věnován potřebným množinovým pojmům – s mnohými
z nich se již student setkal na středńı škole. Kapitola je zakončena pov́ıdáńım o d̊ukazu
matematickou indukćı.

1.1 Predikátová logika

Matematika je známá svou přesnost́ı. Té je dosahováno mimo jiné pomoćı přesného formál-
ńıho jazyka, který je postaven na predikátové logice (počtu). Ta stanovuje pravidla utvářeńı
přesných tvrzeńı (pomoćı tzv. formuĺı) a pravidla usuzováńı (jak z pravdivých tvrzeńı vy-
vodit pravdivost jiných tvrzeńı).

1.1.1 Tvorba a pravdivost výrok̊u

Jednotkou informace pro nás bude výrok – to je tvrzeńı, které je bud’ pravdivé či nepravdivé.
V jazyku predikátového počtu budeme výrok zapisovat pomoćı řetězc̊u předem definovaných
symbol̊u. Takto vytvořeným řetězc̊um symbol̊u ř́ıkáme formule (tedy formule je jen jistý
zp̊usob zápisu výroku).

Ćılem této sekce je ukázat jak správně tvořit tvrzeńı o objektech našeho zájmu (o č́ıslech,
r̊uzných geometrických objektech, množinách, apod.). Kromě pravidel tvorby výrok̊u (vlast-
ně jim odpov́ıdaj́ıćıch formuĺı) si zde stanov́ıme pravidla pro určeńı jejich pravdivosti. Na
cestě za tvořeńım výrok̊u si představ́ıme mnoho daľśıch pojmů.
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10 KAPITOLA 1. ÚVOD

Výroky a jejich pravdivostńı hodnoty

Výrokem intuitivně rozumı́me každé tvrzeńı, o kterém lze jednoznačně ř́ıct, zda je pravdivé
či nepravdivé, přitom nemůže být pravdivé i nepravdivé zároveň.

Daj́ı se naj́ıt všelijaká paradoxńı tvrzeńı, která nemohou být výroky (čtenáře lze odkázat
třeba na vědecko-populárńı literaturu, viz např. [16]). Řekneme-li

”
Toto tvrzeńı neńı prav-

divé“, nemůže j́ıt o výrok. Totiž, kdybychom se ptali na jeho pravdivost či nepravdivost,
zjist́ıme v obou př́ıpadech, že ani jedno neńı možné. Toto je jedna z motivaćı zavedeńı
formálńıho jazyka, který podobná paradoxńı tvrzeńı v̊ubec neumožňuje vytvořit. Dále např.
tvrzeńı

”
Petr je sportovec“ můžeme při troše dobré v̊ule považovat za výrok – tedy za

předpokladu, že v́ıme, o kterém Petrovi mluv́ıme, a je jasné, co znamená slovo sportovec.
Tvrzeńı je totiž pravdivé, pakliže Petr je sportovcem, a nepravdivé, pokud neńı sportovec.
Po pravdě řečeno,

”
výroky ze života“ nejsou zrovna nejvhodněǰśı. Je např. tvrzeńı

”
Slunce

sv́ıt́ı na Olomouc“ výrokem? Co se přesně mysĺı t́ım, že slunce sv́ıt́ı (jestli je zcela zataženo,
slunce i tak sv́ıt́ı, jinak by byla tma)? Který den (který okamžik) se mysĺı? Záviśı pravdivost
tohoto výroku na tom, v které části Olomouce se zrovna nacháźıme? My naštěst́ı budeme
pracovat s výroky hovoř́ıćı o matematických pojmech a tam budou výroky vždy v takovém
tvaru, že jejich pravdivost/nepravdivost bude jednoznačná – nebude záviset na kontextu,
na čase a vše bude přesně definované. Např. rovnost

”
1 + 1 = 3“ bude výrokem. Pokud

budeme v tomto textu použ́ıvat
”
výrok̊u ze života“, budeme předst́ırat, že se jedná opravdu

o výroky (tedy jde jednoznačně určit, zda jde o pravdivé nebo naopak nepravdivé tvrzeńı).

Každému výroku lze přǐradit tzv. pravdivostńı hodnotu: a to
”
pravda“, jde-li o pravdivý

výrok (budeme ř́ıkat, že výrok
”
plat́ı“) a

”
nepravda“ jde-li o nepravdivý výrok (budeme

ř́ıkat, že výrok
”
neplat́ı“). Abychom to zkrátili, mı́sto

”
pravda“ budeme psát 1 a mı́sto

”
nepravda“ budeme psát 0.

Individua a jejich univerzum

Každá matematická teorie vyslovuje tvrzeńı o nějakých objektech – představujme si č́ısla,
body, př́ımky, kružnice, atp. Ve výroćıch se bude mluvit o jejich vlastnostech a vztaźıch mezi
nimi. Tyto objekty budeme v této sekci nazývat individui a jejich souhrnu budeme ř́ıkat
univerzum. Abychom naše pov́ıdáńı trochu zlidštili, budeme uvažovat následuj́ıćı jednoduchý
př́ıklad univerza

”
ze života“.

Př́ıklad 1.1 Uvažujme nějakou základńı školu – třeba ZŠ Stupkova v Olomouci. Naše
univerzum bude tvořeno všemi jej́ımi žáky/žačkami (v daném školńım roce). Tedy indivi-
dua budou jednotliv́ı studenti/studentky. K tomuto př́ıkladu se budeme v daľśım vracet
a budeme na něm ukazovat daľśı pojmy. ©

Konstanty a proměnné

Budeme-li o individúıch mluvit, potřebujeme se na ně nějak odkazovat. K tomu budeme
použ́ıvat konstanty a proměnné – což budou symboly (hlavně ṕısmena) či řetězce symbol̊u.

Konstanty budou odkazovat vždy na tatáž individua. Např. ∅ je množinová konstanta,
odkazuj́ıćı vždy na prázdnou množinu, π je konstanta z reálných č́ısel ukazuj́ıćı na jedno
konkrétńı reálné č́ıslo zvané Ludolfovo č́ıslo, 0 odkazuje na nulu, atd. Konstantou pro funkce
je např. sin, která odkazuje na funkci sinus.

Oproti tomu individua, na která ukazuj́ı proměnné, se mohou měnit. Např. proměnné
pro množiny se většinou znač́ı velkými ṕısmeny, proměnné pro jejich prvky malými ṕısmeny.
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Stejně tak reálná č́ısla, pro která použ́ıváme proměnné jako x, y, ε, popř. použ́ıváme indexy
(např. x1, x2) či r̊uzné dekorace (např. x̃, x̄, x′ a podobně). Proměnné odkazuj́ıćı na funkce
budou v tomto skriptu často ṕısmena f , g nebo třeba h.

Př́ıklad 1.2 Na naši školu z Př́ıkladu 1.1 chod́ı tři konkrétńı žáci: Adam Novák, Barbora
Posṕı̌silová a Cyril Valenta. Protože o nich budeme často mluvit, označ́ıme si je pomoćı
konstant. Definujme tedy tři konstanty:

a:
”
Adam Novák z 1.A“,

b:
”
Barbora Posṕı̌silová z 1.C“,

c:
”
Cyril Valenta z 2.B“.

Tedy symboly a, b, c se budeme vždy odkazovat na zde definovaného žáka/žačku a tyto
symboly již nelze použ́ıt jako proměnné. Pro ty budeme použ́ıvat jiné symboly, např. x, y,
z, atd. ©

Predikáty

O individúıch zvoleného univerza se budeme vyjadřovat pomoćı tzv. predikát̊u, což je sou-
hrnné označeńı pro

• vlastnosti individúı a

• vztahy mezi individui.

Vlastnost́ı celého č́ısla může být
”
být sudé“,

”
být liché“,

”
být nezáporné“, a vztahem

mezi celými č́ısly může být
”
být větš́ı než“ (použ́ıvá se symbol >),

”
děĺı“ (použ́ıvá se

symbol |), nebo
”
být největš́ım dělitelem“ apod. Vztahy mezi množinami jsou např.

”
být

prvkem“,
”
být podmnožinou“ atd. Ve většině jazyk̊u predikátového počtu se vyskytuje

vztah rovnosti. Symbol pro rovnost každý zná již ze základńı školy, jde o znak =.

Každý predikát má svou četnost. Jde o počet individúı, které do predikátu vstupuj́ı.
Zřejmě, vlastnosti maj́ı četnost 1, vztahy maj́ı četnost 2 a větš́ı.

Př́ıklad 1.3 Uvažujme opět ZŠ Stupkova z Př́ıkladu 1.1. Budeme uvažovat následuj́ıćı
predikáty:

D:
”
být d́ıvkou“,

C:
”
být chlapcem“,

T1.A:
”
být z 1.A“,

T2.B:
”
být z 2.B“,

K:
”
kamarádit s“,

W :
”
být vyšš́ı než“.

Predikáty D, C, T1.A, T2.B maj́ı četnost jedna a predikáty K a W maj́ı četnost 2. ©

Poznámka 1.4 (o predikátech) Predikáty nelze volit zcela libovolně. Je-li V vlastnost,
každé individuum tuto vlastnost bud’ má nebo nemá (nic jiného)! Stejně tak pro vztah V
četnosti n muśı být zcela jasně rozlǐsitelné, zda libovolná n-tice individúı je ve vztahu V či
nikoliv. Zda to plat́ı či neplat́ı, nemuśıme v dané chv́ıli vědět, ale muśı platit právě jedna
z těchto možnost́ı. Tedy v Př́ıkladu 1.3 má smysl definovat predikát D jen v př́ıpadě, jsme-
li schopni jednoznačně ř́ıct o každém individuu ze zmı́něné školy zda je d́ıvkou či nikoliv
(a to právě jedna z těchto možnost́ı – všimněte si, že to nijak nevylučuje možnost existence
daľśıch gender̊u).
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Výrokové funkce

Ukažme si, jak se vytvářej́ı nejjednodušš́ı formule. Necht’ V je symbol pro predikát četnosti
1 (jde tedy o vlastnost) a x je proměnná nebo konstanta. Pak řetězec znak̊u

V (x)

je tzv. formule a v přirozeném jazyce odpov́ıdá tvrzeńı
”
individuum x má vlastnost V “.

Slovo
”
tvrzeńı“ je zde záměrně, nemuśı totiž j́ıt o výrok.

• Necht’ je x konstanta nebo proměnná, ukazuj́ıćı v dané chv́ıli na konkrétńı individuum.
Pak tato formule odpov́ıdá výroku. Tento výrok prohláśıme za pravdivý v př́ıpadě, že
individuum, na které odkazuje x, má vlastnost V , a nepravdivý v opačném př́ıpadě.
Fakt, že jsou možné pouze tyto dva př́ıpady, nám garantuje vznesený předpoklad
z Poznámky 1.4.

• Je-li x proměnná prob́ıhaj́ıćı univerzum, pak tato formule neodpov́ıdá žádnému výroku,
protože pravdivost by závisela na individuu, na které proměnná ukazuje. V tomto
př́ıpadě tedy ř́ıkáme, že formule odpov́ıdá tzv. výrokové funkci jedné proměnné x.

Poznámka 1.5 (o výrokové funkci) Výrokovou funkci jedné proměnné intuitivně považuje-
me za pravidlo přǐrazuj́ıćı každému individuu výrok. Ke každému predikátu četnosti 1 se dá

”
vyrobit“ výroková funkce jedné proměnné a naopak každé výrokové funkci jedné proměnné

zase odpov́ıdá jistá vlastnost. Např. v Př́ıkladu 1.3 symbolem D rozumı́me predikát
”
být

d́ıvkou“. Pak formuleD(x) označuje výrokovou funkci jedné proměnné
”
žák/žačka je d́ıvkou“,

kde x
”
prob́ıhá“ celou školu. Evidentně nejde o výrok, protože neńı jasné, o kterém žákovi/žač-

ce ze školy tvrd́ıme, že je d́ıvka. Ale pokud x ukazuje na konkrétńı individuum, pak už jde
o výrok. Samozřejmě, formuleD(a) již výrok je, protože a je konstanta definovaná v Př́ıkladu
1.2. Tento výrok zńı:

”
Adam Novák z 1.A je d́ıvka“. Jeho (ne)pravdivost nemuśı být zřejmá

(viz př́ıpad Járy Cimrmana), nicméně předpokládáme, že lze o ńı objektivně rozhodnout.

Necht’ symbol V označuje predikát četnosti n ≥ 2 (jde tedy o vztah) a x1, . . . , xn jsou
proměnné nebo konstanty (nebo mix oboj́ıho). Pak řetězcem symbol̊u

V (x1, . . . , xn)

je opět formule. V přirozeném jazyce odpov́ıdá tvrzeńı
”
individua x1, . . . , xn (v uvedeném

pořad́ı) jsou ve vztahu V “.

• Jsou-li všechna xi konstanty, popř. proměnné, které v dané chv́ıli ukazuj́ı na jedno
individuum, odpov́ıdá tato formule výroku. Ten prohláśıme za pravdivý v př́ıpadě,
že individua x1, . . . , xn (v tomto pořad́ı) jsou ve vztahu V , a nepravdivý v opačném
př́ıpadě. Fakt, že jsou možné pouze tyto dva př́ıpady, nám opět garantuje předpoklad
z Poznámky 1.4.

• Vyskytuje-li se mezi nimi m proměnných (m ≥ 1) prob́ıhaj́ıćı univerzum, neodpov́ıdá
formule výroku ale tzv. výrokové funkci m proměnných (tzn. zbývaj́ıćıch n−m symbol̊u
xi jsou bud’ konstanty nebo proměnné odkazuj́ıćı na konkrétńı individua).

Poznámka 1.6 (znovu o výrokové funkci) Výrokovou funkćı n proměnných intuitivně
považujeme za pravidlo, které (uspořádané) n-tici individúı, přǐrazuje výrok. Každému pre-
dikátu četnosti n se dá přǐradit výroková funkce n proměnných a každé výrokové funkci n
proměnných je možné přǐradit predikát četnosti n.
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Př́ıklad 1.7 Pokračujme opět v našem př́ıkladu o ZŠ Stupkova v Olomouci, zejména
navážeme na Př́ıklad 1.3. Uvažujme následuj́ıćı formule a jim odpov́ıdaj́ıćı výroky:

• D(a) :
”
Adam Novák z 1.A je d́ıvka“ (nepravdivý výrok)

• T1.A(b) :
”
Barbora Posṕı̌silová z 1.C je z 1.A“ (opět nepravdivý výrok)

• W (c, b) :
”
Cyril Valenta z 2.B je vyšš́ı než Barbora Posṕı̌silová z 1.C“ (výrok, jehož

pravdivost ale hned neńı vidět).

Dále formule D(x) (kde x je proměnná) odpov́ıdá výrokové funkci (o jedné proměnné)
”
Žák

je d́ıvka“. Formule W (a, x) odpov́ıdá výrokové funkci (o jedné proměnné)
”
Adam Novák

z 1.A je vyšš́ı než žák“. Přitom této výrokové funkci odpov́ıdá (nově vytvořená! ) vlastnost:

”
být vyšš́ı než Adam Novák z 1.A“. ©

Právě jsme si ukázali formule, které vytvář́ıme ze symbol̊u pro predikáty, z proměnných
a konstant. Formule jsou tvořeny i daľśımi, pomocnými, symboly, kterými jsou čárky a zá-
vorky. Takto budeme pokračovat dál, formule budou dále tvořeny symboly kvantifikátor̊u
a logických spojek.

Formule jsou vlastně tvrzeńı v našem formálńım jazyce. Přitom odpov́ıdaj́ı bud’ výrok̊um,
nevyskytuj́ı-li se v nich proměnné prob́ıhaj́ıćı celé univerzum, nebo výrokovým funkćım
v opačném př́ıpadě. Výroky a výrokové funkce pak formulujeme i v přirozeném jazyku, což
je pro nás srozumitelněǰśı. Formule lze chápat jako jakési kódy, kterými mysĺıme konkrétńı
výroky a výrokové funkce.

Poznámka 1.8 Abychom zjednodušili naše vyjadřováńı, budeme ztotožňovat formule s je-
jich odpov́ıdaj́ıćımi výroky/výrokovými funkcemi. Tedy mı́sto slovńıho spojeńı

”
formule

odpov́ıdaj́ıćı výroku (resp. výrokové funkci)“ budeme často psát jen
”
výrok (resp. výroková

funkce)“.

Kvantifikátory

Obecným (neboli velkým) kvantifikátorem rozumı́me symbol ∀. Je to vlastně obrácené ṕıs-
meno A, vzniklé jako zkratka německého

”
allgemein“. Tento symbol použ́ıváme následovně.

Je-li V predikát četnosti 1 (tedy vlastnost), pak formuĺı

∀x : V (x)

rozumı́me výrok
”
Pro všechna x plat́ı, že x má vlastnost V “ nebo trochu lidštěji

”
Každé

individuum má vlastnost V “ nebo
”
Všechna individua maj́ı vlastnost V “; nazýváme tento

výrok obecný výrok. Protože jde o výrok, je potřeba definovat jeho pravdivost. Obecný výrok
prohláśıme za pravdivý, jestliže vlastnost V má každé individuum. V opačném př́ıpadě
prohlašujeme tento výrok za nepravdivý – to nastane v př́ıpadě, že některé individuum tuto
vlastnost nemá!

Existenčńım (neboli malým) kvantifikátorem rozumı́me symbol ∃. Je to vlastně obrácené
ṕısmeno E, které lze chápat jako zkratku německého

”
existiert“. Tento symbol použ́ıváme

následovně. Je-li V predikát četnosti 1 (tedy vlastnost), pak formuĺı

∃x : V (x)

rozumı́me
”
Existuje takové x, že x má vlastnost V “ nebo trochu lidštěji

”
Alespoň jedno in-

dividuum má vlastnost V “; nazýváme tento výrok existenčńı výrok. Protože jde o výrok, je
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potřeba definovat jeho pravdivost. Existenčńı výrok prohláśıme za pravdivý, jestliže vlast-
nost V má alespoň jedno individuum z daného univerza. V opačném př́ıpadě prohlašujeme
tento výrok za nepravdivý – to nastane v př́ıpadě, že žádné individuum tuto vlastnost nemá!

Př́ıklad 1.9 Ukažme si, jak lze s pomoćı definovaných predikát̊u v Př́ıkladu 1.3 vytvářet
kvantifikované výroky o žáćıch ZŠ Stupkova. Následuj́ıćı tvrzeńı jsou výroky:

1. D(a) :
”
Adam Novák z 1.A je d́ıvka“ (nepravdivý výrok)

2. T1.A(b) :
”
Barbora Posṕı̌silová z 1.C je z 1.A“ (opět nepravdivý výrok)

3. ∀x : D(x) :
”
Všichni žáci ze školy jsou d́ıvky.“ (pravdivý v př́ıpadě, že jde o d́ıvč́ı

školu)

4. ∃x : C(x) :
”
Do školy chod́ı alespoň jeden chlapec.“ (považujeme-li za pravdivý

výrok, že Adam Novák z 1.A je chlapec, pak jde o pravdivý výrok).

Následuj́ıćı výroky jsou zřejmě pravdivé: D(b), C(a), C(c), T1.A(a), T2.B(c). ©

Jak je to s kvantifikátory u vztah̊u? Pro jednoduchost uvažujme vztah V četnosti 2 (pro
vyšš́ı četnosti je to obdobné). Jsou-li x a y proměnné, pak formule

∀y : V (x, y)

znamená
”
pro všechna y plat́ı, že x je ve vztahu V s y“, nebo jen

”
pro všechna y plat́ı

V (x, y)“. Zřejmě o výrok j́ıt nemůže, protože takové tvrzeńı záviśı na proměnné x, která se
může odkazovat na jakékoliv individuum. Jde tedy o výrokovou funkci proměnné x, označme
ji W (x) – proměnnou y jsme

”
kvantifikovali1“. Uvažujme formuli

∀x : W (x),

která už výroku odpov́ıdá! Jestliže zpětně odkryjeme, co se skrývá za W (x), dostáváme

∀x : (∀y : V (x, y)) .

Posledńı řádek nevypadá moc elegantně, takže ho budeme psát jako

∀x ∀y : V (x, y).

Jde tedy o výrok – a to proto, že jsme kvantifikovali všechny proměnné! Ř́ıká, že
”
pro

všechna x plat́ı, že pro všechna y plat́ı, že x je ve vztahu V s y“ a jednodušeji:
”
pro každé

x a y plat́ı, že x je ve vztahu V s y“. Jak zjist́ıme pravdivostńı hodnotu takového výroku?
Pomůžeme si pomocnou výrokovou funkćı W (x). Náš výrok je pravdivý v př́ıpadě, když pro
každé individuum x je W (x) pravdivý výrok. Zvolme si takové x, tzn. proměnná x v této
chv́ıli ukazuje na konkrétńı individuum. Ptáme se tedy, zda je pravdivé W (x) – což je výrok
(ano opravdu, protože x neprob́ıhá celé univerzum, ale ukazuje na jedno individuum)

∀y : V (x, y).

Ten je pravdivý, když pro každé individuum y je V (x, y) pravdivý výrok. Zvolme si takové
y, tzn. proměnná y v této chv́ıli ukazuje na konkrétńı individuum. Ptáme se tedy, zda je
pravdivé V (x, y). Shrňme to tedy: Náš výrok je pravdivý v př́ıpadě, když pro jakoukoliv
dvojici individúı, na něž ukazuj́ı proměnné x a y, je výrok V (x, y) pravdivý.

Pomoćı predikátu četnosti dva a obou kvantifikátor̊u lze vytvořit celkem osm kvantifi-
kovaných výrok̊u. Vypǐsme je včetně jejich formuĺı (v opačném pořad́ı):

1Kvantifikovaným proměnným ř́ıkáme vázané, ostatńım ř́ıkáme volné.
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1. ∀x ∀y : V (x, y) :
”
pro každé x a každé y plat́ı V (x, y)“,

2. ∀y ∀x : V (x, y) :
”
pro každé y a každé x plat́ı V (x, y)“,

3. ∀x ∃y : V (x, y) :
”
pro každé x existuje y takové, že plat́ı V (x, y)“,

4. ∃y ∀x : V (x, y) :
”
existuje y takové, že pro všechna x plat́ı V (x, y)“,

5. ∀y ∃x : V (x, y) :
”
pro všechna y existuje x takové, že V (x, y)“,

6. ∃x ∀y : V (x, y) :
”
existuje x takové, že pro všechna y plat́ı V (x, y)“,

7. ∃x ∃y : V (x, y) :
”
existuje x a y takové, že plat́ı V (x, y)“,

8. ∃x ∃y : V (x, y) :
”
existuje y a x takové, že plat́ı V (x, y)“.

Poznámka 1.10 Je d̊uležité pochopit, co tyto výroky vlastně ř́ıkaj́ı. Výroky 1 a 2 ř́ıkaj́ı
totéž, stejně jako výroky 7 a 8. Pod́ıvejme se na výroky 3 a 4. Vypadá to, že se jejich formule
lǐśı

”
pouze“ pořad́ım řetězc̊u

”
∀x“ a

”
∃y“. Skutečně tomu tak je. Ale toto pořad́ı odlǐsných

kvantifikátor̊u je velmi d̊uležité. Výrok 3 ř́ıká, že ke každému x lze naj́ıt y (d̊uležité je, že
každému konkrétńımu x jsme vybrali jeho vlastńı y) tak, že plat́ı V (x, y) Naproti tomu
výrok 4 ř́ıká, že muśı existovat jedno y takové, že pro všechna x (tedy y je vybráno pro
všechna x stejné! ) plat́ı V (x, y).

Nakonec si řekněme, jak je to s jejich pravdivostńımi hodnotami. Daný výrok je pravdivý,
právě když

1. pro každá dvě individua x a y je výrok V (x, y) pravdivý,

2. pro každá dvě individua y a x je výrok V (x, y) pravdivý,

3. postupně ke každému individuu x lze naj́ıt individuum y takové, že výrok V (x, y) je
pravdivý,

4. lze naj́ıt takové individuum y tak, že pro kterékoliv individuum x je výrok V (x, y)
pravdivý,

5. postupně ke každému individuu y lze naj́ıt individuum x takové, že výrok V (x, y) je
pravdivý,

6. lze naj́ıt takové individuum x tak, že pro kterékoliv individuum y je výrok V (x, y)
pravdivý,

7. lze naj́ıt taková individua x a y (může j́ıt o to samé individuum), že výrok V (x, y) je
pravdivý,

8. lze naj́ıt taková individua y a x (může j́ıt o to samé individuum), že výrok V (x, y) je
pravdivý.

Př́ıklad 1.11 Uvažujme následuj́ıćı výroky o studentech ze ZŠ Stupkova v Olomouci,
zejména Př́ıklad 1.3, kde jsme definovali predikát K

”
kamarádit s“ četnosti dva:

1. ∀x ∀y : K(x, y) :
”
Pro každé x a každé y plat́ı K(x, y).“

2. ∀y ∀x : K(x, y) :
”
Pro každé y a každé x plat́ı K(x, y).“
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3. ∀x ∃y : K(x, y) :
”
Pro každé x existuje y takové, že plat́ı K(x, y).“

4. ∃y ∀x : K(x, y) :
”
Existuje y takové, že pro všechna x plat́ı K(x, y).“

Prvńı dva výroky ř́ıkaj́ı totéž, a to, že každá dvojice žák̊u jsou kamarádi (nevyj́ımaje př́ıpad,
že každý

”
kamarád́ı sám se sebou“). Třet́ı výrok ř́ıká, že každý žák má nějakého kamaráda

ze školy. Čtvrtý výrok ř́ıká, že existuje takový žák, který kamarád́ı se všemi žáky ze školy
(včetně sebe). ©

Pro zaj́ımavost ještě uved’me následuj́ıćı výroky vytvořené ze vztahu V četnosti 3:

1. ∀x ∃y ∀z : V (x, y, z) :
”
Pro každé x existuje y takové, že pro všechna z plat́ı

V (x, y, z).“

2. ∃x ∀y ∃z : V (x, y, z) :
”
Existuje x takové, že pro všechna y existuje z splňuj́ıćı

V (x, y, z).“

Tyto dva výroky jsou zaj́ımavé stř́ıdáńım obecného a existenčńıho kvantifikátoru. S využit́ım
kombinatoriky si vypočtěte kolik možných kvantifikovaných výrok̊u můžeme vytvořit ze
vztah̊u četnosti 3 (a obecně n).

Logické spojky

Chyb́ı nám posledńı ingredience na tvorbu formuĺı (a odpov́ıdaj́ıćıch výrok̊u a výrokových
funkćı) – t́ım jsou logické spojky. Jak už název napov́ıdá, použ́ıvaj́ı se ke spojováńı, a to
výrok̊u a výrokových funkćı. Existuje jich spousta. Nám bude stačit jen pět – negace, kon-
junkce, disjunkce, implikace a ekvivalence.

Prvńı spojku by čtenář ani za spojku považovat nemusel, protože
”
nespojuje“, ale po-

moćı ńı můžeme z výroku vytvořit jiný výrok. Jde o unárńı spojku (unárńı znamená jed-
notkový, spojku použ́ıváme na jeden výrok): negace.

• Negace se znač́ı symbolem ¬ a použ́ıvá se následovně: Je-li A výrok, pak jeho negace se
znač́ı ¬A a čte

”
Neplat́ı výrok A“. A pravdivost negace výroku? Pokud je A pravdivý,

definujeme ¬A jako nepravdivý, a naopak, pokud A je nepravdivý, definujeme ¬A
jako pravdivý. Přehledně jde tuto definici zapsat pomoćı tzv. tabulky pravdivostńıch
hodnot, viz Tabulku 1.1.

A ¬A
0 1
1 0

Tabulka 1.1: Pravdivostńı tabulka negace.

Daľśı námi použ́ıvané spojky jsou binárńı (binárńı znamená dvojkové, protože spojuj́ı
dva výroky): konjunkce, disjunkce, implikace a ekvivalence.

• Konjunkce se znač́ı symbolem ∧ a použ́ıvá se následovně: Jsou-li A, B výroky, pak
jejich konjunkce se znač́ı A∧B a čte

”
plat́ı A a (současně) plat́ı B“. Např. konjunkci

výrok̊u
”
měl jsem na oběd knedĺık“ a

”
měl jsem na oběd zeĺı“ můžeme č́ıst jako

”
měl

jsem na oběd knedĺık a zeĺı“. A pravdivost konjunkce? Výrok A∧B je pravdivý pouze
v př́ıpadě, že jsou pravdivé oba dva výroky A a B.
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• Disjunkce se znač́ı symbolem ∨ a použ́ıvá se následovně: Jsou-li A, B výroky, pak
jejich disjunkce se znač́ı A ∨ B a čte

”
plat́ı A nebo plat́ı B“. Např. disjunkci výrok̊u

”
jdu źıtra do kina“ a

”
jdu źıtra do divadla“ můžeme č́ıst jako

”
jdu źıtra do kina nebo

divadla“. A pravdivost disjunkce? Výrok A ∨ B je nepravdivý pouze v př́ıpadě, že
jsou nepravdivé oba dva výroky A i B. Je nutné zd̊uraznit, že disjunkce se nechápe
ve smyslu vylučovaćım, jak tomu většinou bývá v běžné řeči. Např. je-li výrok

”
jdu

źıtra do kina nebo divadla“ pravdivý, znamená to, že mým źıtřeǰśım záměrem může
být návštěva jak kina tak i divadla (ale aspoň jednoho z nich).

• Implikace se znač́ı symbolem ⇒ a použ́ıvá se následovně: Jsou-li A, B výroky, pak
jejich implikace se znač́ı A⇒ B a čte

”
plat́ı-li A, pak plat́ı i B“,

”
jestliže A, pak B“

nebo
”
plat́ı B, jestliže plat́ı A“. Např. implikaci výrok̊u

”
měl jsem na oběd knedĺık“

a
”
měl jsem na oběd zeĺı“ můžeme č́ıst jako

”
jestliže jsem měl na oběd knedĺık, pak

jsem měl (na oběd) i zeĺı“. A pravdivost implikace? Výrok A ⇒ B je nepravdivý
pouze v př́ıpadě, že A je pravdivý a B je nepravdivý. Tuto definici si lze pamato-
vat pomoćı hesla

”
pravda nemůže implikovat nepravdu, ale nepravda může impliko-

vat cokoliv“. Na rozd́ıl od předchoźıch spojek je implikace pro začátečńıka poměrně
obt́ıžnou spojkou. Je potřeba si uvědomit, že pravdivost výroku A ⇒ B nic neř́ıká
o pravdivosti výrok̊u A a B ale pouze o vztahu jejich pravdivostńıch hodnot. Zejména
nic neř́ıká o platnosti výroku A! Ve výroku A⇒ B se výroku A ř́ıká předpoklad (ante-
cedent) a výroku B d̊usledek (konsekvent). Je d̊uležité zmı́nit, že implikace nezachycuje
časovou ani př́ıčinnou vazbu, např. výrok ve tvaru implikace

”
Jestliže 2 je sudé č́ıslo,

pak křestńı jméno autora těchto skript je Jan“ je pravdivý.

Dále, plat́ı-li výrok A⇒ B, pak se ř́ıká, že výrok A je postačuj́ıćı podmı́nkou výroku
B a také, že výrok B je nutnou podmı́nkou výroku A.

• Ekvivalence se znač́ı symbolem ⇔ a použ́ıvá se následovně: Jsou-li A, B výroky, pak
jejich ekvivalence se znač́ı A ⇔ B a čte

”
plat́ı A právě tehdy, když plat́ı B“. Např.

ekvivalenci výrok̊u
”
měl jsem na oběd knedĺık“ a

”
měl jsem na oběd zeĺı“ můžeme

č́ıst jako
”
Měl jsem na oběd knedĺık právě tehdy, když jsem měl zeĺı“. A pravdivost

ekvivalence? Výrok A⇔ B je pravdivý pouze a jen v př́ıpadě, že A a B maj́ı stejnou
pravdivostńı hodnotu. Stejně jako u implikace, pravdivost výroku A ⇔ B nic neř́ıká
o pravdivosti výrok̊u A a B, ale pouze o vztahu jejich pravdivostńıch hodnot. Zaj́ımavé
je, že u ekvivalence nemá tolik lid́ı problém s pochopeńım, jako u implikace. Plat́ı-
li výrok A ⇔ B, pak se ř́ıká, že výrok A (resp. výrok B) je nutnou a postačuj́ıćı
podmı́nkou platnosti výroku B (resp. A).

Definice pravdivost́ı výrok̊u vytvořených pomoćı binárńıch spojek je opět vhodné pře-
hledně vypsat do tabulky pravdivostńıch hodnot, viz Tabulku 1.2.

A B A ∧B A ∨B A⇒ B A⇔ B

0 0 0 0 1 1
0 1 0 1 1 0
1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1

Tabulka 1.2: Pravdivostńı tabulka vybraných binárńıch spojek.

Pro zaj́ımavost dodejme, že všech možných unárńıch spojek je 22 = 4, všech možných
binárńıch spojek existuje 24 = 16, a obecně, všech spojek spojuj́ıćıch přesně n výrok̊u je
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22
n
. K těmto č́ısl̊um docháźıme s využit́ım znalosti tvaru tabulky pravdivostńıch hodnot

a kombinatoriky (ověřte sami).

Cvičeńı 1.12 Necht’ A, B jsou výroky. Odpovězte na následuj́ıćı otázky (návod: použijte
pravdivostńı tabulku př́ıslušných spojek):

1. Známe-li pravdivostńı hodnotu výroku ¬A, co lze ř́ıct o pravdivostńı hodnotě výroku
A?

2. Je-li výrok A ∨B pravdivý a B nepravdivý, co lze ř́ıct o pravdivosti výroku A?

3. Je-li výrok A ∨B pravdivý a B pravdivý, lze něco ř́ıct o pravdivosti výroku A?

4. Je-li výrok A ∧B nepravdivý a B pravdivý, co lze ř́ıct o pravdivosti výroku A?

5. Je-li výrok A ∧B nepravdivý a B nepravdivý, lze něco ř́ıct o pravdivosti výroku A?

6. Je-li výrok A⇒ B pravdivý a A pravdivý, co lze ř́ıct o pravdivosti výroku B?

7. Je-li výrok A⇒ B nepravdivý a B nepravdivý, co lze ř́ıct o pravdivosti výroku A?

S pomoćı logických spojek a několika výrok̊u můžeme tvořit daleko složitěǰśı výroky
– ř́ıká se jim složené výroky. Naproti tomu, výrok̊um, které se nedaj́ı zapsat pomoćı jed-
nodušš́ıch spojených logickými spojkami, ř́ıkáme jednoduché výroky.

Př́ıklad 1.13 Uvažujme tři jednoduché výroky A, B, C:

A :
”
sv́ıt́ı slunce“,

B :
”
prš́ı“,

C :
”
je duha“.

Pak složený výrok

(A ∧B)⇒ C

je výrok, který ř́ıká:
”
Jestliže sv́ıt́ı slunce a současně prš́ı, pak je duha.“ Přitom nás také bude

zaj́ımat pravdivostńı hodnota tohoto výroku pro r̊uzné pravdivostńı hodnoty jednotlivých
výrok̊u A, B, C. Přehledně je možné je vypsat do tabulky – viz Tabulku 1.3. Zde si můžeme
všimnout, že náš složený výrok neńı pravdivý jen v jediném př́ıpadě, a to kdyby současně
sv́ıtilo slunce, pršelo a duha nebyla. ©

Poznámka 1.14 Zd̊urazněme zřejmý ale d̊uležitý fakt, že pravdivost složeného výroku
nezáviśı na obsahu výrok̊u z nichž je spojen logickými spojkami, ale záviśı pouze na prav-
divostńıch hodnotách těchto výrok̊u!

Důležité jsou takové složené výroky, které pro jakoukoliv pravdivostńı hodnotu jedno-
duchých výrok̊u z nich vytvořených, jsou vždy pravdivé2. Naše úvahy o takových složených
výroćıch uved’me př́ıkladem.

2Známe je už ze středńı školy a ř́ıká se jim tautologie.
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A B C A ∧B (A ∧B)⇒ C

0 0 0 0 1
0 0 1 0 1
0 1 0 0 1
0 1 1 0 1
1 0 0 0 1
1 0 0 0 1
1 0 1 0 1
1 1 0 1 0
1 1 1 1 1

Tabulka 1.3: Tabulka pravdivostńıch hodnot výroku (A ∧B)⇒ C.

Př́ıklad 1.15 Pro libovolné dva výroky A, B uvažujme složený výrok

(A ∧B)⇔ (B ∧A).

Jak určit pravdivostńı hodnotu takového výroku? Samozřejmě z Tabulky 1.2. Stejně jako
v Př́ıkladu 1.13 sestav́ıme př́ıslušnou tabulku pravdivostńıch hodnot – viz Tabulku 1.4.
Prakticky to znamená, že výrok

”
Sv́ıt́ı slunce a současně prš́ı“ má stejnou pravdivostńı

hodnotu jako výrok
”
Prš́ı a současně sv́ıt́ı slunce.“ Tedy co se týká pravdivosti těchto dvou

výrok̊u, jsou zaměnitelné, můžu nahradit jeden druhým! ©

A B A ∧B B ∧A (A ∧B)⇔ (B ∧A)

0 0 0 0 1
0 1 0 0 1
1 0 0 0 1
1 1 1 1 1

Tabulka 1.4: Pravdivostńı tabulka složeného výroku (A ∧B)⇔ (B ∧A)

Cvičeńı 1.16 Dokažte, že následuj́ıćı složené výroky jsou pravdivé pro jakékoliv výroky
A, B, C (tzn. pro výroky s jakýmikoliv pravdivostńımi hodnotami):

1. (A ∧B)⇔ (B ∧A),

2. (A ∨B)⇔ (B ∨A),

3. (A ∧ (B ∧ C))⇔ ((A ∧B) ∧ C),

4. (A ∨ (B ∨ C))⇔ ((A ∨B) ∨ C),

5. (A ∧ (B ∨ C))⇔ [(A ∧B) ∨ (A ∧ C)],

6. (A ∨ (B ∧ C))⇔ [(A ∨B) ∧ (A ∨ C)],

7. ¬(A ∧B)⇔ (¬A ∨ ¬B),

8. ¬(A ∨B)⇔ (¬A ∧ ¬B),

9. ¬¬A⇔ A,

10. (A⇒ B)⇔ (¬A ∨B),

11. ¬(A⇒ B)⇔ (A ∧ ¬B),

12. (A⇒ B)⇔ (¬B ⇒ ¬A),

13. (A⇔ B)⇔ [(A⇒ B) ∧ (B ⇒ A)],

14. (A⇔ B)⇔ [(A ∧B) ∨ (¬A ∧ ¬B)],

15. [(A ∧B)⇒ C]⇔ [A⇒ (B ⇒ C)],

16. (A ∧A)⇔ A,

17. (A ∨A)⇔ A,

18. A ∨ ¬A.
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[Návod: Inspiraci najdete v Př́ıkladu 1.15.]

Poznámka 1.17 Složené výroky ve Cvičeńı 1.16 jsou tedy tautologiemi, a až na posledńı,
který je zásadńı pro d̊ukaz sporem, jsou všechny ve tvaru ekvivalence. To ale znamená, že
výroky spojené ekvivalenćı maj́ı stejné pravdivostńı hodnoty – nezávisle na pravdivostńıch
hodnotách jednoduchých výrok̊u A, B a C. Např. podle 12. ekvivalence z Cvičeńı 1.16 plat́ı,
že výrok

”
Jestliže prš́ı, pak je mokro“ má stejnou pravdivostńı hodnotu jako výrok

”
Jestliže

neńı mokro, pak neprš́ı“, a tak je můžeme nahradit jeden druhým. Tyto ekvivalence budou
pro nás mı́t zásadńı význam. Ne náhodou z nich pak dostaneme tzv. pravidla nahrazeńı, viz
dále Tabulku 1.7.

Představme si daľśı tautologie. Tentokrát budou ve formě implikace. Naše úvahy uved’me
opět reprezentativńım př́ıkladem.

Př́ıklad 1.18 Pro libovolné dva výroky A, B uvažujme složený výrok

(A ∧ (A⇒ B))⇒ B.

Jak určit pravdivostńı hodnotu takového výroku? Samozřejmě z tabulek pravdivostńıch hod-
not př́ıslušných spojek. Sestavme tabulku pravdivostńıch hodnot našeho složeného výroku
– viz Tabulku 1.5. Fakt, že tento složený výrok je opět tautologie prakticky znamená, že
jsou-li např. výroky

”
jsem nemocný“ a

”
jsem-li nemocný, pak lež́ım v posteli“ pravdivé,

je pravdivý i výrok
”
lež́ım v posteli“. Chci-li tedy ověřit pravdivost výroku B, stač́ı ověřit

pravdivost výrok̊u A a A ⇒ B. Jinak řečeno, pravdivost výroku B je odvozena z pravdi-
vosti výrok̊u A a A⇒ B! Jak hned uvid́ıme, tyto úvahy se daj́ı zobecnit i na daľśı podobné
složené výroky. ©

A B A⇒ B A ∧ (A⇒ B) (A ∧ (A⇒ B))⇒ B

0 0 1 0 1
0 1 1 0 1
1 0 0 0 1
1 1 1 1 1

Tabulka 1.5: Pravdivostńı tabulka složeného výroku (A ∧ (A⇒ B))⇒ B

Cvičeńı 1.19 Dokažte, že následuj́ıćı složené výroky jsou pravdivé pro jakékoliv výroky
A, B, C (tzn. pro výroky s jakýmikoliv pravdivostńımi hodnotami):

1. (A ∧B)⇒ A,

2. A⇒ (A ∨B),

3. [(A ∨B) ∧ ¬A]⇒ B,

4. [A ∧ (A⇒ B)]⇒ B,

5. [(A⇒ B) ∧ ¬B]⇒ ¬A,

6. [(A⇒ B) ∧ (B ⇒ C)]⇒ (A⇒ C),

7. (A⇒ B)⇒ [A⇒ (A ∧B)],

8. [(A ⇒ B) ∧ (C ⇒ D) ∧ (A ∨ C)] ⇒
(B ∨D).

[Návod: Inspiraci najdete v Př́ıkladu 1.18.]

Poznámka 1.20 Složené výroky ve Cvičeńı 1.19 jsou opět tautologiemi. A všechny jsou ve
tvaru implikace. To ale znamená, že pokud je složený výrok v implikaci nalevo (tzn. antece-
dent) pravdivý, pak muśı být pravdivý i složený výrok implikace napravo (tzn. konsekvent).
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Pravdivost antecedentu nám tedy zaručuje pravdivost konsekventu, a to nezávisle nejen na
obsahu, ale i na pravdivostńıch hodnotách výrok̊u A, B či C! Např. podle 2. implikace (která
je tautologíı) z Cvičeńı 1.19 plat́ı, že pravdivost výroku

”
Prš́ı“ nám garantuje i pravdivost

výroku
”
Prš́ı nebo sv́ıt́ı slunce“.

Kromě toho si můžeme všimnout, že v antecedentu některých implikaćı se vyskytuj́ı
konjunkce. Pak třeba z faktu, že 8. implikace je tautologíı, vyplývá, že pravdivost výrok̊u

”
Jestliže prš́ı, pak je mokro“,

”
Jestliže dostanu dobrou známku, pak dostanu zmrzlinu“

a
”
Prš́ı a dostanu dobrou známku“ nám garantuje pravdivost výroku

”
Je mokro nebo do-

stanu zmrzlinu“. Z výsledk̊u Cvičeńı 1.19 tak za chv́ıli dostaneme tzv. pravidla odvozeńı,
viz Tabulku 1.8.

Pomoćı logických spojek lze spojovat i výrokové funkce! Dı́ky tomu lze naše vyjadřováńı
o individúıch znatelně vylepšit. Ukažme si to rovnou na př́ıkladech – spojky pro výrokové
funkce definujeme vlastně stejně jako pro výroky s t́ım rozd́ılem, že nemá smysl definovat
pravdivostńı hodnoty.

Př́ıklad 1.21 Vrat’me se do naš́ı obĺıbené ZŠ Stupkova v Olomouci. Pak následuj́ıćı formule
odpov́ıdaj́ı výrokovým funkćım:

• T1.A(x)⇒ D(x) :
”
je-li žák/žačka z 1.A, je to d́ıvka“

• T1.A(x) ∧ T2.B(x) :
”
Žák/žačka chod́ı současně do 1.A i do 2.B“

S pomoćı spojek pak lze tvořit následuj́ıćı užitečné výroky:

1. ∀x : D(x)⇒ T1.A(x) :
”
Všechny d́ıvky ze školy chod́ı jen do 1.A“ (o chlapćıch nebo

jiných genderech se ve výroku nemluv́ı; nicméně, je-li ve škole v̊ubec nějaká d́ıvka,
pak chod́ı do 1.A).

2. ∀x : T1.A(x)⇒ D(x) :
”
Všichni žáci z 1.A jsou d́ıvky.“

3. ∃x : D(x) ∧ T1.A(x) :
”
Do 1.A chod́ı alespoň jedna d́ıvka.“

4. ∀x : (D(x) ∧ T1.A(x)) ⇒ ¬K(x, c) :
”
Žádná d́ıvka z 1.A nekamarád́ı s Cyrilem

Valentou z 2.B.“

5. ∀x : (D(x) ∧ T1.A(x)) ∧ ¬K(x, c) :
”
Všichni studenti školy jsou d́ıvky, chod́ı do 1.A

a nekamarád́ı s Cyrilem Valentou z 2.B.“ (pravdivost či nepravdivost tohoto tvrzeńı
je v dnešńı době poněkud problematická, každopádně jde o výrok)

©

1.1.2 Pravidla usuzováńı

Moderńı matematika stoj́ı na axiomatickém principu. Na začátku každé matematické te-
orie stoj́ı konečný či nekonečný počet výrok̊u, které se považuj́ı za pravdivé – ř́ıká se jim
axiomy dané teorie. Kromě toho je stanoven zp̊usob, jak z těchto (pravdivých) výrok̊u od-
vozovat daľśı pravdivé výroky, kterým se ř́ıká věty. Následuj́ıćı pravidla budeme použ́ıvat
při usuzováńı pravdivosti výrok̊u z axiomů a vět. Rozdělujeme je do čtyř skupin:

• pravidla generalizace a specifikace (o pravdivosti kvantifikovaných výrok̊u),

• pravidla negace (o vztahu negace a kvantifikátor̊u),

• pravidla nahrazeńı (o logických spojkách) a

• pravidla odvozeńı (opět o logických spojkách).
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Pravidla generalizace a specifikace

Necht’ V (x) je výroková funkce o jedné proměnné x.

• Pravidlo specifikace pro obecný kvantifikátor: Z pravdivosti obecného výroku
∀x : V (x) plyne, že je výrok V (a) pravdivý pro každé individuum a.

• Pravidlo generalizace pro obecný kvantifikátor: Je-li výrok V (a) pro každé
(libovolné) individuum a, pak je pravdivý výrok ∀x : V (x).

• Pravidlo specifikace pro existenčńı výrok: Z pravdivosti existenčńıho výroku
∃x : V (x) plyne, že výrok V (a) je pravdivý pro alespoň jedno individuum a.

• Pravidlo generalizace pro existenčńı kvantifikátor: Je-li výrok V (a) pravdivý
pro alespoň jedno individuum a, pak je pravdivý i výrok ∃x : V (x).

Platnost těchto pravidel plyne z definice pravdivosti obecného a existenčńıho výroku.

Př́ıklad 1.22 Dokažte, že je pravdivý výrok

∃x : T1.A(x).

Řešeńı. Podle Př́ıkladu 1.9 je T1.A(a) pravdivý výrok. Tedy z pravidla generalizace pro
existenčńı výrok vyplývá, že i výrok ∃x : T1.A(x) je pravdivý. ©

Pravidla negace

Necht’ V (x) je výroková funkce o jedné proměnné x.

• Negace obecného výroku: Výroky

¬ (∀x : V (x)) a ∃x : ¬V (x)

maj́ı stejnou pravdivostńı hodnotu.

• Negace existenčńıho výroku: Výroky

¬ (∃x : V (x)) a ∀x : ¬V (x)

maj́ı stejnou pravdivostńı hodnotu.

Platnost těchto pravidel plyne z definice pravdivostńı hodnoty obecného a existenčńıho
výroku.

Př́ıklad 1.23 Uvažujme univerzum ZŠ Stupkova v Olomouci a predikát D (
”
být d́ıvkou“)

z Př́ıkladu 1.3. Pak podle pravidel negace maj́ı následuj́ıćı výroky stejnou pravdivostńı
hodnotu:

• ¬(∀x : D(x)), tzn.
”
Neńı pravda, že do školy chod́ı pouze d́ıvky“ a

• ∃x : ¬D(x), tzn.
”
Existuje alespoň jeden školák, který neńı d́ıvka“.

Všimněte si, že
”
nebýt d́ıvka“ a

”
být chlapec“ považujeme za dva r̊uzné predikáty. ©
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výrok
”
jeho negace“

∀x ∀y : V (x, y) ∃x ∃y : ¬V (x, y)
∀x ∃y : V (x, y) ∃x ∀y : ¬V (x, y)
∃x ∀y : V (x, y) ∀x ∃y : ¬V (x, y)
∃x ∃y : V (x, y) ∀x ∀y : ¬V (x, y)

Tabulka 1.6: Negace kvantifikovaných výrok̊u

S těmito pravidly můžeme negovat výroky i s v́ıce kvantifikátory. V Tabulce 1.6 jsou
kvantifikované výroky a výroky, které maj́ı opačnou pravdivostńı hodnotu pro libovolnou
výrokovou funkci V (x, y) dvou proměnných.

Vid́ıme, že negovaný výrok dostaneme nahrazeńım obecných kvantifikátor̊u existenčńımi
a naopak, a negaćı výrokové funkce V (x, y).

Podobně lze postupovat v př́ıpadě negace kvantifikovaného výroku se třemi a v́ıce kvan-
tifikátory. Např. výrok

∀x ∃y ∀z : V (x, y, z)

má stejnou pravdivostńı hodnotu jako

∃x ∀y ∃z : ¬V (x, y, z),

a to pro jakoukoliv výrokovou funkci V (x, y, z) třech proměnných.

Pravidla nahrazeńı

Nyńı se pod́ıvejme na pravidla týkaj́ıćı se logických spojek – tzv. pravidla nahrazeńı (nebo
také logické zákony). Ta mluv́ı o tom, že některé výroky spojené logickými spojkami maj́ı
stejnou pravdivostńı hodnotu nezávisle na tom, jakou pravdivostńı hodnotu maj́ı výroky,
z nichž jsou tyto složené výroky postavené. Ta nejpouž́ıvaněǰśı jsou uvedena v Tabulce 1.7.
V prvńım sloupci této tabulky je uveden název pravidla a v následuj́ıćıch dvou sloupćıch
výroky, které maj́ı stejnou pravdivostńı hodnotu pro jakékoliv výroky A,B,C. K těmto
pravidl̊um jsme dospěli ze závěr̊u z Cvičeńı 1.16, kde jsme uvedli celou řadu výrok̊u ve
tvaru ekvivalence.

Př́ıklad 1.24 Uvažujme dva výroky:

A :
”
prš́ı“,

B :
”
je mokro“.

Podle pravidla obměny z Tabulky 1.7 pak výrok
”
prš́ı-li, pak je mokro“ (tzn. A ⇒ B)

má stejnou pravdivostńı hodnotu jako výrok
”
neńı-li mokro, pak neprš́ı“ (tzn. ¬B ⇒ ¬A).

Podle pravidla negace implikace ze stejné tabulky pak negace výroku
”
prš́ı-li, pak je mokro“

(tzn. ¬(A ⇒ B)) má stejnou pravdivostńı hodnotu jako
”
prš́ı a přitom neńı mokro“ (tzn.

A⇒ ¬B). ©

Př́ıklad 1.25 Uvažujme znovu naši školu. Pak výrok

¬ (∀x : T1.A(x)⇒ D(x)) ,
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Název Prvńı výrok Druhý výrok

komutativita
A ∧B B ∧A
A ∨B B ∨A

asociativita
A ∧ (B ∧ C) (A ∧B) ∧ C
A ∨ (B ∨ C) (A ∨B) ∨ C

distributivita
A ∨ (B ∧ C) (A ∨B) ∧ (A ∨ C)
A ∧ (B ∨ C) (A ∧B) ∨ (A ∧ C)

De Morganovy zákony
¬(A ∧B) ¬A ∨ ¬B
¬(A ∨B) ¬A ∧ ¬B

dvoj́ı negace ¬¬A A

implikace A⇒ B ¬A ∨B

negace implikace ¬(A⇒ B) A ∧ ¬B

obměna A⇒ B ¬B ⇒ ¬A

ekvivalence
A⇔ B (A⇒ B) ∧ (B ⇒ A)
A⇔ B (A ∧B) ∨ (¬A ∧ ¬B)

spojováńı předpoklad̊u (A ∧B)⇒ C A⇒ (B ⇒ C)

tautologie
A ∧A A
A ∨A A

Tabulka 1.7: Pravidla nahrazeńı.

který česky zńı
”
neńı pravda, že všichni z 1.A jsou d́ıvky“ má podle pravidla negace obecného

výroku stejnou pravdivostńı hodnotu jako výrok

∃x : ¬ (T1.A(x)⇒ D(x)) ,

který má podle pravidla nahrazeńı negace implikace stejnou pravdivostńı hodnotu jako
výrok

∃x : T1.A(x) ∧ ¬D(x),

tzn.
”
alespoň jeden žák z 1.A neńı d́ıvka“. ©

Pravidla odvozeńı

Konečně představme pravidla odvozeńı, která jsou v tomto tvaru: Pokud jsou nějaké výroky
pravdivé (ř́ıká se jim předpoklady), pak je nějaký výrok pravdivý (tzv. závěr)3. Nejznáměǰśı
(nejpouž́ıvaněǰśı) pravidla jsou přehledně sepsána v Tabulce 1.8. Platnost těchto pravidel je
poplatná závěr̊um Cvičeńı 1.19.

Př́ıklad 1.26 Předpokládejme, že je-li Adam v Pař́ıži, pak je Beáta v New Yorku. Dále
předpokládejme, že Adam je v Pař́ıži a Cyril v Ř́ımě. Dokažte, že za těchto předpoklad̊u
muśı být Beáta v New Yorku.

3Zde byl k urychleńı výkladu vynechán užitečný pojem úsudku – viz zmı́něnou literaturu.
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Název Předpoklady Závěr

zjednodušeńı A ∧B A
součet A A ∨B
konjunkce A, B A ∧B
disjunktivńı sylogismus A ∨B, ¬A B
modus ponens A⇒ B, A B
modus tollens A⇒ B, ¬B ¬A
hypotetický sylogismus A⇒ B, B ⇒ C A⇒ C
absorpce A⇒ B A⇒ (A ∧B)
konstruktivńı dilema A⇒ B, C ⇒ D, A ∨ C B ∨D

Tabulka 1.8: Pravidla odvozeńı

Řešeńı. Nejprve označ́ıme

• A:
”
Adam je v Pař́ıži“,

• B:
”
Beáta je v New Yorku“ a

• C:
”
Cyril je v Ř́ımě“.

Máme dokázat, že za předpokladu platnosti (tzn. pravdivosti) předpoklad̊u:

1. A⇒ B :
”
Je-li Adam v Pař́ıži, pak je Beáta v New Yorku.“

2. A ∧ C :
”
Adam je v Pař́ıži a Cyril v Ř́ımě.“

plat́ı závěr, tzn.

• B :
”
Beáta je v New Yorku.“

Necht’ předpoklady plat́ı, tzn. jde o pravdivá tvrzeńı. Z druhého předpokladu a pravidla
zjednodušeńı z Tabulky 1.8 dostáváme, že Adam je v Pař́ıži (tzn. z pravdivosti A ∧ C
plyne pravdivost A). Z pravdivosti tohoto výroku a prvńıho předpokladu, pak s pomoćı
pravidla modus ponens z Tabulky 1.8 okamžitě dostáváme, že Beáta je v New Yorku (tzn.
z pravdivosti A a A⇒ B plyne pravdivost B). T́ım jsme dokázali pravdivost závěru. ©

Cvičeńı 1.27 Dokažte:

1. Jestliže má Marek pravdu, nezaměstnanost se zvýš́ı, a jestli má Anička pravdu, bude
tuhá zima. Anička má pravdu. Proto se bude zvyšovat nezaměstnanost, nebo bude
tuhá zima, nebo oboj́ı.

2. Jestliže bude léto teplé, nepojedeme v srpnu na dovolenou. Pojedeme v srpnu na
dovolenou nebo si kouṕıme nové auto (nebo oboj́ı). Proto plat́ı, že když bude léto
teplé, kouṕıme si auto.

3. Jestliže bude ṕıt v́ıno nebo j́ıst sýr, bude ji bolet hlava. Bude ṕıt v́ıno a j́ıst čokoládu.
Proto ji bude bolet hlava.

4. Vražda byla spáchána bud’ podezřelým A nebo oběma podezřelými B a C současně.
Jestliže A nebo B spáchali vraždu, pak byla obět’ otrávena. Proto bud’ C spáchal
vraždu nebo byla obět’ otrávena.
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1.2 Matematické d̊ukazy a jejich struktura

Důkaz matematické věty znamená vyvozeńı pravdivosti výroku (dokazované věty), a to
s pomoćı axiomů a již dokázaných vět (všechno to jsou pravdivé výroky). Jako nástroj
k tomu poslouž́ı pravidla usuzováńı, která byla popsána v sekci o predikátové logice. Jak
bude d̊ukaz vypadat, záviśı jak na volbě metody, tak na tvaru dokazovaného výroku (tzn.
dokazované věty).

Mezi základńı metody d̊ukazu patř́ı zejména:

• př́ımý d̊ukaz: Z axiomů a vět vyvod́ıme pomoćı pravidel usuzováńı pravdivost do-
kazovaného výroku.

• nepř́ımý d̊ukaz: Použ́ıvá se k dokázáńı tvrzeńı ve tvaru implikace, tzn. A ⇒ B.
Přičemž se využije logický zákon obměny (viz Tabulku 1.7), podle které je pravdivostńı
hodnota výrok̊u A⇒ B a ¬B ⇒ ¬A stejná nezávisle na pravdivosti výrok̊u A a B.

• d̊ukaz sporem: Mı́sto abychom dokázali, že je tvrzeńı věty pravdivé, na začátku
d̊ukazu sporem vyslov́ıme předpoklad, že naopak tvrzeńı věty je nepravdivé, tzn. jeho
negace je pravdivá4. Pomoćı pravidel usuzováńı pak dokážeme pravdivost nějakého
výroku i jeho negace. To ale vzhledem k pravdivostńı tabulce negace neńı možné –
ř́ıkáme, že

”
jsme dostali spor“ či

”
došli jsme ke sporu“ nebo

”
nějaký výrok je ve sporu

s nějakým jiným výrokem“. Následně pak docháźıme k závěru, že dokazovaná věta
muśı být pravdivá.

• d̊ukaz matematickou indukćı: Jde o techniku d̊ukazu pro tvrzeńı ve speciálńım
tvaru, kde figuruje množina všech přirozených č́ısel. Podrobně je tato metoda ro-
zebrána v sekci 1.7.

Každá matematická věta se dá zapsat pomoćı výrokových funkćı (př́ıslušné teorie), kvan-
tifikátor̊u, proměnných, konstant a logických spojek. Nı́že je popsána struktura jednotlivých
d̊ukaz̊u v závislosti na tvaru dokazovaného výroku:

(I) Obecný výrok, tj. ∀x : V (x), kde V (x) je výroková funkce:

(a) Př́ımý d̊ukaz: Zvoĺıme x libovolně (ale pevně). Pak dokážeme, že výrok (opravdu
je to výrok!) V (x) pro toto konkrétńı x je pravdivý. Protože volba x nebyla nič́ım
omezována, z pravidla generalizace pro obecný kvantifikátor plyne, že výrok
∀x : V (x) je pravdivý.

(b) Důkaz sporem: Předpokládejme, že výrok neplat́ı. To znamená, že podle pra-
vidla negace obecného výroku předpokládáme pravdivost výroku ∃x : ¬V (x).
Z pravidla specifikace pro existenčńı výrok plyne, že V (x) neńı pravdivé pro
nějaké konkrétńı x. Odtud dojdeme ke sporu.

(II) Existenčńı výrok, tj. ∃x : V (x), kde V (x) je výroková funkce:

(a) Konstruktivńı d̊ukaz: Nějakým zp̊usobem zkonstruujeme individuum x a ově-
ř́ıme, že V (x) je pravdivý výrok. Z pravidla generalizace pro existenčńı kvanti-
fikátor pak plyne, že i výrok ∃x : V (x) je pravdivý.

4Jistá část matematik̊u d̊ukaz sporem neuznává – jde o tzv. konstruktivisty. My mezi ně nepatř́ıme, takže
jej budeme rádi a často použ́ıvat.
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(b) Důkaz sporem: Předpokládáme, že výrok neplat́ı. To znamená, že podle pravi-
dla negace existenčńıho výroku předpokládáme pravdivost výroku ∀x : ¬V (x).
Odtud dojdeme ke sporu.

(III) A⇒ B, kde A,B jsou výroky.

(a) Př́ımý d̊ukaz: Abychom dokázali pravdivost implikace, využijeme pravdivostńı
tabulku implikace (viz předposledńı sloupec v Tabulce 1.2). Z ńı lze snadno vidět,
že pokud P neńı pravdivý, pak implikace A ⇒ B pravdivá je. A pokud je
výrok A pravdivý, pak aby implikace A ⇒ B byla pravdivá, muśı být prav-
divý i výrok B. Postup je tedy následuj́ıćı: Předpokládáme, že A je pravdivý. Za
tohoto předpokladu (a s možným využit́ım axiomů a vět) je potřeba dokázat, že
je pravdivý i výrok B. T́ım je dokázáno, že A⇒ B je pravdivý výrok.

(b) Nepř́ımý d̊ukaz: Občas je př́ımý d̊ukaz př́ılǐs složitý nebo ani nev́ıme jak
dokázat implikaci př́ımo. Podle pravidla nahrazeńı obměny (viz Tabulku 1.7)
stač́ı mı́sto A⇒ B dokázat pravdivost implikace ¬B ⇒ ¬A. Tu pak již dokazu-
jeme př́ımo pomoćı (a).

(c) Důkaz sporem: Předpokládáme, že tato implikace je nepravdivý výrok. Podle
pravidla nahrazeńı negace implikace (viz Tabulku 1.7) tedy předpokládáme, že
plat́ı výrok A ∧ ¬B, tzn. předpokládáme, že (z pravidla zjednodušeńı z Tabulky
1.8) výrok A je pravdivý a B nepravdivý (tzn. ¬B je pravdivý). Odtud dojdeme
ke sporu.

Př́ıklad 1.28 Dokažte, že je-li druhá mocnina celého č́ısla sudá, pak je toto č́ıslo také sudé.

Řešeńı. Naše univerzum bude tvořeno všemi celými č́ısly. V rámci něj použijeme výrokovou
funkci

”
n děĺı k“ zapisujeme jako

”
n | k“, tedy tak, jak jsme zvykĺı ze středńı školy. Máme

tedy dokázat pravdivost následuj́ıćıho výroku:

∀x : 2 | x2 ⇒ 2 | x,

což je obecný výrok (viz (I)). Podle (I)(a) zvolme celé č́ıslo x libovolně (ale pevně). Nyńı
máme dokázat výrok (opravdu jde o výrok!)

2 | x2 ⇒ 2 | x,

což je výrok ve tvaru implikace, a podle (III) máme několik možnost́ı. Proved’me nepř́ımý
d̊ukaz (viz (III)(b)), tzn. ověřme mı́sto toho pravdivost výroku

¬(2 | x)⇒ ¬(2 | x2).

Tuto implikaci již dokážeme př́ımo (viz (III)(a)). Předpokládejme, že x neńı sudé č́ıslo, tzn.
je liché, a dokažme, že x2 také neńı sudé, tzn. je rovněž liché. Fakt, že x je liché znamená,
že existuje celé č́ıslo k takové, že

x = 2k + 1.

Pak
x2 = (2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1 = 2(2k2 + 2k) + 1,

což znamená, že x2 je také liché, a to z toho d̊uvodu, že 2k2 + 2k je celé č́ıslo. T́ım je věta
dokázána5. ©

5Výrok je větou až v okamžiku, kdy v́ıme, že je pravdivý, tzn. když vytvoř́ıme jeho d̊ukaz.
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1.3 Množiny

Zhruba před sto lety vznikla tzv. axiomatická Zermelova–Fraenkelova teorie množin (zkrá-
ceně ZF). Od té doby slouž́ı jako základ většiny matematických teoríı (neńı ale jediná;
existuje v́ıce teoríı množin i alternativńı základńı teorie, např. teorie typ̊u a kategoríı).
Jedńım z d̊uvod̊u zavedeńı axiomatické teorie je existence r̊uzných paradox̊u (viz např.
Russell̊uv paradox teorie množin – vygooglete si!). Vı́ce lze naj́ıt v jakékoliv knize o teorii
množin, např. [1].

Nám bude stačit pouze umět pracovat s množinami na středoškolské úrovni, tzn. bude
nám stačit tzv. naivńı teorie množin. Pro naše potřeby použ́ıváńı pojmu množiny nám daľśı
paradoxy nehroźı.

Pojem množiny zde budeme chápat zcela intuitivně (v ZF je pojem množiny tzv.
”
pri-

mitivum“ neboli
”
nedefinovaný pojem“). Pod pojmem množina budeme rozumět soubor

objekt̊u, o kterých m̊užeme jasně ř́ıct, zda patř́ı do této množiny. Těmto objekt̊um budeme
ř́ıkat prvky množiny. Aby to bylo jednodušš́ı, množiny budou moct být prvky i jiných množin
– t́ım pádem nebudeme muset definovat pojmy jako systémy množin či systémy systémů
množin atd.

Množinové univerzum bude tvořeno právě množinami a jejich prvky (v naivńı teorii
množin máme dva typy individúı – to je rozd́ıl od axiomatické teorie množin, kde je pouze je-
den typ, č́ımž je množina). Zd̊urazněme, že toto univerzum množinou neńı (kv̊uli zmı́něnému
Russellovu paradoxu).

1.3.1 Vztahy mezi prvky a množinami

Základńım vztahem mezi množinami (a jejich prvky) je vztah náležeńı. Fakt, že a je prvkem
množiny M (a lež́ı v M ; a nálež́ı M) budeme značit

a ∈M.

Naopak, negaci tohoto výroku budeme zapisovat

a 6∈M.

Množinu, která neobsahuje žádný prvek nazýváme prázdnou a znač́ıme symbolem ∅
nebo {}. Taková množina je jediná. Všem ostatńım množinám ř́ıkáme neprázdné.

Řekneme, že množina A je podmnožinou množiny B, jestliže je pravdivý výrok

∀x : x ∈ A⇒ x ∈ B,

neboli, každý prvek množiny A je také prvkem množiny B; znač́ıme A ⊂ B.
Ř́ıkáme, že množiny A a B jsou si rovny (jsou stejné), jestliže plat́ı

A ⊂ B ∧B ⊂ A;

zapisujeme A = B (jejich nerovnost: A 6= B).

1.3.2 Zp̊usoby zadáńı množin

Často potřebujeme množinu nějak zadat – určit, kterými prvky je tvořena. Nejjednodušš́ım
zp̊usobem je vypsat jej́ı prvky (ř́ıkáme, že množina je zadána výčtem). Např. množina

A = {a, b, c} = {a, c, b} = {a, a, b, c}
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je množina obsahuj́ıćı právě tři prvky a, b, c. Odtud vid́ıme, že množinu lze chápat jako jakýsi
pytel, ve kterém máme uloženy jej́ı prvky – mezi nimi nejsou žádné vztahy, zejména žádné
uspořádáńı. Pořad́ı, v jakém jsou prvky množiny zapsány, je zcela irelevantńı (v nějakém
pořad́ı je přece napsat muśıme). Často budeme pracovat s nekonečnými množinami, tedy
zadáńı výčtem zde neńı realizovatelné. V některých př́ıpadech lze napsat několik prvk̊u
množiny a nechat na čtenáři, aby sám uhádl, které daľśı prvky v ńı budou ležet. Např. je
asi jasné, že množina

B = {2, 4, 6, 8, . . .}

bude obsahovat právě všechna sudá přirozená č́ısla. Někdy ani tento zp̊usob zadáńı nestač́ı
– budeme množiny zadávat pomoćı výrokové funkce: jako množinu prvk̊u maj́ıćı společnou
určitou vlastnost. Je-li X množina a V (x) je výroková funkce s proměnnou nabývaj́ıćı prvky
z množiny X, pak definujeme množinu

{x ∈ X ; V (x)}

jako množinu všech prvk̊u z X maj́ıćı vlastnost V . Poznamenejme, že jde o podmnožinu
množiny X.

Poznámka 1.29 Uvažujme množinu A ⊂ X a výrokovou funkci V (x) s proměnnou prob́ı-
haj́ıćı množinu X. Často budeme cht́ıt ř́ıct, že prvky množiny A maj́ı vlastnost V . Př́ıslušná
formule predikátové logiky by pak vypadala takto:

∀x : x ∈ A⇒ V (x).

Mı́sto toho budeme přehledněji psát

∀x ∈ A : V (x)

(a č́ıst:
”
pro každé x z A plat́ı V (x)“). Podobně, budeme cht́ıt někdy ř́ıct, že všechny prvky

z množiny A maj́ıćı nějakou dodatečnou vlastnost W maj́ı také vlastnost V , tedy

∀x ∈ A : W (x)⇒ V (x).

Mı́sto toho budeme psát:
∀x ∈ A, W (x) : V (x)

(a č́ıst:
”
pro každé x z A splňuj́ıćı W (x) plat́ı V (x)“). Např.

∀x ∈ R, x > 0 : x3 > 0

ř́ıká, že třet́ı mocnina každého kladného reálného č́ısla je kladná. Pokud bude z kontextu
jasné o jakou množinu jde, můžeme i tu vynechat. Např. posledńı výrok bychom mohli
zapsat i takto

∀x > 0 : x3 > 0.

Podobně budeme použ́ıvat existenčńı kvantifikátor. Fakt, že existuje prvek z množiny A
maj́ıćı vlastnost V lze zapsat takto

∃x : x ∈ A ∧ V (x).

Mı́sto toho budeme přehledněji psát

∃x ∈ A : V (x)
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(a č́ıst:
”
existuje x z A takové, že plat́ı V (x)“). Budeme-li cht́ıt ř́ıct, že alespoň jeden prvek

z množiny A maj́ıćı nějakou dodatečnou vlastnost W má také vlastnost V , budeme to psát
takto

∃x ∈ A, W (x) : V (x)

(a č́ıst:
”
existuje A splňuj́ıćı W (x) takové, že plat́ı V (x)“). To oceńıme např. v definici

vlastńı limity posloupnosti (o mnoho stran dále), kde formuli

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 : |an − a| < ε

budeme č́ıst takto:
”
Pro každé ε kladné existuje n0 z N takové, že pro všechna n z N taková,

že n ≥ n0 plat́ı |an − a| < ε“.

1.3.3 Operace s množinami

Na množinách můžeme definovat r̊uzné
”
operace“: Necht’ A,B jsou množiny, které jsou

podmnožinou nějaké množiny X, pak množinu

A ∩B = {x ∈ X ; x ∈ A ∧ x ∈ B}

nazýváme pr̊unik množin A a B; množinu

A ∪B = {x ∈ X ; x ∈ A ∨ x ∈ B}

nazýváme sjednoceńım množin A a B; množinu

A \B = {x ∈ X ; x ∈ A ∧ x 6∈ B}

nazýváme rozd́ılem množin A a B; množinu

Ac = X \A = {x ∈ X ; x 6∈ A}

nazýváme doplňkem (komplementem) množiny A v X.
Jestliže A ∩B = ∅, ř́ıkáme, že množiny A a B jsou disjunktńı.
Připomeňme, že užitečnou pomůckou pro chápáńı operaćı s množinami jsou Vennovy

diagramy (opět lze odkázat na internet).

Cvičeńı 1.30 Dokažte, že pro každé tři množiny A, B a C plat́ı:

1. A ∩B = B ∩A, A ∪B = B ∪A,

2. A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C, A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C,

3. A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C), A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C),

4. (A ∩B)c = Ac ∪Bc, (A ∪B)c = Ac ∩Bc,

5. (Ac)c = A,

6. A ⊂ B ⇔ Bc ⊂ Ac,

7. A ∩A = A ∪A = A,

8. A ∩B ⊂ A ⊂ A ∪B,

9. A ⊂ B ⇒ (A ∩B = A ∧A ∪B = B),

10. (A ⊂ B ∧B ⊂ C)⇒ A ⊂ C.

Pr̊uniky a sjednoceńı lze uvažovat konečného i nekonečného počtu množin. Plat́ı pak
podobné vzorce.
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1.4 Relace

Jak jsme si již řekli, množiny představuj́ı neuspořádané soubory svých prvk̊u. Jsou-li a a b
dva r̊uzné prvky či množiny, pak

{a, b} a {b, a}

je tatáž dvouprvková množina obsahuj́ıćı právě prvky a a b. Nyńı bychom ale potřebovali

”
množinu“, jej́ıž prvky uspořádané jsou. Potřebujeme definovat tzv. uspořádanou dvojici –

ve které lze rozlǐsit
”
prvńı prvek“ a

”
druhý prvek“.

Jedna z možných definic uspořádané dvojice je následuj́ıćı.

Definice 1.31 Necht’ a, b jsou prvky či množiny (ne nutně r̊uzné). Uspořádanou dvojićı
(a, b) rozumı́me množinu

{{a}, {a, b}}.

Dá se totiž dokázat následuj́ıćı věta (dokažte!).

Věta 1.32. Pro každé dva prvky či množiny a, b, c, d plat́ı, že (a, b) = (c, d) právě tehdy,
když a = c a současně b = d.

Lze jen konstatovat, že vlastně ani nezálež́ı na tom, jak je uspořádaná dvojice definovaná.
Pro nás je kĺıčová právě jej́ı vlastnost uvedená ve Větě 1.32. To je mimochodem častý jev
v matematice – neńı ani tak d̊uležité, co daný objekt je, ale jak se s ńım pracuje.

Př́ıklad 1.33 Asi nejznáměǰśı uspořádanou dvojićı je souřadnice bodu v rovině, se kterou
se můžeme setkat v analytické geometrii. V tom př́ıpadě jde o uspořádanou dvojici reálných
č́ısel. ©

Poznámka 1.34 V kapitole věnované reálným č́ısl̊um budeme mluvit o tzv. algebraických
strukturách formálně definovaných jako

”
uspo-̌rádané dvojice/trojice/čtveřice/. . .“. Tyto

”
uspořádané n-tice“ zde již definovat nebudeme. Spokojme se s tvrzeńım, že uspořádané

trojice budou opět charakterizovány tou vlastnost́ı, že dvě uspořádané trojice jsou si rovny
právě tehdy, když maj́ı stejný prvńı prvek, druhý prvek a třet́ı prvek.

Vybaveni pojmem uspořádané dvojice se můžeme pustit do definováńı celé řady daľśıch
pojmů.
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Definice 1.35 Necht’ A a B jsou neprázdné množiny.

• Množinu všech uspořádaných dvojic (a, b), kde a ∈ A a b ∈ B nazýváme kartézský
součin množin A a B; znač́ıme A×B.

• Každou podmnožinu kartézského součinu A×B nazýváme relaćı mezi množinami A
a B.

• Je-li R relace mezi A a B a a ∈ A, b ∈ B, pak mı́sto
”
(a, b) ∈ R“ ṕı̌seme

aRb

a ř́ıkáme, že prvek a je v relaci R s prvkem b.

• Kartézký součin A× A nazýváme druhou kartézskou mocninou množiny A a zapisu-
jeme A2.

• Relaci R ⊂ A2 nazýváme (binárńı) relaćı na množině A.

Př́ıklad 1.36 Necht’

A = {1, 2, 3}, B = {a, b}.

Pak

A×B = {(1, a), (1, b), (2, a), (2, b), (3, a), (3, b)},

A2 = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 3)}.

Definujme relaci R ⊂ A×B takto

R = {(1, a), (2, a), (3, b)},

a relaci ≤ ⊂ A2 (ano, neńı to překlep, skutečně množinu znač́ıme t́ımto znakem – za chv́ıli
uvid́ıme proč) takto

≤ = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 2), (2, 3), (3, 3)}.

Pak plat́ı např. 1Ra, 3Rb, 1 ≤ 1, 2 ≤ 3, apod. ©

1.5 Uspořádaná množina

Jak již bylo několikrát zd̊urazněno, prvky v množině žádné uspořádáńı nemaj́ı. Pokud
chceme mezi těmito prvky nějaké uspořádáńı zavést, provedeme to pomoćı jisté speciálńı
binárńı relace na této množině.
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Definice 1.37 Necht’ A je neprázdná množina. Řekneme, že binárńı relace ≤ na A je
uspořádáńı na A, jestliže plat́ı

(i) ∀x ∈ A : x ≤ x (reflexivita),

(ii) ∀x, y ∈ A : (x ≤ y ∧ y ≤ x)⇒ x = y (antisymetrie),

(iii) ∀x, y, z ∈ A : (x ≤ y ∧ y ≤ z)⇒ x ≤ z (tranzitivita).

Uspořádanou dvojici (A,≤) pak nazýváme uspořádanou množinou. Je-li nav́ıc uspořádáńı
úplné, tzn. plat́ı

(iv) ∀x, y ∈ A : x ≤ y ∨ y ≤ x (úplnost),

pak ř́ıkáme, že uspořádaná množina (A,≤) je úplně uspořádaná množina.

Poznámka 1.38 V Definici 1.37 jsme definovali uspořádanou množinu jako
”
uspořádanou

dvojici“, kde prvńım prvkem byla množina a druhým prvkem je relace uspořádáńı na této
množině. To je typický matematický formalizmus, pomoćı kterého se má dát najevo, že
jsme prvky množiny A

”
uspořádali“ pomoćı relace ≤. Totiž, na dané množině můžeme

uvažovat v́ıc než jedno uspořádáńı. Proto je potřeba jasně ř́ıct, které uspořádáńı máme na
mysli. Často budeme v souvislosti s danou množinou pracovat s jediným uspořádáńım – pak
netřeba zd̊urazňovat toto uspořádáńı. V souvislosti s množinou všech reálných č́ısel budeme
vždy uvažovat jediné uspořádáńı – právě to, které známe již ze základńı školy.

Př́ıklad 1.39 Relace ≤ na množině A z Př́ıkladu 1.36 je úplné uspořádáńı. ©

Na uspořádané množině definujeme daľśı pomocné relace:

Definice 1.40 Necht’ (A,≤) je uspořádaná množina. Pak na A definujeme relace <, ≥ a >,
a to takto: ∀x, y ∈ A :

• x < y ⇔ x ≤ y ∧ x 6= y,

• x ≥ y ⇔ y ≤ x,

• x > y ⇔ x ≥ y ∧ x 6= y.

Poznámka 1.41 Poznamenejme, že relace ≥ je také relaćı uspořádáńı na A (ověřte!). Na-
proti tomu relace < a > nejsou relacemi uspořádáńı (maj́ı pouze vlastnost tranzitivity)
– jsou to ale takzvané relace ostrého uspořádáńı (které v těchto skriptech definovat ne-
potřebujeme).

Definice 1.42 Necht’ (A,≤) je uspořádaná množina, B ⊂ A. Prvek y ∈ B nazveme
nejvěťśım prvkem množiny B, jestliže

∀x ∈ B : x ≤ y.

Podobně, prvek y ∈ B nazveme nejmenš́ım prvkem množiny B, jestliže

∀x ∈ B : x ≥ y.
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Definice 1.43 Necht’ (A,≤) je uspořádaná množina, B ⊂ A. Prvek y ∈ A nazveme horńı
závorou množiny B, jestliže

∀x ∈ B : x ≤ y.

Podobně, prvek y ∈ A nazveme dolńı závorou množiny B, jestliže

∀x ∈ B : x ≥ y.

Poznámka 1.44 Při rychlém srovnáńı pojmů nejmenš́ıho prvku množiny a dolńı závory
(a podobně největš́ıho prvku a horńı závory) se mohou zdát tyto pojmy stejné. Stejné
nejsou. Lǐśı se pouze v jediném ale podstatném detailu. Zat́ımco nejmenš́ı prvek množiny
B je vždy jej́ım prvkem, dolńı závora této množiny do ńı obecně nemuśı patřit. Z definice
plyne, že nejmenš́ı prvek množiny je současně jej́ı dolńı závorou a podobně největš́ı prvek
je jej́ı horńı závorou (opačná implikace neplat́ı).

Definice 1.45 Necht’ (A,≤) je uspořádaná množina. Množinu B ⊂ A nazýváme
ohraničenou shora (resp. zdola), existuje-li jej́ı horńı (resp. dolńı) závora. Množinu B ⊂ A
nazveme ohraničenou, je-li ohraničená zdola i shora. Přitom mı́sto slova

”
ohraničená“ lze

ř́ıkat
”
omezená“

Definice 1.46 Necht’ (A,≤) je uspořádaná množina, B ⊂ A. Existuje-li nejmenš́ı horńı
závora množiny B (přesně: nejmenš́ı prvek množiny všech horńıch závor množiny B),
nazýváme ji supremem množiny B a znač́ıme supB. Podobně, existuje-li největš́ı dolńı
závora množiny B, nazýváme ji infimem množiny B a znač́ıme inf B.

Vı́ce se budeme bavit o dolńıch a horńıch závorách, infimech a supremech množin až
v souvislosti s množinou reálných č́ısel, tj. v kapitole 2. Tam si také tyto pojmy budeme
ilustrovat na př́ıkladech.

Poznámka 1.47 Na závěr zmiňme jeden užitečný pojem týkaj́ıćı se uspořádáńı. Úplně
uspořádanou množinu (A,≤) nazveme dobře uspořádanou, jestliže každá jej́ı neprázdná
podmnožina má nejmenš́ı prvek. Př́ıkladem dobře uspořádané množiny je množina přiro-
zených č́ısel (společně se známým uspořádáńım ze základńı školy). Snadno se dá dokázat,
že každá shora ohraničená podmnožina dobře uspořádané množiny má supremum (stač́ı
uvažovat množinu všech horńıch závor takové množiny – v dobře uspořádané množině pak
tato množina má vždy nejmenš́ı prvek).

1.6 Zobrazeńı

Nyńı se dostáváme k daľśı ze stěžejńıch definic. Pojem zobrazeńı je společným základem
pojmů posloupnosti a reálné funkce reálné proměnné, které budou předmětem převážné
části tohoto skripta.
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Definice 1.48 Necht’ A, B, C jsou neprázdné množiny, C ⊂ A. Zobrazeńım f z množiny A
do množiny B rozumı́me pravidlo, které každému x ∈ C přǐrad́ı právě jedno y ∈ B; ṕı̌seme
f : A→ B.

• Množině C ř́ıkáme definičńı obor zobrazeńı f a dále budeme značit výhradně jako
D(f).

• Prvku y ∈ B, který je pravidlem f přǐrazen prvku x ∈ D(f) ř́ıkáme funkčńı hodnota
zobrazeńı f v bodě x (nebo obraz prvku x v zobrazeńı f) a znač́ıme f(x). Naopak prvku
x ř́ıkáme vzor prvku y v zobrazeńı f .

• Množině

H(f) = {f(x) ; x ∈ D(f)} = {y ∈ B ; ∃x ∈ D(f) : y = f(x)}

ř́ıkáme obor hodnot zobrazeńı f .

• Pro každou neprázdnou množinu M ⊂ D(f) definujeme množinu

f(M) = {f(x) ; x ∈M} = {y ∈ B ; ∃x ∈M : y = f(x)}

a nazýváme ji obrazem množiny M v zobrazeńı f .

• Chceme-li zd̊uraznit fakt, že D(f) = A a H(f) 6= B, ř́ıkáme, že f je zobrazeńı množiny
A do množiny B.

• Chceme-li zd̊uraznit fakt, že D(f) 6= A a H(f) = B, ř́ıkáme, že f je zobrazeńı
z množiny A na množinu B.

• Chceme-li zd̊uraznit fakt, že D(f) = A a H(f) = B, ř́ıkáme, že f je zobrazeńı množiny
A na množinu B.

Př́ıklad 1.49 Uvažujme dvě množiny A = {a, b, c, d}, B = {1, 2, 3, 4}. Definujme zobrazeńı
f : A→ B takové, že

f(a) = 1, f(b) = 4, f(d) = 3.

Zřejmě pak

D(f) = {a, b, d}, H(f) = {1, 4, 3}.

Prvek a je vzorem prvku 1 v zobrazeńı f , b je vzorem 4 v zobrazeńı f , d je vzorem 3
v zobrazeńı f ; a naopak prvek 1 je obrazem prvku a v zobrazeńı f , 4 je obrazem b v zobrazeńı
f , 3 je obrazem d v zobrazeńı f . Označ́ıme-li M = {a, b}, pak f(M) = {1, 4}. ©

Poznámka 1.50 Pojem zobrazeńı si lze představovat jako jakousi černou skř́ıňku, do které
něco vlož́ıme (prvek z jej́ıho definičńıho oboru) a ono z ńı na oplátku něco vypadne (př́ıslušná
funkčńı hodnota) – viz Obrázek 1.1. Pro snazš́ı pochopeńı daľśıch pojmů bývá také užitečný
diagram zobrazeńı. Např. zobrazeńı f z Př́ıkladu 1.49 lze přehledně zobrazit načrtnut́ım
množin A, B, přitom prvky těchto množin jsou spojeny šipkami vyjadřuj́ıćımi vzory a obrazy
zobrazeńı, viz Obrázek 1.2. Vzhledem k definici zobrazeńı nem̊uže z nějakého prvku množiny
A vycházet v́ıce jak jedna šipka! Nešlo by pak o zobrazeńı.
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x f f(x)

Obrázek 1.1: Představa zobrazeńı jakožto černé skř́ıňky.

A B

a 1

b

4d

3c

2

f

Obrázek 1.2: Diagram zobrazeńı f z Př́ıkladu 1.49.

Definice 1.51 Necht’ f : A→ B. Grafem zobrazeńı f rozumı́me množinu

graf f = {(x, f(x)) ; x ∈ D(f)}.

Poznámka 1.52 Zřejmě

graf f ⊂ D(f)×H(f) ⊂ A×B,

tzn. graf funkce f je relace mezi množinami A a B. Je d̊uležité zmı́nit, že v moderněǰśım po-
jet́ı je zobrazeńı definováno právě jako tato relace (nicméně významově je pojem zobrazeńı
bližš́ı právě tomu

”
přǐrazováńı něčeho něčemu“). Grafem zobrazeńı se v tom př́ıpadě pak ro-

zumı́ jen
”
grafické znázorněńı“ relace, tzn. dvě na sebe kolmé osy reprezentuj́ıćı množinu A

a množinu B a množinu bod̊u jejichž souřadnice patř́ı do relace – tedy tak, jak graf zobrazeńı
budeme kreslit. Zobrazeńı je svým grafem jednoznačně určeno, tzn. známe-li graf, známe
zobrazeńı a naopak. Neńı tedy podstatné, kterou z definic zobrazeńı budeme použ́ıvat.

Př́ıklad 1.53 Graf zobrazeńı f z Př́ıkladu 1.49 je načrtnut na Obrázku 1.3. Punt́ıky v tomto
obrázku pak odpov́ıdaj́ı šipkám v diagramu zobrazeńı (Obrázek 1.2). ©

Poznámka 1.54 (o rovnosti zobrazeńı) Je možné definovat vztah rovnosti mezi zobra-
zeńımi mezi dvěma množinami. Dvě zobrazeńı f, g : A → B jsou si rovna právě tehdy,
když

• D(f) = D(g),

• ∀x ∈ D(f) : f(x) = g(x).

Z jednoznačného vztahu mezi zobrazeńım a jeho grafem také plyne, že dvě zobrazeńı jsou
stejná právě tehdy, když jsou stejné jejich grafy.

Následuj́ıćı pojmy složeného zobrazeńı, prostého,
”
zobrazeńı na“ a inverzńıho zobrazeńı

budou potřeba zejména v kapitole o reálných funkćıch.
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A

B
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b

2

c

3

d

4

Obrázek 1.3: Graf zobrazeńı f z Př́ıkladu 1.49.

Definice 1.55 Necht’ A, B, C jsou neprázdné množiny, f : A → B, g : B → C a plat́ı, že
množina

M = {x ∈ D(f) ; f(x) ∈ D(g)}

je neprázdná. Pak zobrazeńı z A do C, přǐrazuj́ıćı každému x ∈ M ⊂ A prvek g(f(x))
nazýváme složeńım zobrazeńı f a g a znač́ıme ho g ◦ f . Přitom f ř́ıkáme vnitřńı složka a g
vněǰśı složka složeného zobrazeńı.

Poznámka 1.56 Funkčńı hodnota prvku x ∈M složeného zobrazeńı g ◦ f se vypoč́ıtá tak,
že se vypoč́ıtá nejprve f(x), která se následně dosad́ı do funkce g.

Definice 1.57 Necht’ f : A→ B. Řekneme, že zobrazeńı f je

(a) injektivńı (prosté), jestliže

∀x, y ∈ D(f) : f(x) = f(y) ⇒ x = y,

(b) surjektivńı (na), jestliže

∀y ∈ B ∃x ∈ D(f) : y = f(x),

(c) bijektivńı (vzájemně jednoznačné), jestliže D(f) = A a f je injektivńı a surjektivńı.

Poznámka 1.58 Pojmy z Definice 1.57 lze velmi dobře charakterizovat pomoćı diagramu
zobrazeńı, a to takto

• injektivńı zobrazeńı: žádné dvě šipky neukazuj́ı na tentýž prvek množiny B,

• surjektivńı zobrazeńı: na každý prvek z množiny B ukazuje alespoň jedna šipka,

• bijektivńı zobrazeńı: plat́ı obě předchoźı pravidla a nav́ıc z každého prvku z množiny
A ukazuje šipka na nějaký prvek z množiny B.
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Př́ıklad 1.59 Uvažujme dvě množiny A = {a, b, c, d}, B = {1, 2, 3, 4}. Definujme zobrazeńı
g : A→ B tak, že

g(a) = 1, g(b) = 4, g(c) = 2, g(d) = 3.

Očividně se jedná o bijektivńı zobrazeńı množiny A na množinu B. Je také vidět, že obě
množiny A a B maj́ı stejný počet prvk̊u. Neńı to náhoda. Bijektivńıch zobrazeńı se dokonce
použ́ıvá k porovnáváńı

”
velikosti“ nekonečných množin. ©

Velkou d̊uležitost maj́ı pro nás prostá zobrazeńı. Diagram prostého zobrazeńı vypadá
tak, že žádné dvě r̊uzné šipky ukazuj́ıćı z množiny A směrem do množiny B neukazuj́ı na
stejný prvek. Nab́ıźı se tak možnost, otočit směr těchto šipek. Tyto opačné šipky každému
obrazu p̊uvodńıho zobrazeńı jednoznačně přǐrazuj́ı jeho vzor. O tomto novém zobrazeńı
ř́ıkáme, že je inverzńı k p̊uvodńımu zobrazeńı.

Definice 1.60 Necht’ f : A → B je prosté zobrazeńı. Pak inverzńım zobrazeńım k f
nazýváme zobrazeńı f−1 : B → A takové, které každému y ∈ H(f) přǐrazuje x ∈ D(f)
splňuj́ıćı f(x) = y.

Poznámka 1.61 Uvažujme prosté zobrazeńı f : A→ B.

(i) Inverzńı zobrazeńı lze definovat pouze k prostému zobrazeńı. V opačném př́ıpadě by
totiž k některým y ∈ H(f) nebyla jednoznačně přǐrazena jeho hodnota.

(ii) Z definice př́ımo vyplývá, že D(f−1) = H(f) a H(f−1) = D(f).

(iii) Z definice plyne, že

∀x ∈ D(f) : f−1(f(x)) = x a ∀y ∈ H(f) : f(f−1(y)) = y.

V souvislosti se zobrazeńım zmiňme pojem restrikce zobrazeńı.

Definice 1.62 Necht’ f : A → B, M ⊂ D(f). Zobrazeńı g : A → B maj́ıćı definičńı obor
roven M a definované předpisem

∀x ∈M : g(x) = f(x),

nazveme zúžeńım (restrikćı) zobrazeńı f na množinu M , znač́ıme ji f |M .

Př́ıklad 1.63 Uvažujme množiny A = {a, b, c, d}, B = {1, 2, 3, 4} a zobrazeńı f : A → B
definované takto:

f(a) = 1, f(b) = 3, f(c) = 3, f(d) = 4.

Položme M = {a, b, d}. Pak funkce f |M : A→ B je definovaná takto:

f |M (a) = 1, f |M (b) = 3, f |M (d) = 4.

Všimněme si, že ačkoliv f prostá nebyla, jej́ı restrikce f |M již prostá je. Restrikci zobrazeńı
použijeme při definováńı funkce arcsin (protože sin neńı prostá, ale jej́ı restrikce na vhodnou
množinu již je). ©
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V kapitole o reálných č́ıslech se budeme bavit o aritmetických operaćıch sč́ıtáńı a násobeńı,
o kterých v́ıme již od základńı školy. Nyńı je ovšem budeme schopni pořádně zadefinovat.
K tomu nám poslouž́ı pojem binárńı operace, což je jen speciálńı př́ıpad zobrazeńı.

Definice 1.64 Necht’ A je neprázdná množina. Pak zobrazeńı ∗ množiny A2 do množiny
A nazýváme binárńı operaćı na množině A. Funkčńı hodnoty pak bývá zvykem psát mı́sto
∗((a, b)) jako a ∗ b, kde a, b ∈ A.

Poznámka 1.65 Binárńı operace je tedy zobrazeńı přǐrazuj́ıćı každé uspořádané dvojici
prvk̊u z množiny A prvek této množiny. Uvažujeme-li množinu přirozených č́ısel N, pak
operace sč́ıtáńı + je definováno jako zobrazeńı přǐrazuj́ıćı každé dvojici přirozených č́ısel
jedno přesně definované přirozené č́ıslo, např. +((1, 2)) = 3, +((5, 7)) = 12, atp. Mı́sto
méně přehledného +((1, 2)) = 3 budeme raději psát 1 + 2 = 3.

1.7 Důkaz matematikou indukćı

Nyńı si představ́ıme velmi jednoduchý a efektivńı nástroj k dokazováńı vět ve tvaru

∀n ∈ N : V (n),

kde V (n) je výroková funkce s proměnnou n prob́ıhaj́ıćı všechna přirozená č́ısla. Třeba lze
t́ımto zp̊usobem dokázat větu

∀n ∈ N : 1 + 2 + 3 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2
.

Kdybychom neměli k dispozici princip matematické indukce, museli bychom dokazovat
takový výrok př́ımo, což nemuśı být nijak jednoduchá záležitost. V rukávu bychom museli
mı́t často r̊uzné chytré triky. Důkaz matematickou indukćı nás toho ušetř́ı. Tento princip je
založen na následuj́ıćı větě.

Věta 1.66 (princip matematické indukce). Necht’ V (n) je výroková funkce, n ∈ N. Jestlǐze

• plat́ı V (1) a

• pro každé n ∈ N plat́ı implikace V (n)⇒ V (n+ 1),

pak je výrok
∀n ∈ N : V (n)

pravdivý.

Pro větš́ı přehlednost je d̊ukaz této d̊uležité věty uveden zde, nicméně potřebný pojem
induktivńı množiny bude zaveden až v souvislosti s definićı množiny reálných č́ısel a jej́ıch
podmnožin (viz Definici 2.14).

D̊ukaz. Definujme množinu

M = {n ∈ N ; V (n)}.

Zřejmě M ⊂ N. Podle předpoklad̊u věty pak
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• 1 ∈M a

• pro každé n ∈ N plat́ı implikace n ∈M ⇒ n+ 1 ∈M .

Množina M je tedy induktivńı. Protože množina všech přirozených č́ısel je pr̊unik všech
induktivńıch množin, plat́ı N ⊂ M . T́ım je dokázáno, že M = N, tzn. pro každé n ∈ N je
výrok V (n) pravdivý. Podle pravidla generalizace obecného výroku plyne také pravdivost
výroku ∀n ∈ N : V (n). 2

Důkaz matematickou indukćı se skládá ze dvou část́ı:

• Krok 1 : Dokážeme platnost výroku V (1). To bývá většinou velmi snadné – často jde
jen o dosazeńı do nějaké rovnosti či nerovnosti a porovnáńı hodnot na obou stranách.

• Krok 2 (tzv. indukčńı): Máme dokázat pravdivost obecného výroku

∀n ∈ N : V (n)⇒ V (n+ 1).

Na prvńı pohled jde o složitěǰśı výrok než ten, který máme vlastně dokazovat – ale
zdáńı klame. Indukčńı krok tedy začneme větou

”
Necht’ n ∈ N je libovolné“. Po zbytek

d̊ukazu symbol n budeme považovat za pevně zvolené přirozené č́ıslo (viz (I)(a) v sekci
Matematické d̊ukazy a jejich struktura). Zbývá dokázat výrok V (n) ⇒ V (n + 1).
Důkaz pravdivosti této implikace opět provedeme pomoćı (III) z právě zmı́něné sekce
Matematické d̊ukazy a jejich struktura. Předpokládáme, že plat́ı výrok V (n) (ř́ıká se
mu indukčńı předpoklad) a snaž́ıme se dokázat pravdivost výroku V (n+ 1). A toto je
právě výhoda, kterou má d̊ukaz matematickou indukćı proti př́ımému d̊ukazu. Mı́sto
nějakého triku nebo chytrého pozorováńı stač́ı vyj́ıt z pravdivosti V (n) a snažit se
dokázat pravdivost V (n+ 1).

Př́ıklad 1.67 Dokažte pravdivost výroku

∀n ∈ N : 1 + 2 + 3 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2
.

Řešeńı. Výrok je zřejmě ve požadovaném tvaru, stač́ı vźıt za výrokovou funkci V (n) rovnost

1 + 2 + 3 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2
,

kde n prob́ıhá množinu přirozených č́ısel. Prvńı krok je jednoduchý, protože V (1) je rovnost

1 =
1(1 + 1)

2
,

která, jak se snadno přesvědč́ıme, opravdu plat́ı. Proved’me nyńı indukčńı krok. Zvolme
n ∈ N libovolně ale pevně. Předpokládejme, že plat́ı V (n), tzn. plat́ı rovnost

1 + 2 + 3 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2
.

Dokažme V (n+ 1), tzn. rovnost

1 + 2 + 3 + . . .+ n+ (n+ 1) =
(n+ 1)(n+ 2)

2
.
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Ujasnili jsme si tedy předpoklady a ćıle, můžeme se pustit do d̊ukazu implikace. Plat́ı

1 + 2 + 3 + . . .+ n+ (n+ 1) =
n(n+ 1)

2
+ (n+ 1) = (n+ 1)

(n
2

+ 1
)

=
(n+ 1)(n+ 2)

2
,

kde prvńı rovnost plyne z indukčńıho předpokladu, v druhé rovnosti jsme vytkli člen n+ 1
a v posledńı rovnosti šlo pouze o estetickou úpravu do požadovaného tvaru. T́ım je tedy
dokázána implikace. Protože n ∈ N bylo libovolné, plat́ı výrok ∀n ∈ N : V (n)⇒ V (n+ 1).
Podle principu matematické indukce jsme dokázali výrok ∀n ∈ N : V (n). ©

Cvičeńı 1.68 Dokažte matematickou indukćı pravdivost výroku:

∀n ∈ N : 12 + 22 + 32 + . . .+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

Cvičeńı 1.69 Dokažte matematickou indukćı, že pro každá dvě reálná č́ısla a a b plat́ı

∀n ∈ N : an+1 − bn+1 = (a− b)(an + an−1b+ an−2b2 + · · ·+ abn−1 + bn).

Př́ıklad 1.70 Dokažte
∀n ∈ N : (2n)! < 22n(n!)2.

Řešeńı. Necht’ n = 1. Pak jistě plat́ı

(2 · 1)! = 2 < 4 = 22·1(1!)2.

Nyńı přejdeme k indukčńımu kroku. Zvolme n ∈ N libovolně. Předpokládáme pravdivost
nerovnosti

(2n)! < 22n(n!)2

a máme dokázat, že plat́ı

(2(n+ 1))! < 22(n+1)((n+ 1)!)2. (1.1)

Plat́ı tedy

(2(n+ 1))! = (2n+ 2)! = (2n+ 2)(2n+ 1)(2n)! < (2n+ 2)(2n+ 1)22n(n!)2,

kde jsme v nerovnosti použili indukčńı předpoklad. Oproti př́ıkladu na d̊ukaz rovnosti zde
nyńı provedeme následuj́ıćı úvahu. Kdyby se nám podařilo dokázat, že plat́ı nerovnost

(2n+ 2)(2n+ 1)22n(n!)2 < 22(n+1)((n+ 1)!)2, (1.2)

pak by d́ıky tranzitivitě nerovnosti (tj. a < b a b < c implikuje a < c) platilo také (1.1),
a t́ım by byl indukčńı krok hotov. Dokažme tedy pravdivost (1.2) (připomeňme, že n je
stále pevně zvolené přirozené č́ıslo), a to pomoćı ekvivalentńıch úprav. Po vykráceńı této
rovnosti kladnými č́ısly 22n a (n!)2 dostáváme nerovnost

(2n+ 2)(2n+ 1) < 4(n+ 1)2,

která je ekvivalentńı s nerovnost́ı

4n2 + 6n+ 2 < 4n2 + 8n+ 4.

Posledńı nerovnost je ekvivalentńı s nerovnost́ı 0 < 2n+2, která zřejmě plat́ı (nezapomeňme,
že n ∈ N). ©

Některé (ne)rovnosti neplat́ı pro všechna n ∈ N ale až od jistého přirozeného č́ısla. S t́ım
ale neńı žádný problém. Plat́ı následuj́ıćı věta.
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Věta 1.71 (princip matematické indukce II.). Necht’ n0 ∈ N, V (n) je výroková funkce, kde
n ∈ N, n ≥ n0. Jestlǐze

• plat́ı V (n0) a

• pro každé n ∈ N, n ≥ n0 plat́ı implikace V (n)⇒ V (n+ 1),

pak je výrok ∀n ∈ N, n ≥ n0 : V (n) pravdivý.

Př́ıklad 1.72 Dokažte

∀n ∈ N, n ≥ 2 : 2! · 4! · · · (2n)! > [(n+ 1)!]n.

Řešeńı. Ověřme, že pro n = 2 je nerovnost splněna. Vskutku plat́ı

2! · 4! = 48 > 36 = 62 = [(2 + 1)!]2.

Přejděme k indukčńımu kroku. Necht’ n ∈ N, n ≥ 2 je libovolný. Za indukčńıho předpokladu

2! · 4! · · · (2n)! > [(n+ 1)!]n

dokažme
2! · 4! · · · (2n)!(2(n+ 1))! > [(n+ 1 + 1)!]n+1.

Podle předpokladu plat́ı

2! · 4! · · · (2n)!(2(n+ 1))! > [(n+ 1)!]n(2(n+ 1))!.

Kdyby se nám podařilo dokázat také nerovnost

[(n+ 1)!]n(2(n+ 1))! > [(n+ 1 + 1)!]n+1,

d̊ukaz by vzhledem k tranzitivitě nerovnosti byl hotov. Dokažme tuto nerovnost. Po ekvi-
valentńıch úpravách se dostáváme k nerovnosti

(2n+ 2)! > (n+ 2)n+1(n+ 1)!.

Po poděleńı obou stran této nerovnosti výrazem (n+ 1)! dostáváme nerovnost

(2n+ 2)(2n+ 1)(2n) · · · (n+ 2) > (n+ 2)n+1

a konečně po poděleńı výrazem na pravé straně přicháźıme k nerovnosti

2n+ 2

n+ 2

2n+ 1

n+ 2

2n

n+ 2
· · · n+ 3

n+ 2
> 1.

Plat́ı posledńı nerovnost? Plat́ı. Na levé straně máme součin č́ısel větš́ıch než 1. ©

Nyńı už stač́ı poč́ıtat př́ıklady, např. ty ze sb́ırek [5, 9].



Kapitola 2

Reálná č́ısla

Pojem reálného č́ısla je pro matematickou analýzu zásadńı – budeme s reálnými č́ısly pra-
covat téměř pořád. S reálnými č́ısly se setkáváme už od základńı školy a pracujeme s nimi
v́ıce či méně intuitivně. Úkolem hodin matematiky na středńı škole bývá zejména osvojeńı
základńıch dovednost́ı manipulace s reálnými č́ısly – tzv. úpravy algebraických výraz̊u. To
je často prováděno bez vysvětleńı. Existuje spousta vzorečk̊u, které si středoškolák muśı
zapamatovat.

V souvislosti s reálnými č́ısly se nab́ızej́ı tyto otázky:

• Co jsou reálná č́ısla?

• Potřebujeme v̊ubec reálná č́ısla? Obejdeme se bez nich?

• Jak si reálná č́ısla představovat?

• Jak jsou reálná č́ısla definována?

• Odkud se berou všechny ty vzorečky, co se uč́ı na středńı škole?

Postupně si zde, alespoň částečně, odpovězme na položené otázky.

Reálná č́ısla jsou matematické objekty, které se použ́ıvaj́ı pro vyjadřováńı množstv́ı,
délek, obsah̊u, objemů atd. Jejich ned́ılnou součást́ı jsou ale také nad nimi definované ope-
race jako např. sč́ıtáńı, násobeńı, apod.

Jak za chv́ıli uvid́ıme, definovat reálná č́ısla dá docela práci. Proto se může vt́ırat otázka,
zda to v̊ubec stoj́ı za to. Nestač́ı jen přirozená č́ısla, pomoćı kterých můžeme vyjadřovat
množstv́ı vzájemně rozlǐsitelných objekt̊u? Ne, je potřeba pracovat i s necelými částmi celk̊u,
která je možno popsat racionálńımi č́ısly (např. jak spravedlivě rozdělit dvě jablka mezi tři
osoby). Nestač́ı tedy jen racionálńı č́ısla? Také ne, i když v minulosti panovalo přesvědčeńı,
že ano. Racionálńı č́ısla nám opravdu nestač́ı, stač́ı zmı́nit geometrii, kde chceme umět měřit
délky úseček. Chceme-li určit délku úhlopř́ıčky čtverce o délce strany 1, docháźıme pomoćı
Pythagorovy věty k závěru, že je to č́ıslo, jehož druhá mocnina je č́ıslo 2. Dá se ovšem rela-
tivně jednoduše ukázat, že takové č́ıslo neńı racionálńı. Proto je potřeba kromě racionálńıch
č́ısel uvažovat tzv. č́ısla iracionálńı. T́ımto rozš́ı̌reńım dostáváme množinu reálných č́ısel.

Množinu všech reálných č́ısel si lze poměrně snadno představit, a to jako př́ımku. Tedy
jej́ı body reprezentuj́ı jednotlivá reálná č́ısla. Této př́ımce se také ř́ıká reálná osa – o tom
v́ıce ve stejnojmenné sekci. Jak se vyv́ıjela představa o reálných č́ıslech se lze třeba dozvědět
v zaj́ımavém článku [12].

43
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A jak reálná č́ısla definujeme? Existuje několik př́ıstup̊u. My zvoĺıme axiomatický př́ıstup.
Množinu všech reálných č́ısel budeme definovat jako jistou algebraickou strukturu, konkrétně
jako množinu (nijak na začátku specifikovanou) o alespoň dvou prvćıch, vybavenou dvěma
binárńımi operacemi (sč́ıtáńı a násobeńı), jednou relaćı uspořádáńı takovou, že tyto operace
a relace maj́ı jisté vlastnosti a jsou v nějakém vztahu – ty budou určené jistými výroky tzv.
axiomy. Těchto axiomů bude celkem 16.

Nyńı můžeme odpovědět i na posledńı otázku. Všechny vzorečky týkaj́ıćı se reálných
č́ısel se daj́ı odvodit právě z těchto 16 axiomů! A co v́ıc, toto odvozeńı dokonce bude v našich
silách.

2.1 Definice a základńı vlastnosti

Než se dostaneme k samotným reálným č́ısl̊um, představme si některé algebraické pojmy,
bez kterých se neobejdeme. Začněme s definićı komutativńıho tělesa neboli pole.

Definice 2.1 Necht’ T je množina obsahuj́ıćı alespoň dva r̊uzné prvky, označme je 0 a 1, +
a · jsou dvě binárńı operace na T. Uspořádanou pětici (T,+, ·, 0, 1) nazýváme polem, plat́ı-li:

Axiom 1: ∀a, b ∈ T : a+ b = b+ a (komutativita sč́ıtáńı),

Axiom 2: ∀a, b, c ∈ T : (a+ b) + c = a+ (b+ c) (asociativita sč́ıtáńı),

Axiom 3: ∀a ∈ T : a+ 0 = a (0 je
”
nulový prvek“),

Axiom 4: ∀a ∈ T ∃b ∈ T : a+ b = 0 (ke každému prvku existuje
”
opačný prvek“),

Axiom 5: ∀a, b ∈ T : a · b = b · a (komutativita násobeńı),

Axiom 6: ∀a, b, c ∈ T : (a · b) · c = a · (b · c) (asociativita násobeńı),

Axiom 7: ∀a ∈ T : a · 1 = a (1 je
”
jednotkový prvek“),

Axiom 8: ∀a ∈ T, a 6= 0 ∃b ∈ T : a · b = 1
(ke každému nenulovému prvku existuje

”
inverzńı prvek“),

Axiom 9: ∀a, b, c ∈ T : a · (b+ c) = a · b+ a · c
(distributivita – dává do souvislosti operace sč́ıtáńı a násobeńı).

Prvku 0 ř́ıkáme nula, prvku 1 ř́ıkáme jedna, operaci + ř́ıkáme sč́ıtáńı a operaci · ř́ıkáme
násobeńı. Pro každé a, b ∈ T nazýváme prvky a+b a a ·b po řadě součtem a součinem prvk̊u
a a b.

Ještě dodejme, že často mı́sto (T,+, ·, 0, 1) budeme psát jen T – je to kratš́ı. Tuto zkratku
budeme použ́ıvat i pro daľśı algebraické struktury.

Poznámka 2.2

• Dále budeme použ́ıvat stejné priority prováděńı operaćı, jak jsme zvykĺı ze středńı
školy. To nám zjednoduš́ı zápis výraz̊u, ve kterých bychom v opačném př́ıpadě museli
psát spoustu závorek – bylo by to značně nepřehledné. Násobeńı a děleńı má přednost
před sč́ıtáńım a odč́ıtáńım. Tedy např. v axiomu 9 se vyskytuje výraz a ·b+a ·c, který
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chápeme takto
(a · b) + (a · c),

tzn. nejprve provedeme naznačené operace násobeńı a jejich výsledky sečteme.

• Bývá zvykem, že se symbol tečky pro násobeńı vynechává, tzn. mı́sto a · b se ṕı̌se
pouze ab. Druhý zp̊usob je zřejmě úsporněǰśı, pomoćı prvńıho zp̊usobu zase můžeme
zd̊uraznit, že jde o násobeńı. Budeme použ́ıvat oba zp̊usoby zápisu – jak se to bude
hodit.

Př́ıklad 2.3 Dokažte, že v poli (T,+, ·, 0, 1) plat́ı následuj́ıćı

1. ∀a, c ∈ T : a+ c = a⇒ c = 0,

2. ∀a, c ∈ T, a 6= 0 : ac = a⇒ c = 1.

Řešeńı. ad 1: Zvolme a, c ∈ T taková, že plat́ı a + c = a. Podle axiomu 4 (a použit́ım
pravidla specializace obecného i existenčńıho výroku – viz Kapitolu 1, které se bere samo
sebou, takže to již znovu zmiňovat nebudeme) existuje b ∈ T takové, že a+ b = 0. Pak plat́ı

c = c+ 0 = c+ (a+ b) = (c+ a) + b = (a+ c) + b = a+ b = 0,

kde jsme postupně využili axiomu 3, rovnosti a+ b = 0, axiomu 2, axiomu 1, předpokladu
a+ c = a a konečně znovu rovnosti a+ b = 0.
ad 2: Provedeme podobně – tak, že použijeme analogické axiomy týkaj́ıćı se násobeńı. ©

Poznámka 2.4 Dokazované výroky z Př́ıkladu 2.3 dohromady s axiomy 3 a 7 ř́ıkaj́ı, že 0,
resp. 1, jsou jediné dva prvky z T, pro něž plat́ı tyto dva axiomy.

Cvičeńı 2.5 Dokažte, že v poli (T,+, ·, 0, 1) plat́ı následuj́ıćı

1. ∀a, b, c ∈ T : a+ b = 0 = a+ c ⇒ b = c,

2. ∀a, b, c ∈ T, a 6= 0 : ac = 1 = bc ⇒ b = c.

Poznámka 2.6 Podle axiomu 4 ke každému prvku a existuje alespoň jeden tzv. opačný
prvek – ten je daný t́ım, že jeho součet s prvkem a je roven nule. Podle Cvičeńı 2.5(1)
ke každému prvku existuje nejvýše jeden opačný prvek. Dohromady tedy dostáváme, že ke
každému a existuje právě jeden opačný prvek; budeme ho značit −a, tzn. plat́ı a+(−a) = 0.
Z komutativity sč́ıtáńı samozřejmě plyne, že také (−a) + a = 0. Nyńı můžeme definovat
odč́ıtáńı prvk̊u pole, a to takto: pro každou dvojici a, b ∈ T definujeme rozd́ıl prvk̊u a a b
(v tomto pořad́ı) jako

a− b = a+ (−b).
Podobně je to s děleńım. Nejprve si uvědomme, že podle axiomu 8 ke každému nenu-

lovému a ∈ T existuje alespoň jeden tzv. inverzńı prvek – ten je daný t́ım, že jeho součin
s prvkem a je roven 1. Ze Cvičeńı 2.5(2) plyne, že takový prvek je nejvýše jeden. Dohromady
tedy dostáváme, že ke každému a 6= 0 existuje právě jeden inverzńı prvek; budeme ho značit
a−1, tzn. plat́ı a · a−1 = 1. Z komutativity násobeńı samozřejmě plyne, že také a−1 · a = 1.
Nyńı můžeme definovat děleńı prvk̊u pole, a to takto: pro každou dvojici a, b ∈ T, b 6= 0
definujeme pod́ıl prvk̊u a a b (v tomto pořad́ı) jako

a

b
= a · b−1.

Z praktických d̊uvod̊u ho budeme značit také výrazem a/b.
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Cvičeńı 2.7 Dokažte, že v poli (T,+, ·, 0, 1) pro všechna x, y, z ∈ T plat́ı

1. x+ y = x+ z ⇒ y = z,

2. (x 6= 0 ∧ xy = xz)⇒ y = z,

3. xy = 0⇒ (x = 0 ∨ y = 0)

4. 0 · x = 0,

5. −0 = 0,

6. −(−x) = x,

7. x(−y) = −(xy) = (−x)y,

8. (−1)x = −x,

9. x(y − z) = xy − xz,

10. −(x+ y) = −x− y,

11. −(x− y) = −x+ y,

12. x 6= 0⇒ x

x
= 1,

13.
x

1
= x,

14. (x 6= 0 ∧ y 6= 0)⇒ xy 6= 0,

15. (y 6= 0 ∧ z 6= 0 ∧ w 6= 0)⇒
x
y
w
z

=
xw

yz
,

16. (y 6= 0 ∧ z 6= 0)⇒ x

y
+
w

z
=
xz + wy

yz
,

17. x 6= 0⇒ 1

x
6= 0,

18. (y 6= 0 ∧ z 6= 0)⇒ 1
y
z

=
z

y
,

19. z 6= 0⇒ xy

z
= x

y

z
= xy

1

z
,

20. y 6= 0⇒ −x
y

=
x

−y
= −x

y
.

K definici množiny všech reálných č́ısel budeme potřebovat relaci uspořádáńı – pole
rozš́ı̌ŕıme o tuto relaci.

Definice 2.8 Necht’ (T,+, ·, 0, 1) je pole a ≤ je relace na T. Uspořádanou šestici
(T,+, ·, 0, 1,≤) nazýváme uspořádaným polem, jestliže (T,≤) je úplně uspořádaná množina,
tzn.

Axiom 10: ∀a ∈ T : a ≤ a (reflexivita),

Axiom 11: ∀a, b ∈ T : a ≤ b ∧ b ≤ a⇒ a = b (antisymetrie),

Axiom 12: ∀a, b, c ∈ T : a ≤ b ∧ b ≤ c⇒ a ≤ c (tranzitivita),

Axiom 13: ∀a, b ∈ T : a ≤ b ∨ b ≤ a (úplnost)

a nav́ıc plat́ı

Axiom 14: ∀a, b, c ∈ T : a ≤ b⇒ a+ c ≤ b+ c
(tato vlastnost dává do souvislosti sč́ıtáńı a uspořádáńı),

Axiom 15: ∀a, b, c ∈ T : a ≤ b ∧ 0 ≤ c⇒ a · c ≤ b · c
(tato vlastnost dává do souvislosti násobeńı a uspořádáńı).

Cvičeńı 2.9 Necht’ (T,+, ·, 0, 1,≤) je uspořádané pole. Pak pro všechna x, y, w, z ∈ T plat́ı

1. (x ≤ y ∧ w ≤ z)⇒ x+ w ≤ y + z,

2. (x ≥ 0 ∧ y ≥ 0)⇒ x+ y ≥ 0,

3. (x ≥ 0 ∧ y ≥ 0)⇒ xy ≥ 0,

4. x ≥ 0⇔ −x ≤ 0,
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5. x ≥ y ⇔ −x ≤ −y,

6. (x ≥ y ∧ z ≤ 0)⇒ xz ≤ yz,

7. xx ≥ 0,

8. x ≥ y > 0⇒ 1/x ≤ 1/y,

9. (x > y ∧ w > z)⇒ x+ w > y + z,

10. (x > 0 ∧ y > 0)⇒ x+ y > 0,

11. (x > 0 ∧ y > 0)⇒ xy > 0,

12. x > 0⇔ −x < 0,

13. x > y ⇔ −x < −y,

14. (x > y ∧ z < 0)⇒ xz < yz,

15. x 6= 0⇔ xx > 0,

16. −1 < 0 < 1,

17. xy > 0⇔
[(x > 0 ∧ y > 0) ∨ (x < 0 ∧ y < 0)],

18. xy < 0⇔
[(x > 0 ∧ y < 0) ∨ (x < 0 ∧ y > 0)],

19. x > 0⇔ 1/x > 0,

20. x > y > 0⇒ 1/x < 1/y,

21. x < y ⇒ x < (x+ y)/2 < y,

kde relace ≥, < a > jsou vytvořeny z relace uspořádáńı Definićı 1.40.

Lemma 2.10 (trichotomie). Necht’ (T,+, ·, 0, 1,≤) je uspořádané pole. Pak pro každé x,
y ∈ T je pravdivý právě jeden z výrok̊u: x < y, x = y, x > y.

D̊ukaz. Podle axiomu 13 plat́ı x ≤ y nebo x ≥ y, tzn. plat́ı x < y nebo x = y nebo x > y
nebo x = y. Dokažme, že se zmı́něné tři (navzájem r̊uzné) výroky vylučuj́ı. Z definice ostré
nerovnosti plyne, že nemůže platit současně x < y a x = y, stejně jako x > y a x = y.
Dokažme sporem, že nemůže současně platit x < y a x > y. Kdyby to platilo, pak by opět
z Definice 1.40 vyplynulo, že x ≤ y a x ≥ y a x 6= y. Z prvńıch dvou nerovnost́ı vzhledem
k axiomu 11 pak x = y, což je ve sporu s x 6= y. 2

Na uspořádaném poli lze definovat pojem suprema a infima množiny, viz Definici 1.46.
Tento pojem se objevuje v posledńım z 16 axiomů reálných č́ısel.

Definice 2.11 Uspořádané pole (T,+, ·, 0, 1,≤) nazýváme úplně uspořádaným polem, plat́ı-
li:

Axiom 16: Každá neprázdná shora ohraničená podmnožina T má v T supremum
(axiom dedekindovské úplnosti).

Poznámka 2.12 V této sekci jsme se postupně propracovali až ke struktuře úplně uspo-
řádaného pole. Abychom konečně mohli zadefinovat množinu všech reálných č́ısel, je třeba
zmı́nit ještě následuj́ıćı dvě fakta:

• Taková struktura existuje. Lze tedy zkonstruovat množinu T spolu s binárńımi ope-
racemi + a · a uspořádáńım ≤ splňuj́ıćı všech 16 axiomů. Konstrukćı je v́ıce a je to
docela pracná záležitost – viz např. [3].

• Taková struktura je jediná
”
až na izomorfismus“. Co to přesně znamená? Jsou-li

(T1,+1, ·1, 01, 11,≤1) a (T2,+2, ·2, 02, 12,≤2)
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dvě r̊uzná úplně uspořádaná pole, dá se zkonstruovat bijektivńı zobrazeńı Φ zobrazuj́ıćı
T1 na T2 takové, že

∀x, y ∈ T1 : Φ(x+1 y) = Φ(x) +2 Φ(y),

Φ(x ·1 y) = Φ(x) ·2 Φ(y),

x ≤1 y ⇔ Φ(x) ≤2 Φ(y),

Φ(01) = 02, Φ(11) = 12

(přitom takovému zobrazeńı Φ se ř́ıká izomorfismus mezi strukturami T1 a T2).
Řečeno jednoduše, tyto struktury jsou vzájemně zaměnitelné – lze je chápat jako
totožné. Poznamenejme, že to neńı samozřejmé. Za chv́ıli si nadefinujeme množinu
všech racionálńıch a reálných č́ısel. Jde o struktury splňuj́ıćı axiomy uspořádaného
pole, ovšem neexistuje žádná bijekce mezi těmito množinami, natož izomorfismus mezi
odpov́ıdaj́ıćımi strukturami.

Vzhledem k Poznámce 2.12 má následuj́ıćı definice smysl.

Definice 2.13 Úplně uspořádané pole nazýváme množinou reálných č́ısel, znač́ıme R a jeho
prvky nazýváme reálná č́ısla.

2.2 Význačné podmnožiny reálných č́ısel

Začněme tou nejjednodušš́ı podmnožinou, kterou to vlastně všechno začalo.

Definice 2.14 Množinu N ⊂ R nazveme induktivńı, jestliže plat́ı:

• 1 ∈ N ,

• je-li x ∈ N , pak x+ 1 ∈ N .

Množinu všech přirozených č́ısel definujeme jako pr̊unik všech induktivńıch množin, znač́ıme
ji N.

Zřejmě pak plat́ı

N = {1, 1 + 1, 1 + 1 + 1, 1 + 1 + 1 + 1, . . .}.

Tyto prvky označujeme symboly 1, 2, 3, 4, . . . . Množina N je nekonečná.
Daľśı d̊uležitý fakt je, že pro všechna a, b ∈ N plat́ı také a + b ∈ N a a · b ∈ N, tzn.

součet a součin přirozených č́ısel je opět přirozené č́ıslo. To již ale neplat́ı pro odč́ıtáńı ani
pro děleńı.

Z uspořádáńı na R lze převźıt uspořádáńı na N. Přitom (N,≤) je dobře uspořádaná
množina, tzn. každá podmnožina N má nejmenš́ı prvek – viz Poznámku 1.47.

Následuj́ıćı lemma je jednoduchým ale poměrně d̊uležitým základńım tvrzeńım. Dokonce
v alternativńıch definićıch reálných č́ısel zastává funkci axiomu – proto se mu někdy ř́ıká
Archimed̊uv axiom.

Lemma 2.15 (Archimed̊uv
”
axiom“). Množina N je neohraničená shora v R, tzn.

∀a ∈ R ∃n ∈ N : n > a.
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D̊ukaz. Důkaz provedeme sporem. Předpokládejme tedy, že N je ohraničená shora. Podle
axiomu 16 má N supremum, označme s = supN ∈ R. Protože s je nejmenš́ı horńı závora N
a s−1 < s, neńı č́ıslo s−1 horńı závorou N. Podle definice horńı závory tedy existuje n ∈ N
takové, že s− 1 < n. Pak s < n+ 1. Protože ale N je induktivńı množina, plat́ı n+ 1 ∈ N
a tedy z posledně uvedené nerovnosti plyne, že s neńı horńı závora N. To je žádaný spor.
2

Následuj́ıćı lemma, které je lehkým zobecněńım Archimedova axiomu, má d̊uležitý geo-
metrický význam.

Lemma 2.16. Necht’ a, b ∈ R, a > 0. Pak existuje n ∈ N takové, že n · a > b.

D̊ukaz. Protože a > 0, tzn. je nenulové, je dobře definován pod́ıl b/a (nenastane zde problém
s děleńı nulou). Podle Lemmatu 2.15 pak existuje n ∈ N tak, že

n >
b

a
.

Vynásobeńım této nerovnosti č́ıslem a dostáváme tvrzeńı. 2

Pokud chápeme kladné reálné č́ıslo jako délku úsečky, pak Lemma 2.16 ř́ıká toto: Máme-
li dvě úsečky délek a > 0 a b > 0, pak at’ je jakkoliv prvńı úsečka (délky a) krátká a druhá
úsečka (délky b) dlouhá, vždy je možno prvńı úsečku prodloužit konečně-krát (n-krát, kde
n ∈ N), aby výsledná úsečka byla deľśı než ta druhá.

Nyńı se pod́ıvejme na množinu všech celých č́ısel. Tato množina vznikla jako reakce na
to, že nelze v množině přirozených č́ısel odč́ıtat jakákoliv č́ısla.

Definice 2.17 Množinou všech celých č́ısel rozumı́me množinu

{x− y ; x, y ∈ N},

znač́ıme ji Z.

Množina celých č́ısel je vlastně
”
nejmenš́ı“ podmnožina reálných č́ısel obsahuj́ıćı přirozená

č́ısla, kde odč́ıtáńı je operace (tzn. rozd́ıl libovolných dvou č́ısel z této množiny lež́ı opět
v této množině).

Jelikož pod́ıl každých dvou celých č́ısel již nemuśı být celé č́ıslo, dostáváme se k množině
všech racionálńıch č́ısel, kde to již plat́ı (až na děleńı nulou).

Definice 2.18 Množinou racionálńıch č́ısel rozumı́me množinu

{p/q ; p, q ∈ Z ∧ q 6= 0} = {p/q ; p ∈ Z ∧ q ∈ N},

znač́ıme ji Q.

Připomeňme, že každé racionálńı č́ıslo se dá vyjádřit nekonečně mnoha zp̊usoby – např.
1/2 = 2/4 = 3/6 = . . .

Množina Q je uspořádané pole, které ovšem neńı úplně uspořádané pole – neplat́ı totiž
axiom č. 16. Plyne to třeba z toho, že množina

{x ∈ Q ; x · x < 2}
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nemá v Q supremum, přestože je ohraničená shora.
Zbývaj́ı nám iracionálńı č́ısla. To jsou taková reálná č́ısla, která nejsou racionálńı.

Definice 2.19 Množinou všech iracionálńıch č́ısel rozumı́me množinu

R \Q,

znač́ıme ji I.

Z výše uvedeného je vidět, že

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R.

Přitom plat́ı N 6= Z (protože např. −1 ∈ Z \ N) a Z 6= Q (protože např. 1/2 ∈ Q \ Z) –
dokažte. Dokázat nerovnost Q 6= R je ekvivalentńı s t́ım, že I 6= ∅, tzn. s existenćı alespoň
jednoho iracionálńıho č́ısla – o tom se teprve dozv́ıme z Důsledku 2.33.

Nyńı se pod́ıvejme na d̊uležitý vztah mezi množinou racionálńıch a reálných č́ısel (Lemma
2.20) a vztah mezi množinou iracionálńıch a reálných č́ısel (Lemma 2.21).

Lemma 2.20. Necht’ a, b ∈ R, a < b. Pak existuje q ∈ Q tak, že

a < q < b.

D̊ukaz. Mohou nastat pouze tři př́ıpady:
(a): Necht’ 0 ≤ a < b. Podle Lemmatu 2.16 existuje n ∈ N takové, že

n(b− a) > 1.

Uvažujme množinu
M = {m ∈ N ; m > n · a}.

Podle Lemmatu 2.15 je neprázdná. Pak z faktu, že (N,≤) je dobře uspořádaná množina
(viz Poznámku 1.47) plyne, že M má nejmenš́ı prvek – označme ho m0. Protože m0 ∈ M ,
plat́ı také m0 > n · a. Kdyby také m0− 1 > n · a, pak by m0− 1 ∈M a tedy m0 by nemohl
být nejmenš́ım prvkem množiny M . Plat́ı tedy

m0 − 1 ≤ n · a.

Přičteńım č́ısla 1 k oběma stranám nerovnosti dostáváme m0 ≤ n ·a+ 1, přičemž po úpravě
nerovnosti n(b− a) > 1 dostáváme n · b > n · a+ 1. Dı́ky tranzitivitě nerovnosti dostáváme
m0 < nb. Dohromady máme

n · a < m0 < n · b,

odkud po poděleńı posledńıch nerovnost́ı kladným č́ıslem n dostáváme žádané racionálńı
č́ıslo

q =
m0

n
.

(b): Necht’ a < 0 < b. V tomto př́ıpadě stač́ı položit q = 0.
(c): Necht’ a < b ≤ 0. To tedy znamená, že 0 ≤ −b < −a. Podle části (a) pak existuje r ∈ Q
takové, že −b < r < −a. Odtud plyne

a < −r < b,
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takže naš́ım hledaným q je č́ıslo −r ∈ Q. 2

Podobné tvrzeńı lze ř́ıci i o iracionálńıch č́ıslech. V jeho d̊ukazu je ale potřeba vědět, že
existuje alespoň jedno iracionálńı č́ıslo – o tom se dozv́ıme až v Důsledku 2.33.

Lemma 2.21. Necht’ a, b ∈ R, a < b. Pak existuje r ∈ I tak, že

a < r < b.

D̊ukaz. Z Důsledku 2.33 plyne, že existuje q ∈ I. Zřejmě a − q < b − q a podle Lemmatu
2.20 existuje p ∈ Q tak, že

a− q < p < b− q.

Přičteme-li v obou nerovnostech č́ıslo q dostáváme nerovnost

a < p+ q < b.

Stač́ı již jen dokázat, že p+q je iracionálńı. Kdyby totiž bylo racionálńı, pak by (p+q)−p = q
muselo být také racionálńı, protože rozd́ıl racionálńıch č́ısel je opět racionálńı č́ıslo, což je
spor. Tedy, r = p+ q ∈ I. 2

Lemmata 2.20 a 2.21 lze dohromady jednoduše formulovat tak, že
”
Mezi každými dvěma

r̊uznými reálnými č́ısly vždy najdeme alespoň jedno racionálńı č́ıslo a jedno iracionálńı
č́ıslo“. To nás okamžitě může vést k tvrzeńı, že

”
mezi každými dvěma r̊uznými reálnými

č́ısly existuje nekonečně mnoho racionálńıch a iracionálńıch č́ısel“.

Poznámka 2.22 O podmnožině B uspořádané množiny (A,≤) se ř́ıká, že je hustá v A,
jestliže pro každé dvě a, b ∈ A taková, že a < b, existuje c ∈ B tak, že

a < c < b.

Pak lze formulovat Lemmata 2.20 a 2.21 takto: Množiny Q a I jsou husté v R.

2.3 Reálná osa

Nyńı již máme definovanou množinu všech reálných č́ısel, stejně tak jako některé jej́ı vý-
značné podmnožiny. Možná ale někteř́ı čtenáři jsou stále frustrováni faktem, že stále nev́ı,
jak si onu množinu reálných č́ısel představit.

Zavedeńı kladných reálných č́ısel bylo motivováno potřebou měřit délky úseček. Proto
nás nepřekvaṕı, když reálná č́ısla můžeme interpretovat

”
geometricky“. Jedńım z

”
model̊u“

úplně uspořádaného pole je př́ımka. Reálnou př́ımku si představujeme jako př́ımku tvořenou
body odpov́ıdaj́ıćı reálným č́ısl̊um. A to následovně. Dva r̊uzné body na této př́ımce jsou
prohlášeny za 0 a 1. T́ım je dána na reálné ose

”
jednotková délka“ (vzdálenost́ı bod̊u 0

a 1) a orientace (bod 0 rozděluje reálnou osu na dvě polopř́ımky: ta, která obsahuje bod
1 obsahuje právě všechna nezáporná č́ısla, druhá obsahuje všechna nekladná č́ısla). Polohu
přirozených č́ısel lze určit následuj́ıćım zp̊usobem. Např. bod 2 je takový, že 1 lež́ı uprostřed
úsečky určené body 0, 2. Podobně urč́ıme, kde lež́ı daľśı přirozená č́ısla. Dále č́ıslo 1/2 je
středem úsečky 0 a 1; č́ısla 1/3 a 2/3 rozděluj́ı úsečku 0 a 1 na tři stejně dlouhé úsečky –
viz Obrázek 2.1. A poloha iracionálńıch č́ısel je určena relaćı uspořádáńı a faktem, že pro
reálná č́ısla x, y, z plat́ı, že x ≤ z ≤ y právě tehdy, když bod z lež́ı na úsečce s krajńımi
body x a y splňuj́ıćımi podmı́nku x < y.
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V těchto úvahách jsme sjednotili pojem reálného č́ısla a bodu na reálné ose. To budeme
dělat i dále – často budeme v tomto skriptu mluvit o reálném č́ısle jako o bodu. Tato
představa bude pro nás velmi užitečná.

−2 −1 0 1 21
2

1
3

2
3

√
2

Obrázek 2.1: Reálná osa.

2.4 Supremum a infimum množiny reálných č́ısel

Posledńı základńı vlastnost́ı množiny všech reálných č́ısel je axiom suprema (viz Definici
2.11), který ř́ıká, že pro každou shora ohraničenou množinu existuje alespoň jedno jej́ı
supremum. Poměrně snadno se dá dokázat, že toto supremum je pro danou množinu jediné
(dokažte třeba sporem). A co infimum?

Cvičeńı 2.23 Dokažte, že každá zdola ohraničená množina reálných č́ısel má infimum.
[Návod: Uvědomte si, že ` ∈ R je dolńı závora množiny M právě tehdy, když −` je horńı
závora množiny {−x ; x ∈M}.]

Definice suprema a infima podmnožiny v R je velmi elegantńı, ale častěji budeme
v d̊ukazech využ́ıvat následuj́ıćı charakterizuj́ıćı vlastnosti těchto pojmů.

Věta 2.24 (charakterizace suprema a infima). Necht’ ∅ 6= M ⊂ R. Plat́ı, že

(a) č́ıslo G ∈ R je supremum množiny M právě tehdy, když

(i) ∀x ∈M : x ≤ G a

(ii) ∀G′ ∈ R, G′ < G ∃x ∈M : x > G′, neboli

(ii’) ∀ε ∈ R, ε > 0 ∃x ∈M : x > G− ε,

(b) č́ıslo g ∈ R je infimum množiny M právě tehdy, když

(i) ∀x ∈M : x ≥ g a

(ii) ∀g′ ∈ R, g′ > g ∃x ∈M : x < g′, neboli

(ii’) ∀ε ∈ R, ε > 0 ∃x ∈M : x < g + ε.

D̊ukaz. Proved’me pouze pro supremum (pro infimum se provedou duálńı úvahy, tzn. stač́ı
zaměnit nerovnosti za opačné, horńı závory za dolńı, pojem sup za inf, atd. – podrobně
proved’te). Podle definice je supremum nejmenš́ı horńı závora. Výrok (i) ř́ıká, že G je horńı
závora množiny M . Výrok (ii) se dá ekvivalentně přepsat takto

∀G′ ∈ R, G′ < G : ¬(∀x ∈M : x ≤ G′).

To ale ř́ıká, že každé č́ıslo menš́ı než G neńı horńı závorou množiny M , neboli všechna č́ısla
menš́ı než G nejsou horńı závory množiny M . Výrok (ii’) je s (ii) ekvivalentńı; stač́ı položit

G′ = G− ε a obráceně ε = G−G′. 2
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Poznámka 2.25 Jak již bylo zmı́něno, výroky ve Větě 2.24 budeme často využ́ıvat. Oba
výroky (i) a (ii) (nebo (ii’)) je dobré pro pochopeńı i snadné zapamatováńı nakreslit – viz
Obrázek 2.2 pro supremum.

M GG′ = G− ε

x

Obrázek 2.2: Ilustrace výroku (ii) resp (ii’) z Věty 2.24.

Cvičeńı 2.26 Dokažte: Má-li M ⊂ R největš́ı (resp. nejmenš́ı) prvek, pak je roven supM
(resp. inf M).

Př́ıklad 2.27 Pokud existuj́ı, určete nejmenš́ı a největš́ı prvek množiny

M =

{
1− 1

n
; n ∈ N

}
.

Určete infimum a supremum množiny M .

Řešeńı. Nejprve si vypǐsme několik prvk̊u této množiny:

M =

{
0,

1

2
,
2

3
,
3

4
,
4

5
, . . .

}
,

viz Obrázek 2.3. Z něj je celkem dobře vidět, že jednou z dolńıch závor je č́ıslo 0, které lež́ı

0 1
2

1
3

1
4

1
5
. . .

1

Obrázek 2.3: Množina M z Př́ıkladu 2.27.

v množině M . Jde tedy o nejmenš́ı prvek množiny M a vzhledem k Cvičeńı 2.26 je to také
inf M . Dále z obrázku vid́ıme, že jednou z horńıch závor je č́ıslo 1. Přitom asi p̊ujde o tu
nejmenš́ı. Dokažme s pomoćı Věty 2.24, že supM = 1. Nejprve dokažme (i), tzn.

∀x ∈M : x ≤ 1,

což lze také napsat takto

∀n ∈ N : 1− 1

n
≤ 1.

Odečteńım 1 od obou stran nerovnosti dostáváme

− 1

n
≤ 0,

která zřejmě pro všechna n ∈ N skutečně plat́ı. Dokažme, že plat́ı také (ii). Zvolme G′ ∈ R,
G′ < 1 libovolně. Máme naj́ıt x ∈ M tak, že x > G′, tedy máme dokázat existenci n ∈ N
takového, že

1− 1

n
> G′.
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Dokazovaná nerovnost je ale d́ıky faktu, že G′ − 1 > 0 ekvivalentńı s nerovnost́ı

n >
1

1−G′
.

Podle Archimedova axiomu takové n existuje, tedy plat́ı (ii). T́ım je dokázáno, že supM = 1.
Kdyby měla množina M největš́ı prvek, muselo by platit maxM = supM . Protože ale
supM = 1 6∈M , množina M nemá největš́ı prvek. ©

2.5 Mocnina reálného č́ısla

Doposud jsme pracovali se čtyřmi aritmetickými operacemi: sč́ıtáńı, odč́ıtáńı, násobeńı
a děleńı reálných č́ısel (děleńı tak docela operaćı na R neńı, protože nelze dělit nulou).

Dále budeme potřebovat zavést
”
operaci“ umocňováńı, se kterou se setkáme při definici

mocninné a exponenciálńı funkce v kapitole 4. Začneme definićı přirozené a celé mocniny,
tzn. v exponentu je přirozené a celé č́ıslo1.

Definice 2.28 Necht’ a ∈ R, n ∈ N. Definujeme

a1 = a, an+1 = an · a.

Necht’ a ∈ R, a 6= 0, m ∈ Z, m < 0. Definujeme

a0 = 1, am =
1

a−m
.

Cvičeńı 2.29 Dokažte:

1. Pro a, b ∈ R, a, b 6= 0, m,n ∈ Z plat́ı

am+n = aman, (am)n = amn, (ab)n = anbn.

[Návod: Nejprve dokažte uvedené rovnosti pro přirozené m,n (matematickou indukćı)
a pak dokažte pro celé m,n.]

2. Pro a ∈ R a m,n ∈ Z plat́ı:

• a > 1 a m < n, pak am < an,

• 0 < a < 1 a m < n, pak am > an.

Dále budeme definovat n-tou odmocnina kladného reálného č́ısla. Nejdř́ıve je ale potřeba
dokázat, že taková definice má smysl.

Lemma 2.30. Necht’ a ∈ R, a > 0, n ∈ N. Pak existuje právě jedno kladné č́ıslo α ∈ R
takové, že αn = a.

1Připomeňme, že ve výrazu ab se a ř́ıká základ a b exponent.
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D̊ukaz. Důkaz provedeme pouze pro a = 2 a n = 2. Ostatńı př́ıpady se dokáž́ı podobně.
Krok 1. Nejprve dokažme jednoznačnost, tzn. že neexistuj́ı dvě r̊uzná kladná α jej́ıž
druhá mocnina je rovna 2 – sporem. Necht’ existuj́ı dvě r̊uzná č́ısla α1, α2 > 0 taková, že
α2
1 = α2

2 = 2. Pak
0 = α2

1 − α2
2 = (α1 − α2)(α1 + α2).

Protože α1 + α2 > 0, poděleńım předchoźı rovnosti t́ımto součtem dostáváme 0 = α1 − α2.
Tedy α1 = α2. To je ve sporu s předpokladem.
Krok 2. Nyńı dokažme existenci č́ısla α. Uvažujme množinu

M = {x ∈ R ; 0 < x ∧ x2 < 2}

(zkuste si načrtnout množinu M). Nejprve dokážeme, že supM ∈ R. To je jednoduché.
Protože 1 ∈M , plat́ı M 6= ∅. Dále, je-li x ∈M , pak x2 < 2 < 4, takže 0 < x < 2. Množina
M je tedy shora ohraničená. Z axiomu 16 plyne, že supM existuje, označme ho ṕısmenem
α. Stač́ı již dokázat, že α je ono č́ıslo z tvrzeńı věty. Protože jde o horńı závoru množiny M
a 1 ∈ M , pak α ≥ 1, tedy je to kladné č́ıslo. Konečně dokažme, že α2 = 2. Opět sporem,
tzn. předpokládejme, že α2 6= 2. Podle trichotomie nerovnosti v R pak plat́ı bud’ α2 < 2
nebo α2 > 2. Rozeberme každý př́ıpad zvlášt’.
(i) Necht’ α2 < 2. Nejprve nalezneme n ∈ N takové, že plat́ı(

α+
1

n

)2

< 2. (2.1)

Upravme nerovnost (2.1) pro libovolné n ∈ N na

α2 + 2α
1

n
+

1

n2
< 2.

Plat́ı tato nerovnost pro alespoň jedno n ∈ N? Aby platila, stač́ı dokázat nerovnost

α2 + 2α
1

n
+

1

n
< 2,

protože 1/n ≥ 1/n2. Tato je ovšem vzhledem k předpokladu α2 < 2 ekvivalentńı s nerovnost́ı

n >
2α+ 1

α2 − 2
,

která již podle Archimedova axiomu (Lemma 2.15) skutečně plat́ı pro alespoň jedno n ∈ N.
Tedy (2.1) pro toto n plat́ı, z čehož okamžitě vyplývá, že α+1/n ∈M . To je ve sporu s t́ım,
že α = supM .
(ii) Necht’ α2 > 2. Nejprve nalezneme n ∈ N takové, že plat́ı(

α− 1

n

)2

> 2. (2.2)

Umocńıme-li levou stranu této nerovnosti, dostáváme

α2 − 2α
1

n
+

1

n2
> 2.

Plat́ı tato nerovnost pro alespoň jedno n ∈ N? Protože pro všechna n ∈ N plat́ı nerovnosti

α2 − 2α
1

n
+

1

n2
> α2 − 2α

1

n
,
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stač́ı dokázat existenci takového n ∈ N, pro které plat́ı nerovnost

α2 − 2α
1

n
> 2.

Tato nerovnost je ovšem ekvivalentńı (ověřte) s nerovnost́ı

n > − 2α

2− α2
,

která již podle Archimedova axiomu (Lemma 2.15) alespoň pro jedno n ∈ N plat́ı. Pro toto
n plat́ı tedy i nerovnost (2.2), a následně pro každé x ∈M plat́ı

x2 < 2 <

(
α− 1

n

)2

.

Tedy pro všechna x ∈ M plat́ı, že x < α − 1
n , což znamená, že α − 1

n je také horńı závora
množiny M . To je ale ve sporu s t́ım, že α je nejmenš́ı horńı závora množiny M . Nemůže
tedy platit ani α2 > 2.

Dokázali jsme tak, že α2 = 2 a α > 0. 2

Definice 2.31 Necht’ a ∈ R, a > 0, n ∈ N. Kladné reálné č́ıslo α splňuj́ıćı rovnost αn = a
nazýváme n-tou odmocninou č́ısla a a znač́ıme n

√
a. Pro n = 2 ṕı̌seme zkráceně

√
a.

Lemma 2.32. Čı́slo
√

2 je iracionálńı.

D̊ukaz. Provedeme sporem. Předpokládejme, že je to racionálńı č́ıslo, tedy existuj́ı dvě
přirozená č́ısla m a n taková, že

2 = (
√

2)2 =
(m
n

)2
=
m2

n2
.

Nav́ıc lze předpokládat, že zlomek m/n je v základńım tvaru, tzn. m a n jsou nesoudělná.
Pokud by totiž m a n soudělná byla, dá se postupným kráceńım doj́ıt ke zlomku rovnému
č́ıslu m/n jehož čitatel a jmenovatel již jsou nesoudělná. No a aby nám tu nevznikala daľśı
ṕısmena (kdo se v nich má pak orientovat) můžeme je rovnou označit za m a n. Z posledńı
rovnosti plyne m2 = 2n2, tzn. m2 je sudé č́ıslo. Kdyby m bylo liché, muselo by i m2 být
liché, tedy m je také sudé č́ıslo. Takže existuje k ∈ N tak, že m = 2k. Pak (2k)2 = 2n2, tzn.
po úpravě

2k2 = n2,

odkud je zase vidět, že n2 je sudé. Odtud plyne, že i n je sudé. Tedy obě č́ısla jsou soudělná,
protože jsou obě dělitelná dvěma – to je spor s předpokladem nesoudělnosti m a n. 2

Důsledek 2.33. Existuje alespoň jedno iracionálńı č́ıslo, tzn. I 6= ∅.

Poznámka 2.34 V Definici 2.31 jsme n-tou odmocninu z kladného č́ısla a definovali jako
č́ıslo, které když umocńıme na n, dostáváme p̊uvodńı a. A kv̊uli jednoznačnosti jsme tuto
odmocninu definovali jako kladné č́ıslo (ono totiž plat́ı (−1)2 = 12 = 1). Tuto úvahu lze
částečně rozš́ı̌rit i pro a nekladná:
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(a) Protože 0n = 0, definujeme
n
√

0 = 0.

(b) Sudá odmocnina ze záporného č́ısla nemůže být v rámci množiny R definována,
protože jakákoliv sudá mocnina reálného č́ısla je nezáporná (viz Cvičeńı 2.9(7)). Na-
proti tomu lichá odmocnina ze záporného č́ısla a je rovna − n

√
−a (všimněte si, že

−a > 0). Skutečně, je-li n liché, pak(
− n
√
−a
)n

= (−1)n n
√
−an = −(−a) = a,

např. 3
√
−27 = −3.

Nyńı již lze zavést pojem racionálńı mocniny.

Definice 2.35 Necht’ a ∈ R, a > 0, q = m/n, m ∈ Z, n ∈ N (tzn. q ∈ Q). Definujeme

aq = n
√
am

a nazýváme tento výraz q-tá mocnina č́ısla a. Stejným předpisem definujeme mocninu s ra-
cionálńım exponentem i pro nekladný základ, a to za těchto předpoklad̊u:

• je-li a ∈ R, a 6= 0, q = m/n, m ∈ Z, n ∈ N, n je liché, nebo

• je-li a ∈ R, q = m/n, m ∈ N, n ∈ N, n je liché.

V Definici 2.35 zaměřme naši pozornost na obory hodnot základ̊u a exponent̊u. Vid́ıme,
že pro kladný základ lze definovat racionálńı mocninu pro jakékoliv racionálńı č́ıslo q. Jak
již bylo zmı́něno v Poznámce 2.34, dělá nám problémy odmocnina ze záporného č́ısla. Proto
při definici racionálńı mocniny ze záporného č́ısla je třeba, aby jmenovatel q bylo liché č́ıslo.
Při nedodržeńı této dohody bychom dostali třeba takovýto nesmysl

−1 = 3
√
−1 = (−1)

1
3 = (−1)

2
6 = 6

√
(−1)2 =

6
√

1 = 1.

Podobně, nultou mocninu nemůžeme definovat pro nulový základ.
O racionálńı mocnině lze ř́ıct podobné věci jako o celé mocnině:

Cvičeńı 2.36 Dokažte:

1. Pro a, b ∈ R, a, b > 0, p, q ∈ Q plat́ı

ap+q = apaq, (ap)q = apq, (ab)p = apbp.

[Návod: Využijte výsledky Cvičeńı 2.29.]

2. Pro a ∈ R a p, q ∈ Q plat́ı:

• a > 1 a p < q, pak ap < aq,

• 0 < a < 1 a p < q, pak ap > aq.

Přirozeně se můžeme ptát, zda lze smysluplně uvažovat mocninu maj́ıćı v exponentu
reálné č́ıslo. Odpověd’ je kladná, při definici využijeme dř́ıve zjǐstěných vlastnost́ı racionálńıch
mocnin. Naše definice bude použ́ıvat pojem suprema a infima.
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Definice 2.37 Necht’ a, α ∈ R, a > 0. Je-li

• 0 < a < 1, definujeme
aα = inf{aq ; q ∈ Q ∧ q < α},

• a = 1, pak
1α = 1,

• a > 1, definujeme
aα = sup{aq ; q ∈ Q ∧ q < α}.

Proč definovat reálnou mocninu zrovna takto? Mezi hlavńı d̊uvody patř́ı fakt, že např.
pro racionálńı č́ısla plat́ı

”
monotonie vzhledem k exponentu“ – viz Cvičeńı 2.36(2). Rádi

bychom, aby se tato monotonie přenesla i na reálná č́ısla, např. aby platilo: pro a ∈ R,
0 < a < 1, p, q ∈ Q, α ∈ R takové, že p < α < q plat́ı

ap > aα > aq;

jinak řečeno, jestliže reálné č́ıslo α je ohraničeno zdola a shora racionálńımi č́ısly, měla by
i mocnina aα být omezována mocninami se základem a.

Poznámka 2.38 Už ne tak snadno se daj́ı dokázat následuj́ıćı vlastnosti reálné mocniny:

1. Pro a, b, α, β ∈ R, a, b > 0 plat́ı

aα+β = aαaβ, (aα)β = aαβ, (ab)α = aαbα.

2. Pro a ∈ R a α, β ∈ R plat́ı

• a > 1 a α < β, pak aα < aβ,

• 0 < a < 1 a α < β, pak aα > aβ.

3. Pro a, b, α ∈ R, a, b, α > 0 plat́ı

a < b ⇔ aα < bα.

2.6 Intervaly

Připomeňme si jistý typ množin reálných č́ısel, se kterými jsme se setkali již na středńı
škole. Bude se nám hodit i zde. Jsou to intervaly.

Definice 2.39 Množinu M ⊂ R nazveme intervalem, jestliže pro každé dva prvky a, b ∈M
a každé x ∈ R splňuj́ıćı a < x < b plat́ı, že x ∈M .

Jinak řečeno, interval je taková podmnožina R, která s každými svými dvěma prvky
obsahuje také všechny prvky mezi nimi.

Cvičeńı 2.40 Dokažte, že pr̊unik dvou interval̊u je opět interval.

Existuje pouze konečný počet typ̊u interval̊u. V následuj́ıćı definici zavád́ıme značeńı
známé již ze středńı školy.
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Definice 2.41 Necht’ a, b ∈ R, a ≤ b. Definujeme

• (a, b) = {x ∈ R : a < x < b} tzv. otevřený interval,

• [a, b] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ b} tzv. uzavřený interval,

• [a, b) = {x ∈ R : a ≤ x < b} tzv. zprava otevřený (nebo zleva uzavřený) interval,

• (a, b] = {x ∈ R : a < x ≤ b} tzv. zprava uzavřený (nebo zleva otevřený) interval,

• [a,∞) = {x ∈ R : a ≤ x},

• (a,∞) = {x ∈ R : a < x},

• (−∞, b) = {x ∈ R : x < b},

• (−∞, b] = {x ∈ R : x ≤ b},

• (−∞,∞) = R.

V př́ıpadě a = b ř́ıkáme, že jde o degenerovaný interval, přitom

[a, a) = (a, a] = (a, a) = ∅, [a, a] = {a}.

Cvičeńı 2.42 Dokažte, že v Definici 2.41 jsou uvedeny právě všechny možné typy interval̊u.
[Návod: Uvažujte interval M a vyšetřete všechny př́ıpady vzhledem k ohraničnosti M
shora/zdola a existence/neexistence největš́ıho a nejmenš́ıho prvku.]

Dále se od čtenáře očekává, že ze středńı školy umı́ pracovat s intervaly – zobrazovat je,
provádět pr̊uniky a sjednoceńı interval̊u (např. při řešeńı nerovnic).

2.7 Absolutńı hodnota reálného č́ısla

Nejprve si připomeňme definici.

Definice 2.43 Absolutńı hodnotou č́ısla a ∈ R rozumı́me č́ıslo

|a| =

{
a jestliže a ≥ 0,

−a jestliže a < 0.

Také bychom měli umět s absolutńı hodnotou pracovat. K tomu je třeba znát několik
fakt̊u.

Cvičeńı 2.44 Dokažte, že pro všechna x, y ∈ R plat́ı

(a) |x| = max{x,−x},

(b) |xy| = |x||y|,

(c) y 6= 0⇒
∣∣∣∣xy
∣∣∣∣ =
|x|
|y|

,

(d) |x− y| = |y − x|,



60 KAPITOLA 2. REÁLNÁ ČÍSLA

(e) |x| ≥ 0, −|x| ≤ x ≤ |x|, −|x| ≤ −x ≤ |x|, |−x| = |x|,

(f) 0 ≤ x < y ⇒ |x| < |y|,

(g) |x| ≤ y ⇔ −y ≤ x ≤ y,

(h) |x+ y| ≤ |x|+ |y| (tzv. trojúhelńıková nerovnost),

(i) ||x| − |y|| ≤ |x− y|.

Cvičeńı 2.45 Matematickou indukćı dokažte, že pro každé n ∈ N a všechna x1, . . . , xn ∈ R
plat́ı ∣∣∣∣∣

n∑
k=1

xk

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
k=1

|xk|

(tzv. zobecněná trojúhelńıková nerovnost).

2.8 Vzdálenost dvou reálných č́ısel

V následuj́ıćıch kapitolách se budeme často vyjadřovat o
”
bĺızkosti“ reálných č́ısel, nebo

o
”
přibližováńı“ nějakých č́ısel k nějakému č́ıslu. Abychom mohli něco takového ř́ıkat, je

nutné se nejprve dohodnout, co mysĺıme vzdálenost́ı dvou reálných č́ısel. V souhlasu s naš́ı
představou množiny reálných č́ısel jakožto s př́ımkou, je přirozené definovat vzdálenost
reálného č́ısla x od reálného č́ısla y jako

|x− y|.

Nyńı můžeme mluvit o bĺızkosti dvou reálných č́ısel. Např. řekneme-li, že
”
x je od y dál než

od z“, rozumı́me t́ım, že č́ıslo |x− y| je větš́ı než č́ıslo |x− z|.
Př́ıklad 2.46 Určete vzdálenost č́ısla 3 od 5.

Řešeńı. Podle naš́ı definice jde o č́ıslo

|3− 5| = |5− 3| = 2,

což zcela odpov́ıdá naš́ı představě vzdálenost́ı č́ısel 3 a 5 na reálné ose, viz Obrázek 2.4. ©

3 5

2

Obrázek 2.4: Vzdálenost č́ısla 3 od 5.

Poznámka 2.47 Zejména nás budou zaj́ımat množiny bod̊u, které budou mı́t od zadaného
bodu vzdálenost menš́ı než nějaké kladné reálné č́ıslo. Např. by nás mohlo zaj́ımat, jak
vypadá množina všech reálných č́ısel x splňuj́ıćıch nerovnici s absolutńı hodnotou

|x− 1| < 3.

Na středńı škole se rovnice a nerovnice s absolutńı hodnotou řeš́ı rozděleńım množiny R
na podintervaly jejichž krajńı body jsou č́ısla, která vynuluj́ı výrazy v absolutńı hodnotě
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(v našem př́ıpadě jde o č́ıslo 1). Náš př́ıklad je ovšem o dost jednodušš́ı a dá se řešit

”
geometricky“. Máme vlastně určit taková x, která maj́ı od č́ısla 1 vzdálenost menš́ı než 3.

Nakresĺıme-li si reálnou osu a na ńı č́ıslo 1, okamžitě vid́ıme, která č́ısla jsou od něj vzdálena
méně než o 3. Řešeńım je zřejmě interval

(1− 3, 1 + 3) = (−2, 4).

Cvičeńı 2.48 Řešte
”
geometricky“ následuj́ıćı nerovnice s absolutńı hodnotou:

1. |x− 3| < 1,

2. |x+ 5| < 2,

3. 1 ≤ |x− 2|,

4. 0 < |x− 2|,

5. |x− a| < 1, kde a ∈ R,

6. |x− 4| < ε, kde ε ∈ R, ε > 0,

7. |x− a| < ε, kde a, ε ∈ R, ε > 0.

Poznámka 2.49 Zd̊urazněme nejd̊uležitěǰśı vlastnosti pojmu vzdálenosti a jejich interpre-
taci:

• Pro jakékoliv x, y ∈ R je č́ıslo |x − y| vždy nezáporné (viz Cvičeńı 2.44(e)). Nav́ıc,
nuly nabývá právě tehdy, když x = y. Tedy podrobně:

– jestliže |x− y| = 0, pak x = y,

– jestliže x = y, pak |x− y| = 0,

– jestliže |x− y| > 0, pak x 6= y a

– jestliže x 6= y, pak |x− y| > 0.

• Rovnost ve Cvičeńı 2.44(d), se dá interpretovat tak, že vzdálenost č́ısla x od y je stejná
jako vzdálenost y od x.

• Necht’ x, y, z ∈ R jsou libovolná. Pak s využit́ım trojúhelńıkové nerovnost (Cvičeńı 2.44(h))
dostáváme

|x− y| = |x− z + z − y| ≤ |x− z|+ |z − y|.

Tedy vzdálenost dvou libovolných reálných č́ısel (x a y) je menš́ı nebo rovna součtu
vzdálenost́ı těchto č́ısel od nějakého třet́ıho č́ısla (z).

Právě tyto tři vlastnosti dělaj́ı z výrazu |x− y| vzdálenost mezi x a y, tedy to, co od pojmu
vzdálenosti intuitivně očekáváme.

Závěrem dodejme, že vzdálenost dvou č́ısel jsme mohli smysluplně definovat i jinak,
např. předpisem

| arctg x− arctg y|,

přitom i tato definice vzdálenosti by měla vlastnosti z Poznámky 2.49. My ale k tomu
nemáme zat́ım žádný d̊uvod, takže se spokoj́ıme s jedinou definićı.

2.9 Okoĺı reálného č́ısla

Jak bylo předesláno v Poznámce 2.47, budou nás zaj́ımat množiny bod̊u, které jsou od
daného bodu nějakým zp̊usobem bĺızko.
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Definice 2.50 Necht’ a, ε ∈ R, ε > 0. Množinu

Uε(a) = {x ∈ R ; |x− a| < ε}

nazýváme ε-okoĺım bodu a. Č́ıslu ε ř́ıkáme poloměr okoĺı a č́ıslu a ř́ıkáme jeho střed. Množinu

Rε(a) = {x ∈ R ; 0 < |x− a| < ε}

nazýváme redukovaným ε-okoĺım bodu a.

Poznámka 2.51 Podle Cvičeńı 2.44(g) plat́ı ekvivalence

|x− a| < ε ⇐⇒ a− ε < x < a+ ε

pro každé x, a, ε ∈ R, ε > 0, což má za d̊usledek, že

Uε(a) = (a− ε, a+ ε),

(viz také Př́ıklad 2.48(7)). To si lze představit tak jako na Obrázku 2.5.

a− ε a a+ ε

ε ε

Obrázek 2.5: ε-okoĺı bodu a.

Dále, nerovnost 0 < |x − a| je ekvivalentńı s nerovnost́ı x 6= a (viz Poznámku 2.49).
Dohromady tedy dostáváme, že

Rε(a) = (a− ε, a) ∪ (a, a+ ε) = Uε(a) \ {a},

což si lze představit tak jako na Obrázku 2.6.

a− ε a a+ ε

ε ε

Obrázek 2.6: Redukované ε-okoĺı bodu a.

Poznámka 2.52 V některých př́ıpadech neńı úplně třeba vypisovat poloměr okoĺı, tzn.
mı́sto Uε(a) lze psát pouze U(a). To je možné v př́ıpadech, kdy v rámci definice, věty či
d̊ukazu mluv́ıme o jediném okoĺı, a ani se dále nepotřebujeme na poloměr tohoto okoĺı
odkazovat. Také je vhodné toho využ́ıvat v kvantifikovaných výroćıch. Např. mı́sto výroku

∃ε > 0 : Uε(a) ⊂M

lze psát
∃Uε(a) : Uε(a) ⊂M,

ale to lze jednodušeji psát
∃U(a) : U(a) ⊂M.

Je to z toho d̊uvodu, že hodnota poloměru vlastně neńı nijak d̊uležitá. S t́ımto výrokem se
setkáme v Definici 2.57. Podobně toto značeńı budeme použ́ıvat pro redukované okoĺı.
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Věta 2.53. Necht’ a, ε1, ε2 ∈ R, ε1, ε2 > 0. Pak plat́ı

Uε1(a) ∩ Uε2(a) = Umin{ε1,ε2}(a), Rε1(a) ∩Rε2(a) = Rmin{ε1,ε2}(a),

tzn. pr̊unik dvou (redukovaných) okoĺı bodu a je opět (redukované) okoĺı tohoto bodu a jeho
poloměr je roven menš́ımu z poloměr̊u těchto dvou okoĺı.

D̊ukaz. Uvažujme dvě okoĺı bodu a s poloměry ε1, ε2, přitom necht’ pro určitost plat́ı ε1 ≤ ε2
(v opačném př́ıpadě okoĺı přeznač́ıme). Potom

a− ε2 ≤ a− ε1 < a < a+ ε1 ≤ a+ ε2,

tedy

Uε1(a) = (a− ε1, a+ ε1) ⊂ (a− ε2, a+ ε2) = Uε2(a).

S využit́ım Cvičeńı 1.30(9) dostáváme

Uε1(a) ∩ Uε2(a) = Uε1(a).

Protože ε1 = min{ε1, ε2}, tvrzeńı plat́ı. Podobně se provede d̊ukaz pro redukované okoĺı. 2

Věta 2.54. Necht’ a, b ∈ R, a 6= b. Pak existuj́ı U(a) a U(b) taková, že

U(a) ∩ U(b) = ∅,

tzn. tato okoĺı jsou disjunktńı.

D̊ukaz. Uvažujme a, b ∈ R navzájem r̊uzné, z čehož plyne |a− b| > 0 (viz Poznámku 2.49).
Označme ε = |a − b|/2 a uvažujme okoĺı Uε(a) a Uε(b). Dokážeme, že jsou disjunktńı –
sporem. Tedy naopak předpokládejme, že Uε(a) ∩ Uε(b) 6= ∅, tzn. existuje x ∈ R takový, že
x ∈ Uε(a) a současně x ∈ Uε(b). Pak plat́ı

|a− b| = |a− x+ x− b| ≤ |a− x|+ |x− b| < ε+ ε = 2ε = |a− b|,

kde jsme v prvńı nerovnosti použili trojúhelńıkovou nerovnost a v druhé nerovnosti definici
okoĺı. Odtud dostáváme |a− b| < |a− b|, což je nepravdivý výrok. Tato dvě okoĺı jsou tedy
disjunktńı. 2

Někdy je potřeba uvažovat jen ty body z okoĺı bodu a, které jsou od něj
”
napravo“,

resp.
”
nalevo“. Definujeme jednostranná okoĺı.
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Definice 2.55 Necht’ a, ε ∈ R, ε > 0. Množinu

U+
ε (a) = {x ∈ R ; |x− a| < ε ∧ x ≥ a} = [a, a+ ε)

nazýváme pravým ε-okoĺım bodu a, množinu

U−ε (a) = {x ∈ R ; |x− a| < ε ∧ x ≤ a} = (a− ε, a]

nazýváme levým ε-okoĺım bodu a, množinu

R+
ε (a) = {x ∈ R ; 0 < |x− a| < ε ∧ x ≥ a} = (a, a+ ε)

nazýváme pravým redukovaným ε-okoĺım bodu a a množinu

R−ε (a) = {x ∈ R ; 0 < |x− a| < ε ∧ x ≤ a} = (a− ε, a)

nazýváme levým redukovaným ε-okoĺım bodu a.

Poznámka 2.56 Pro jednostranná okoĺı plat́ı podobná tvrzeńı jako pro
”
oboustranná“

okoĺı.

(a) Pr̊unik dvou pravých/levých (redukovaných) okoĺı stejného reálného č́ısla je opět pra-
vé/levé (redukované) okoĺı tohoto č́ısla.

(b) Pro a, ε ∈ R, ε > 0 plat́ı

Uε(a) = U−ε (a) ∪ U+
ε (a) a Rε(a) = R−ε (a) ∪R+

ε (a),

{a} = U−ε (a) ∩ U+
ε (a) a ∅ = R−ε (a) ∩R+

ε (a).

Definice 2.57 Necht’ ∅ 6= M ⊂ R, a ∈ R. Řekneme, že a je vnitřńı bod množiny M , jestliže
existuje U(a) takové, že

U(a) ⊂M.

Množinu všech vnitřńıch bod̊u množiny M nazýváme vnitřkem množiny M , znač́ıme intM .

Poznámka 2.58 Z předchoźı definice okamžitě plyne, že vnitřńı bod množiny je jej́ım
prvkem, tzn.

intM ⊂M.

Př́ıklad 2.59 Určete vnitřek množiny M = [0, 1).

Řešeńı. Z Poznámky 2.58 plyne, že má smysl uvažovat pouze prvky množiny M . Začněme
třeba č́ıslem 0. Ptáme se, zda existuje takový interval (−ε, ε) = Uε(0), že

(−ε, ε) ⊂ [0, 1)?

Evidentně ne, protože, at’ je ε sebemenš́ı, interval (−ε, ε) vždy obsahuje č́ıslo −ε/2 < 0, které
nepatř́ı do [0, 1). Tedy 0 neńı vnitřńı bod intervalu [0, 1). Vezměme a ∈ (0, 1). Polož́ıme-li

ε = min{a, 1− a},
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pak se snadno přesvědč́ıme, že (a − ε, a + ε) ⊂ (0, 1). Tedy právě každé č́ıslo z intervalu
(0, 1) je vnitřńım bodem M , tzn.

int[0, 1) = (0, 1).

©

2.10 Rozš́ı̌rená množina reálných č́ısel

Množinu reálných č́ısel je možno smysluplně rozš́ı̌rit ještě o dva prvky. Budeme jim ř́ıkat
plus nekonečno a mı́nus nekonečno a značit symboly +∞ a −∞. Pro jednoduchost bu-
deme zkráceně mı́sto +∞ psát prostě ∞ a nazývat jen nekonečno (v našem kurzu si to
můžeme dovolit, ale např. v kurzu funkce komplexńı proměnné se setkáme s

”
komplexńım“

nekonečnem, které se znač́ı symbolem ∞, a je odlǐsné od našeho +∞). Přitom množinu

R∗ = R ∪ {∞,−∞}

budeme nazývat rozš́ıřenou reálnou osou nebo rozš́ıřenou množinou reálných č́ısel. Smyslu-
plnost této definice oceńıme až v daľśıch kapitolách. Dále je třeba rozš́ı̌rit základńı

”
operace“

a relaci uspořádáńı z R na R∗. Podobně s výhodou rozš́ı̌ŕıme pojem okoĺı reálného č́ısla i pro
body ∞, −∞. Reálným č́ısl̊um budeme ř́ıkat vlastńı č́ısla, prvk̊um ∞ a −∞ budeme ř́ıkat
nevlastńı č́ısla.

Poznámka 2.60

(a) Rozšǐrme definici sč́ıtáńı na R∗ takto:

• je-li a ∈ R, pak a+∞ =∞+ a =∞, a−∞ = −∞+ a = −∞,

• ∞+∞ =∞,

• −∞+ (−∞) = −∞−∞ = −∞.

Definici násobeńı a umocňováńı rozš́ı̌ŕıme tato:

• je-li a ∈ R, a > 0, pak a · ∞ =∞ · a =∞, a · (−∞) = (−∞) · a = −∞,

• je-li a ∈ R, a < 0, pak a · ∞ =∞ · a = −∞, a · (−∞) = (−∞) · a =∞,

• ∞ ·∞ = (−∞) · (−∞) =∞, ∞ · (−∞) = −∞ ·∞ = −∞,

• je-li n ∈ N, pak ∞n =∞, (−∞)n = (−1)n∞,

Odč́ıtáńı a děleńı definujeme takto:

• je-li a ∈ R, pak a−∞ = −∞− a = −∞, ∞− a = a− (−∞) =∞,

• ∞− (−∞) =∞, −∞−∞ = −∞,

• je-li a ∈ R, pak a/∞ = a/(−∞) = 0.

Absolutńı hodnotu nevlastńıch č́ısel definujeme jako

| ±∞| =∞.

(b) Výsledky aritmetických operaćı nevlastńıch č́ısel jsme neučinili libovolně ale ze zcela
konkrétńıch d̊uvod̊u – kv̊uli jednodušš́ı formulaci Vět 3.60 a 5.43.
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(c) Důležité je také zmı́nit výrazy, jejichž výsledky nedefinujeme – ř́ıkáme jim neurčité.

• ∞+ (−∞), −∞+∞, ∞−∞, −∞+∞,

• 0 · (±∞), ±∞ · 0,

• ±∞±∞ , ∓∞±∞ .

Poznámka 2.61 Předchoźı definici výraz̊u s nevlastńımi č́ısly (a neurčité výrazy) si lze
snadno zapamatovat takto: Pod bodem ∞ si lze představovat obrovské č́ıslo a pod −∞ si
lze představovat obrovské záporné č́ıslo. Pak a +∞ lze chápat jako součet nějakého č́ısla
a obrovského č́ısla, což dá obrovské č́ıslo, apod. Tato úvaha ovšem selhává u neurčitých
výraz̊u. Např. neurčitý výraz ∞−∞ je problematický v tom, že odečteńım dvou velkých
obrovských č́ısel můžeme dostat cokoliv, podle toho,

”
jak se od sebe ta č́ısla lǐśı“ – výsledek

může být nula, stejně tak jako to může být obrovské č́ıslo či cokoliv jiného. Přesný d̊uvod
zavedeńı aritmetických operaćı pro nevlastńı č́ısla a d̊uvod existence nevlastńıch výraz̊u si
ukážeme v kapitole o posloupnostech reálných č́ısel.

Rozš́ı̌rit můžeme také relaci uspořádáńı na R∗ a to takto:

• je-li a ∈ R, definujeme −∞ ≤ a ≤ ∞,

• −∞ ≤ ∞.

Tato rozš́ı̌rená relace je relaćı uspořádáńı na R∗, které je nav́ıc úplné a budeme ji značit
stejným znakem ≤ i když jde vlastně o jinou o relaci. Protože pro každé a ∈ R plat́ı a 6=∞,
a 6= −∞, −∞ 6=∞, plat́ı i ostré nerovnosti: −∞ < a <∞ pro každé a ∈ R a −∞ <∞.

Poznámka 2.62 Je tedy d̊uležité si uvědomit, že v této chv́ıli tu máme dvě r̊uzné úplně
uspořádané množiny, a to (R,≤) a (R∗,≤) Přitom úplně uspořádaná množina (R∗,≤)
má nejmenš́ı i největš́ı prvek: −∞ a ∞. Proto tedy každá podmnožina R∗ je ohraničená
(tedy i každá podmnožina R) vzhledem k této

”
rozš́ı̌rené“ relaci uspořádáńı. Jestliže se bu-

deme dále vyjadřovat o ohraničenosti podmnožiny reálných č́ısel budeme t́ım vždy rozumět
ohraničenost vzhledem k relaci uspořádáńı na R.

Nyńı můžeme rozš́ı̌rit pojem suprema a infima v R∗ i pro neohraničené množiny.

Definice 2.63 Necht’ ∅ 6= M ⊂ R.

• Je-li M neohraničená shora (v R), definujeme supM =∞.

• Je-li M neohraničená zdola (v R), definujeme inf M = −∞.

Poznámka 2.64 Definice 2.63 by nás neměla překvapit. Supremum množiny ohraničené
shora (v R) jsme definovali jako nejmenš́ı horńı závoru této množiny. Oproti tomu neo-
hraničené množiny (v R) nemaj́ı v R horńı závoru, ovšem ∞ ∈ R∗ je závora každé množiny
reálných č́ısel. Je-li taková množina neohraničená v R, pak ∞ je jedinou, tedy nejmenš́ı
horńı závorou (v R∗). Definice 2.63 nám v budoucnu umožńı elegantněǰśı formulaci vět.

Cvičeńı 2.65 Dokažte: Je-li ∅ 6= M ⊂ N ⊂ R, pak

supM ≤ supN a inf M ≥ inf N.

Nakonec ještě zavedeme pojem okoĺı a redukovaného okoĺı nevlastńıch bod̊u.
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Definice 2.66 Necht’ ε ∈ R, ε > 0. Množinu

Uε(∞) =

(
1

ε
,∞
)

nazýváme ε-okoĺım bodu ∞. Množinu

Rε(∞) = Uε(∞)

nazýváme redukovaným ε-okoĺım bodu ∞. Množinu

Uε(−∞) =

(
−∞,−1

ε

)
nazýváme ε-okoĺım bodu −∞. Množinu

Rε(−∞) = Uε(−∞)

nazýváme redukovaným ε-okoĺım bodu −∞.

Cvičeńı 2.67 Dokažte, že pro a ∈ R∗, ε1, ε2 ∈ R taková, že 0 < ε1 ≤ ε2, plat́ı

Uε1(a) ⊂ Uε2(a) a Rε1(a) ⊂ Rε2(a).

Věty 2.53 a 2.54 je možné zobecnit i pro okoĺı č́ısel z R∗.

Věta 2.68.

(i) Necht’ a ∈ R∗, ε1, ε2 ∈ R, ε1, ε2 > 0. Pak

Uε1(a) ∩ Uε2(a) = Umin{ε1,ε2}(a) a Rε1(a) ∩Rε2(a) = Rmin{ε1,ε2}(a),

tzn. pr̊unik dvou (redukovaných) okoĺı stejného bodu z R∗ je opět (redukované) okoĺı
tohoto bodu.

(ii) Necht’ a, b ∈ R∗, a < b. Pak existuj́ı U(a) a U(b) taková, že

U(a) ∩ U(b) = ∅,

a nav́ıc plat́ı
∀x ∈ U(a) ∀y ∈ U(b) : x < y.

D̊ukaz. ad (i): Uvažujme dvě okoĺı Uε1(a), Uε2(a), přitom předpokládejme, že 0 < ε1 ≤ ε2
(pokud to neplat́ı, přeznač́ıme ε1 za ε2), tzn. ε1 = min{ε1, ε2}. Pak podle Cvičeńı 2.67 plat́ı
Uε1(a) ⊂ Uε2(a) a tedy

Uε1(a) ∩ Uε2(a) = Uε1(a).

Stejně dokážeme pro redukovaná okoĺı.
ad (ii): Opět vzhledem k Větě 2.54 stač́ı dokázat př́ıpad, kdy a nebo b je nevlastńı. Necht’

a ∈ R a b =∞. Za poloměr okoĺı bodu a si můžeme zvolit kladné č́ıslo ε tak, aby a+ ε > 0,
a za poloměr okoĺı bodu ∞ zvolme

δ =
1

a+ ε
.
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Pak totiž a+ε = 1
δ a tedy Uε(a) a Uδ(∞) jsou disjunktńı. Podobnou úvahu můžeme provést

v př́ıpadě, že a ∈ R a b = −∞. Necht’ nyńı a = −∞, b =∞. Pak z Definice 2.66 automaticky
plyne Uε(−∞) ∩ Uε(∞) = ∅, at’ už ε zvoĺıme jakkoliv. Nerovnost mezi prvky jednotlivých
okoĺı plyne z uvedené konstrukce. 2

Poznámka 2.69

(a) Z Věty 2.68 vid́ıme, že se k okoĺım bod̊u můžeme chovat stejně, nezávisle na tom,
zda jde o okoĺı bod̊u vlastńıch či nevlastńıch. V daľśıch kapitolách tohoto skripta
toho budeme velmi využ́ıvat – podstatně se zkrát́ı d̊ukazy spousty vět, protože nebýt
tohoto jednotného značeńı, v d̊ukazech by se musely vyšetřovat př́ıpady pro vlastńı
a nevlastńı body zvlášt’.

(b) V př́ıpadě potřeby lze definovat jednostranná okoĺı nevlastńıch bod̊u takto: U+(−∞) =
U(−∞), R+(−∞) = R(−∞), U−(∞) = U(∞) a R−(∞) = R(∞). Ostatńı jedno-
stranná okoĺı zjevně nemaj́ı smysl.



Kapitola 3

Posloupnosti reálných č́ısel

Ústředńım pojmem matematické analýzy je pojem reálné funkce a jej́ı limity. Ten druhý
pojem je poměrně komplikovaný na pochopeńı – podrobně se s ńım seznámı́me v kapitole 4.
Abychom postupovali od jednodušš́ıho ke složitěǰśımu, nejprve se budeme zabývat jedńım
speciálńım typem reálné funkce reálné proměnné – budeme mu ř́ıkat posloupnost reálných
č́ısel. Na něm si mimo jiné poprvé představ́ıme pojem limity.

3.1 Posloupnost a jej́ı graf

Posloupnost reálných č́ısel je matematickým modelem pro
”
nekonečný uspořádaný seznam

reálných č́ısel“, podrobněji:

• každá položka tohoto seznamu (budeme j́ı ř́ıkat člen posloupnosti) bude oč́ıslovaná
právě jedńım přirozeným č́ıslem (tzv. indexem) – posloupnost bude mı́t prvńı člen,
druhý člen, desátý člen, atd. (odtud ta

”
nekonečnost“),

• zaměńıme-li hodnoty dvou r̊uzných člen̊u, dostáváme jiný seznam (odtud ta
”
uspořá-

danost“).

Obĺıbeným př́ıkladem posloupnosti je třeba následuj́ıćı

1,
1

2
,
1

3
,
1

4
,
1

5
,
1

6
,
1

7
,
1

8
,
1

9
, . . . ,

kde je třeba dodat, že jsme vypsali pouze jej́ıch prvńıch devět člen̊u. Pokud nebude řečeno
jinak, daľśı členy takto zadané posloupnosti budou určeny podle pravidla, na které lze
snadno přij́ıt z již vypsaných člen̊u. Např. zde jde o posloupnost, jej́ıž hodnota n-tého členu
je rovna č́ıslu 1

n (n je nějaké přirozené č́ıslo – budeme mu ř́ıkat index a udává pořad́ı členu).
Aby se předešlo nejasnostem, můžeme tuto posloupnost vyjádřit také takto:

1,
1

2
,
1

3
,
1

4
,
1

5
,
1

6
,
1

7
,
1

8
,
1

9
, . . . ,

1

n
, . . .

kde je jasné, že n-tý člen je roven zlomku 1/n. Tedy např. druhý člen je 1
2 , desátý člen je

1
10 , atd.

Poznámka 3.1 Na středńı škole se studenti setkaj́ı s pojmem konečné posloupnosti – tu
lze chápat jako matematický model konečného seznamu reálných č́ısel. My se v tomto kurzu
budeme zabývat výhradně nekonečnými posloupnosti – právě kv̊uli oné

”
nekonečnosti“; tedy

69
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slovo
”
nekonečný“ budeme vynechávat. Budou nás zaj́ımat jevy, které v konečném př́ıpadě

nenastanou. Zejména nás bude zaj́ımat, co se děje s členy posloupnostmi pro rostoućı index
– přibližuj́ı se k nějaké hodnotě, či ne? Pokud ano, jak to přesně vyjádřit, jak tyto hodnoty
spoč́ıtat, kolik jich může být, a k čemu všemu by to mohlo být dobré?

Nyńı přistupme k formálńı definici posloupnosti.

Definice 3.2 Posloupnost́ı reálných č́ısel rozumı́me zobrazeńı množiny N do množiny R. Je-
li a posloupnost, pak obraz č́ısla n ∈ N v tomto zobrazeńı (tj. č́ıslo a(n)) znač́ıme symbolem
an a nazýváme n-tý člen posloupnosti ; č́ıslu n (což je vlastně prvek z definičńıho oboru
posloupnosti) ř́ıkáme index tohoto členu. Posloupnost se mı́sto jednoho ṕısmena a zapisuje
prostřednictv́ım svých člen̊u, tzn. např {an}∞n=1 (nebo jen {an}) či

a1, a2, a3, . . . , an, . . .

Konkrétńı posloupnost bývá zadána r̊uznými zp̊usoby. Jednou z možnost́ı je zadáńı
výčtem jej́ıch člen̊u, s č́ımž jsme se již setkali hned na začátku kapitoly, např.

1, 2, 5, 8, 10, 40, 5, . . .

kde prvńı člen je č́ıslo 1, třet́ı člen je č́ıslo 5, atd. Nevýhodou tohoto zadáńı je fakt, že
nev́ıme jaké členy dál následuj́ı (to je nepř́ıjemné, protože na těch zbývaj́ıćıch členech bude
záležet nejv́ıce). Proto je tento zp̊usob vhodný v př́ıpadě, že ze zadaných č́ısel je možné
usoudit, jak budou vypadat daľśı členy. Uvažujme tuto posloupnost:
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1
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Odtud je asi jasné, že členy této posloupnosti tvoř́ı skupiny zlomk̊u o stejném jmenovateli
s rostoućım čitatelem. Tedy daľśı členy by měly být 4/5, 1/6, 2/6, 3/6, atd.

Uvažujme dále posloupnost

1,−1, 1,−1, . . . ,

kde vid́ıme mnohem jednodušš́ı pravidlo pro určeńı daľśıch člen̊u: členy s lichým indexem
jsou rovny 1 a členy se sudým indexem jsou rovny −1. To nás může přivést k myšlence, že n-
tý člen této posloupnosti je ve tvaru (−1)n. T́ım se dostáváme k daľśımu (nejpouž́ıvaněǰśımu)
zp̊usobu zápisu posloupnosti – předpisem pro n-tý člen. Mı́sto vypisováńı jednotlivých člen̊u
posloupnosti můžeme (pokud to jde jednoduše) vypsat pouze vzorec k výpočtu n-tého členu
posloupnosti. Např. posledně zmı́něná posloupnost může být zadána takto

{(−1)n}∞n=1.

Tento zp̊usob je úsporněǰśı, ale nemuśı vždy dávat dobrou představu o posloupnosti jako
zadáńı výčtem. Proto se někdy použ́ıvá zp̊usob, ve kterém se kombinuj́ı oba typy. Posledně
zmı́něnou posloupnost lze zapsat takto

−1, 1,−1, 1, . . . , (−1)n, . . . .

Tento zp̊usob kombinuje přesnost a přehlednost s dobrou představou o členech posloupnosti.
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R

0

11
2

1
3

1
4

1
5

1
6

Obrázek 3.1: Členy posloupnosti
{

1
n

}∞
n=1

.

Daľśım použ́ıvaným zp̊usobem jak vyjádřit danou posloupnost je rekurentńı zadáńı.
V tomto př́ıpadě je zadáno prvńıch pár člen̊u společně s pravidlem, pomoćı kterého vypoč́ıtá-
me hodnotu členu posloupnosti v závislosti na několika předchoźıch. Např́ıklad posloupnost

1,−1, 1,−1, . . . , (−1)n, . . .

lze rekurentně zadat třeba takto

a1 = 1, an+1 = −an, n ∈ N.

Proč? Prvńı člen je př́ımo zadán, je roven 1. Druhý člen vypočteme z předpisu an+1 = −an,
kde za n dosad́ıme č́ıslo 1. Dostaneme a2 = a1+1 = −a1 = −1. Třet́ı člen opět vypočteme
dosazeńım do tohoto vzorce pro n = 2, tzn. a3 = a2+1 = −a2 = −(−1) = 1, a takto
pokračujeme dále. Nevýhoda tohoto zp̊usobu spoč́ıvá v tom, že chceme-li spoč́ıtat hodnotu
n-tého členu posloupnosti, je potřeba nejprve určit členy předchoźı.

Př́ıklad 3.3 Velmi známou posloupnost́ı je posloupnost Fibonacciho. Jde o posloupnost,
ke které došel Leonard Pisánský (známý jako Fibonacci) v 13. stolet́ı při popisu vývoje
populace kráĺık̊u za ideálńıch podmı́nek (n-tý člen posloupnosti představuje počet pár̊u
kráĺık̊u v n-tém roce). Tato posloupnost se nejčastěji zadává rekurentně:

a1 = 1, a2 = 1, an+2 = an+1 + an, n ∈ N.

Snadno vypoč́ıtáme několik prvńıch člen̊u této posloupnosti:

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, . . .

Fibonacciho posloupnost lze zadat i pomoćı předpisu, a to5 +
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.

Nevěř́ıte? Ověřte pro prvńıch pár člen̊u! Na tomto př́ıkladu je pěkně vidět, že někdy je
rekurentńı zadáńı lepš́ı (mnohem jednodušš́ı) než předpisem.

Jak si danou posloupnost dobře představit? Nejlépe poslouž́ı vhodný obrázek. Můžeme
si na reálnou př́ımku vykreslit členy dané posloupnosti, např. členy posloupnost {1/n}∞n=1

lze zobrazit jako na Obrázku 3.1. Toto zobrazeńı nám ale nevyjádř́ı pořad́ı člen̊u. To bychom
mohli vylepšit tak jako na Obrázku 3.2. Tento zp̊usob budeme využ́ıvat v př́ıpadech, kdy
konkrétńı hodnoty nejsou d̊uležité. Mnohem přehledněǰśı zp̊usob načrtnut́ı člen̊u posloup-
nosti je pomoćı grafu posloupnosti.

Poznámka 3.4 Protože posloupnost je speciálńı typ zobrazeńı, máme již automaticky
i pojem grafu posloupnosti. Grafem posloupnosti {an}∞n=1 je relace

graf an = {(n, an) : n ∈ N},

tedy množina všech uspořádaných dvojic (index, člen posloupnosti).
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Jestliže jsme si vypoč́ıtali prvńıch pár člen̊u dané posloupnosti, je velmi výhodné na-
kreslit si jej́ı graf. Má to ovšem stejnou nevýhodu jako zapsáńı výčtem – nejsme schopni
zobrazit všechny členy posloupnosti (vlastně nikdy nenakresĺıme graf celý, pouze jeho část).
Nicméně je vřele doporučováno kreslit si grafy posloupnost́ı kv̊uli lepš́ı představě.

Př́ıklad 3.5 Nakreslete graf posloupnosti
{

1
n

}∞
n=1

.

Řešeńı. Graf posloupnosti vykresĺıme tak, že na horizontálńı osu vynáš́ıme přirozená č́ısla
(body definičńıho oboru posloupnosti) a na vertikálńı osu reálná č́ısla (funkčńı hodnoty
posloupnosti, tedy členy posloupnosti) – viz Obrázek 3.3. ©

3.2 Monotónńı a ohraničené posloupnosti

U posloupnost́ı nás hodně zaj́ımá to, jak se vyv́ıjej́ı členy posloupnosti s rostoućı indexem.
Nejprve nás bude zaj́ımat, zda je tento vývoj

”
stejným směrem“ – tzv. monotónńı. A protože

člen̊u posloupnosti je nekonečně mnoho, bude nás také zaj́ımat, zda jej́ı členy tvoř́ı omezenou
množinu.

Definice 3.6 Posloupnost {an}∞n=1 se nazývá

• rostoućı, jestliže ∀n ∈ N : an < an+1,

• klesaj́ıćı, jestliže ∀n ∈ N : an > an+1,

• neklesaj́ıćı, jestliže ∀n ∈ N : an ≤ an+1,

• nerostoućı, jestliže ∀n ∈ N : an ≥ an+1.

Souhrnně se takovým posloupnostem ř́ıká monotónńı posloupnosti; posloupnostem ros-
toućım a klesaj́ıćım se nav́ıc ř́ıká ryze monotónńı.

Poznámka 3.7

• Pojem monotónńı posloupnosti je velmi intuitivńı. Např́ıklad rostoućı posloupnost je
podle definice taková, jej́ıž každý člen je větš́ı než předcházej́ıćı.

• Na otázku monotónnosti lze jednoduše odpovědět pohledem na graf posloupnosti.
Pod́ıváme-li se na Obrázek 3.3, můžeme odhadnout, že daná posloupnost je klesaj́ıćı.
Můžeme ale jen hádat. Důvod je pořád stejný: Nikdy nenakresĺıme graf celý, jen
jeho část. Zdá-li se nám podle části grafu posloupnost třeba rostoućı, nemáme úplnou
jistotu, že tento trend bude zachován, protože třeba od stého členu může posloupnost

”
zač́ıt klesat“. Třeba graf posloupnosti

{n(20− n)}∞n=1

R

0

a1a2a3a4a5

Obrázek 3.2: Členy posloupnosti {an}∞n=1, kde an = 1
n , n ∈ N.
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n

an

1 2 3 4 5 6 7 8 9

a1
(1, a1)

a2
(2, a2)

a3
(3, a3)

Obrázek 3.3: Graf posloupnosti
{

1
n

}∞
n=1

.

n1 2 3 4 5 6 7

19
36
51
64
75

Obrázek 3.4: Graf posloupnosti {n(20− n)}∞n=1.

můžeme vidět na Obrázku 3.4. Z něj bychom mohli mylně usoudit, že jde o rostoućı
posloupnost kladných č́ısel. Ale třeba jej́ı dvacátý člen je nulový. Tedy rostoućı tato
posloupnost být rozhodně nemůže. Fakt, zda posloupnost je či neńı monotónńı, je
vždy potřeba dokázat podle definice – viz Př́ıklad 3.8.

Př́ıklad 3.8 Vyšetřete monotónnost následuj́ıćıch posloupnost́ı:

(a)
{
n
2n

}∞
n=1

, (b)
{
n
√

3
}∞
n=1

, (c) {(−1)n}∞n=1.

Řešeńı. Nejprve je třeba rozhodnout, jaká by posloupnost mohla být – podle prvńıch pár
člen̊u této posloupnosti. Pokud se budou členy s rostoućım indexem zvětšovat, má smysl
pokusit se dokázat, že posloupnost je neklesaj́ıćı (nebo dokonce rostoućı). Jestliže např.
zjist́ıme, že

”
nejprve členy rostou a pak klesaj́ı“, nemůže j́ıt o monotónńı posloupnost.

ad (a): Spočtěme nejprve prvńıch pár člen̊u. Plat́ı{ n
2n

}∞
n=1

:
1

2
,
1

2
,
3

8
,
1

4
,

5

32
, . . .

Odtud by se mohlo jevit, že posloupnost by mohla být nerostoućı (nikoliv klesaj́ıćı – a to
kv̊uli rovnosti prvńıch dvou člen̊u). Dokažme tedy, že pro každé n ∈ N plat́ı nerovnost

n+ 1

2n+1
≤ n

2n
.

Vynásobeńım této nerovnosti výrazem 2n+1 a po daľśıch ekvivalentńıch úpravách dostáváme
nerovnost n ≥ 1. Tato nerovnost plat́ı pro všechna n ∈ N, tedy posloupnost je skutečně
nerostoućı.
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ad (b): Vypoč́ıtat prvńıch pár člen̊u bez výpočetńı techniky by bylo obt́ıžněǰśı. Prvńı člen
je zřejmě roven 3 a druhý člen je roven č́ıslu jehož druhá mocnina je rovna 3. To bude
zřejmě č́ıslo menš́ı než 3. Třet́ı člen by mohl být ještě menš́ı. Ověřme tedy naši hypotézu,
že posloupnost je klesaj́ıćı. Stač́ı ověřit, že pro všechna n ∈ N plat́ı

n+1
√

3 <
n
√

3.

Obě strany této nerovnosti můžeme např́ıklad umocnit na n(n+1), následně podělit kladným
výrazem 3n a dostáváme zřejmě pravdivou nerovnost 1 < 3 (nebo mı́sto umocňováńı jed-
noduše zlogaritmujeme). Ta vskutku plat́ı pro všechna přirozená n (n se ani na jedné straně
totiž nevyskytuje), tedy posloupnost je klesaj́ıćı.
ad (c): Vypočtěme nejprve prvńıch pár člen̊u

{(−1)n}∞n=1 : −1, 1,−1, 1,−1, . . .

Po výpočtu prvńıch dvou člen̊u této posloupnosti lze usoudit, že pokud je posloupnost
monotónńı, může být jedině nerostoućı (dokonce i klesaj́ıćı) – tzn. splňuje podmı́nku an+1 ≤
an pro všechna n ∈ N. Ovšem po výpočtu třet́ıho členu docháźıme k závěru, že ani to neplat́ı,
protože nerovnost neńı splněna již pro n = 2. Tedy posloupnost neńı monotónńı. ©

Daľśı d̊uležitou vlastnost́ı posloupnosti je jej́ı ohraničenost. Tu definujeme jakožto ohra-
ničenost množiny jej́ıch člen̊u.

Definice 3.9 Posloupnost {an}∞n=1 se nazývá zdola ohraničená/shora ohraničená/ohrani-
čená/neohraničená, je-li takový jej́ı obor hodnot (tzn. množina jej́ıch člen̊u). Posloupnost
se nazývá zdola neohraničená, neńı-li zdola ohraničená. Posloupnost se nazývá shora neo-
hraničená, neńı-li shora ohraničená (mı́sto slova

”
ohraničená“ lze použ́ıt slovo

”
omezená“).

Supremum/infimum posloupnosti {an}∞n=1 definujeme jako supremum/infimum množiny
jej́ıch člen̊u, znač́ıme sup an/inf an. Existuje-li největš́ı/nejmenš́ı prvek množiny člen̊u po-
sloupnosti {an}∞n=1, ř́ıkáme mu nejvěťśı/nejmenš́ı člen posloupnosti {an}∞n=1 a znač́ıme
max an/min an.

Př́ıklad 3.10

1. Posloupnost {n}∞n=1 má množinu svých člen̊u rovnu {1, 2, . . .} tedy množině všech
přirozených č́ısel. Tato množina je shora neohraničená. Tedy podle Definice 3.9 je
i posloupnost {n}∞n=1 neohraničená shora. Dále, protože N je ohraničená zdola (např.
č́ıslem 1), je tato posloupnost ohraničená zdola (rovněž č́ıslem 1). Zřejmě tedy plat́ı,
že maxn neexistuje a

inf n = minn = 1, supn =∞.

2. Posloupnost {1/n}∞n=1 je ohraničená, protože množina jej́ıch prvk̊u { 1n : n ∈ N} je
ohraničená (zdola č́ıslem 0 a shora č́ıslem 1). Plat́ı, že min 1

n neexistuje,

sup
1

n
= max

1

n
= 1, inf

1

n
= 0.

3. Posloupnost {(−1)n}∞n=1 má dvouprvkovou množinu člen̊u, konkrétně je to množina
{1,−1}. Ta je evidentně ohraničná, takže to samé můžeme ř́ıct i o posloupnosti. Zřejmě

max(−1)n = sup(−1)n = 1, min(−1)n = inf(−1)n = −1.
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4. Posloupnost {(−1)nn}∞n=1 je neohraničená zdola i shora. Tedy min(−1)nn ani max(−1)nn
neexistuj́ı a

sup(−1)nn =∞, inf(−1)nn = −∞.

Ověřte!

Definice 3.11 Posloupnosti, jej́ıž obor hodnot je jednoprvková množina, se ř́ıká konstantńı
(nebo stacionárńı).

Poznámka 3.12 Mělo by být jasné, že konstantńı posloupnost neńı ani rostoućı ani klesaj́ı-
ćı, ale přitom je neklesaj́ıćı a zároveň nerostoućı. Dále, konstantńı posloupnost je ohraničená.

Cvičeńı 3.13

1. Vypočtěte prvńı čtyři členy Fibonacciho posloupnosti z Př́ıkladu 3.3 pomoćı jej́ıho
předpisu.

2. Dokažte, že posloupnost {an}∞n=1 je ohraničená právě tehdy, když existuje K ∈ R,
K > 0 tak, že

∀n ∈ N : |an| ≤ K.

3. Dokažte, že každá nerostoućı posloupnost je ohraničená shora a každá neklesaj́ıćı
posloupnost je ohraničená zdola!

4. Vyšetřete ohraničenost a monotónnost následuj́ıćıch posloupnost́ı:

(a)
{
n2
}∞
n=1

,

(b) { 3
√
n}∞n=1,

(c)
{

1
n

}∞
n=1

,

(d) {2n}∞n=1,

(e)
{(

1
3

)n}∞
n=1

,

(f) {nα}∞n=1 vzhledem k α ∈ R,

(g) {qn}∞n=1 vzhledem k q ∈ R,

(h) { n
√
a}∞n=1 vzhledem k a > 0.

3.3 Definice limity posloupnosti

Limita posloupnosti je ústředńım pojmem matematické analýzy. Pochopeńı tohoto pojmu je
zásadńı, ovšem pro začátečńıka ne zrovna nejjednodušš́ı. Důvodem je také to, že definice je
ve formě testu, kde se vyskytuje výrok se třemi za sebou jdoućımi kvantifikátory odlǐsného
typu, což začátečńık velmi těžko udrž́ı v hlavě současně. Tato zátěž zde bude zmı́rněna
definováńım pomocného pojmu, který umožńı proces pochopeńı rozdělit do dvou snáze
zvládnutelných krok̊u.

Definice 3.14 Necht’ V (n) je výroková funkce s volnou proměnnou n ∈ N. Řekneme,
že

”
V (n) plat́ı pro skoro všechna n ∈ N“ (zkráceně:

”
pro s.v.“) neboli

”
V (n) plat́ı pro

dostatečně velká n“, jestliže existuje n0 ∈ N tak, že pro všechna n ∈ N, n ≥ n0 plat́ı výrok
V (n), tzn.

∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 : V (n).

Je to tedy jakási forma obecného kvantifikátoru pro přirozená č́ısla. K jeho pochopeńı
je vhodné věnovat mu nějaký čas.
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Př́ıklad 3.15 Dokažte, že plat́ı

2n > 10 pro s.v. n ∈ N.

Řešeńı. Již graf posloupnosti {2n}∞n=1 nás může utvrdit v tom, že toto tvrzeńı je pravdivé
(kreslete!). Dokažme to. Snadno lze spoč́ıtat, že 24 = 16 > 10, tzn. naše nerovnost plat́ı pro
alespoň n = 4. Protože {2n}∞n=1 je také rostoućı (dokažte!), pro všechna n ≥ 4 plat́ı

2n ≥ 24 > 10,

tzn. nerovnost 2n > 10 plat́ı poč́ınaje č́ıslem n0 = 4. Nav́ıc, protože 23 = 8 ≤ 10, č́ıslo čtyři
je nejmenš́ı přirozené č́ıslo, které lze za n0 zvolit. To ale pro nás neńı d̊uležité, podstatná je
pouhá existence takového n0! ©

Lemma 3.16. Necht’ a ∈ R. Pak n > a pro s.v. n ∈ N.

D̊ukaz. Podle Archimedova axiomu existuje n0 ∈ N splňuj́ıćı n0 > a. Pro všechna n ∈ N,
n ≥ n0 zřejmě podle tranzitivity nerovnosti také plat́ı n > a. 2

Př́ıklad 3.17 Dokažte, že pro každé ε ∈ R, ε > 0 plat́ı

1

n
< ε pro s.v. n ∈ N.

Řešeńı. Zvolme ε ∈ R, ε > 0 libovolně. Nerovnost v dokazovaném tvrzeńı je pro každé n ∈ N
ekvivalentńı s nerovnost́ı

n >
1

ε
.

Ta podle Lemmatu 3.16 plat́ı pro s.v. n ∈ N (dosad́ıme-li a = 1/ε). ©

Př́ıklad 3.18 Zjistěte, zda je pravdivý výrok
”
pro skoro všechna n ∈ N plat́ı, že n je sudé

č́ıslo“.

Řešeńı. Předpokládejme, že výrok je pravdivý a n0 je index z Definice 3.14. Pak n0 je sudé
nebo neńı sudé. Pokud by n0 bylo sudé, pak výrok

”
n0 + 1 je sudé č́ıslo“ neńı pravdivý a

pokud n0 by bylo liché, pak zase výrok
”
n0 je sudé č́ıslo“ neńı pravdivý. Dostáváme se tak

do sporu s předpokladem. Výrok tedy neńı pravdivý. ©

Cvičeńı 3.19 Zjistěte, které z nerovnost́ı plat́ı pro skoro všechna n ∈ N (v kladném př́ıpadě
určete n0 z Definice 3.14):

(a) lnn > 10, (b) en < 5, (c) n! > 1000.

Nyńı se pojd’me konečně pod́ıvat na pojem limity posloupnosti. Souviśı předevš́ım s vývojem
hodnot člen̊u posloupnosti s č́ım dál větš́ım indexem. A proč? Důvod̊u je celá řada. Za
všechny uved’me tento jednoduchý př́ıklad.
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n

an

1 2 3 4 5 6 7 8 9

√
2

Obrázek 3.5: Graf posloupnosti {an}∞n=1 z Př́ıkladu 3.20.

Př́ıklad 3.20 Uvažujme posloupnost {an}∞n=1 zadanou rekurentně:

a1 = 1, an+1 =
1

2
+ an −

1

4
a2n, n ∈ N.

Vypočtěme pár prvńıch člen̊u (zaokrouhlené na prvńı 4 mı́sta za desetinnou tečkou):

1, 1.25, 1.3594, 1.3974, 1.4092, 1.4127, 1.4138, 1.4141, 1.4142, 1.4142, . . .

Vid́ıme, že devátý a desátý člen vypadaj́ı stejně, a kdybychom vypsali daľśı, zjistili bychom,
že jsou úplně stejná. To plat́ı samozřejmě proto, že nevid́ıme daľśı platné č́ıslice. Kdybychom
si vypsali tato č́ısla s v́ıce desetinnými mı́sty, zjist́ıme, že od 30-tého členu maj́ı prvky této
posloupnost hodnoty cifer na prvńıch patnácti desetinných mı́stech tyto:

an
.
= 1.414213562373095, n ≥ 30.

Umocńıme-li třicátý člen na druhou, dostáváme

a230
.
= 1.9999999999999996.

Neńı to náhoda. Zadáńı naš́ı posloupnost́ı lze chápat jako zp̊usob, pomoćı kterého poč́ıtáme
přibližně č́ıslo

√
2 a tedy č́ıslo

|an −
√

2|

lze chápat jako velikost chyby, které se dopoušt́ıme – č́ım menš́ı je toto č́ıslo, t́ım větš́ı je
přesnost. V tomto př́ıpadě tvrd́ıme, že se členy této posloupnosti

”
neomezeně přibližuj́ı“

k přesné hodnotě
√

2. Co se t́ım mysĺı přesně?

Neomezeným přibližováńım člen̊u an k
√

2 rozumı́me fakt, že když si zvoĺıme libo-
volně malé kladné č́ıslo ε, pak n-tý člen posloupnosti {an}∞n=1 má od

√
2 vzdálenost menš́ı

než předepsané ε, a to
”
pro všechna n dostatečně velká“, což přesně vyjadřujeme kvanti-

fikátorem
”
pro s.v. n ∈ N“. Tedy celkově: pro každé ε > 0 plat́ı |an −

√
2| < ε pro s.v.

n ∈ N. Graf posloupnosti společně
”
s jej́ı limitou“ najdete na Obrázku 3.5. ©

Nyńı konečně přistupme k samotné definici limity posloupnosti – pro jednoduchost nej-
prve uvedeme vlastńı limitu. Půjde o hodnotu (reálné č́ıslo), ke kterému se členy posloup-
nosti s rostoućım indexem neomezeně přiblǐzuj́ı.

Zobecńıme tedy úvahy z Př́ıkladu 3.20 takto: Posloupnost {an}∞n=1 se neomezeně přibli-
žuje k reálnému č́ıslu L právě tehdy, když pro libovolně malé kladné ε plat́ı, že vzdálenost
an od L je menš́ı než ε pro skoro všechna n ∈ N. Č́ıslu L budeme ř́ıkat limita posloupnosti.
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n

an

1 2 3 4 5 6 7 8 9

L

L− ε

L+ ε

n0

Obrázek 3.6: Definice vlastńı limity.

Definice 3.21 Řekneme, že L ∈ R je vlastńı limitou posloupnosti {an}∞n=1 jestliže ke
každému ε ∈ R, ε > 0 plat́ı nerovnost |an − L| < ε pro skoro všechna n ∈ N. Hodnotu
limity posloupnosti (tzn. č́ıslo L) budeme značit symbolem lim

n→∞
an. O posloupnosti, která

má vlastńı limitu, ř́ıkáme, že je konvergentńı.

Poznámka 3.22

• Okamžitě z Definice 3.21 plyne, že lim
n→∞

an = L právě tehdy, když lim
n→∞

|an − L| = 0

(ověřte!) To by nás v souvislosti s motivačńımi úvahami nemuselo nijak překvapit.

• Bez pojmu
”
s.v. n ∈ N“ lze výrok z definice limity zapsat takto:

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 : |an − L| < ε.

což čteme
”
pro každé kladné reálné ε existuje přirozené n0 takové, že pro všechna

přirozená č́ısla n větš́ı nebo rovna n0, plat́ı |an−L| < ε“. Tento zp̊usob zápisu budeme
použ́ıvat v konkrétńıch př́ıkladech. Tento výrok je třeba pochopit – zejména umět
nakreslit na obrázku (a ve správném pořad́ı) – viz Obrázek 3.6.

• Při motivováńı pojmu limita jsme uvažovali př́ıklady posloupnost́ı, jejichž členy ne-
nabyly hodnoty své limity. To ovšem neznamená, že k tomu doj́ıt nemůže. Uvažujme
např́ıklad konstantńı posloupnost {1}∞n=1, která má všechny členy rovny č́ıslu 1. Limita
takovéto posloupnosti existuje a je rovna č́ıslu 1 – viz Př́ıklad 3.34.

• Existuj́ı i posloupnosti, které nemaj́ı limitu (např. {(−1)n}∞n=1).

Př́ıklad 3.23 Dokažte, že

lim
n→∞

1

n
= 0.

Řešeńı. Dokažme nyńı, že náš tip na hodnotu limity posloupnosti {1/n}∞n=1 souhlaśı s De-
finićı 3.21. Budeme tedy dokazovat pravdivost výroku: pro každé ε > 0 plat́ı nerovnost

1

n
< ε pro s.v. n ∈ N.

To jsme již ovšem dokázali v Př́ıkladu 3.17. ©
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Př́ıklad 3.24 Dokažte, že

lim
n→∞

1

2n
= 0.

Řešeńı. At’ už vyṕı̌seme prvńıch pár člen̊u nebo načrtneme graf posloupnosti, vid́ıme, že by
dokazovaná rovnost platit měla. Zvolme ε > 0 libovolně. Máme dokázat, že nerovnost∣∣∣∣ 1

2n
− 0

∣∣∣∣ < ε

plat́ı pro s.v. n ∈ N. Posledńı nerovnost si ekvivalentńımi úpravami lze přepsat (proved’te)
na

n > − log2 ε.

Tato nerovnost ovšem pro s.v. n ∈ N plat́ı podle Lemmatu 3.16, kde stač́ı položit a = − log2 ε.
©

Př́ıklad 3.25 Dokažte, že

lim
n→∞

(−1)n

n
= 0.

Řešeńı. Zvolme ε > 0 libovolně. Máme dokázat, že nerovnost∣∣∣∣(−1)n

n
− 0

∣∣∣∣ < ε

plat́ı pro s.v. n ∈ N. Protože |(−1)n/n| = 1/n pro n ∈ N, výrok je pravdivý (podle
Př́ıkladu 3.23). ©

Př́ıklad 3.26 Dokažte, že posloupnost {an}∞n=1 daná předpisem

an =

{
1
n pro n sudé,
1
2n pro n liché

má limitu rovnu nule.

Řešeńı. Posloupnost je zadaná trochu jinak než jsme zvykĺı, proto si pro jistotu vypǐsme
prvńıch několik člen̊u:

1

2
,
1

2
,
1

6
,
1

4
,
1

8
,
1

5
,

1

12
,
1

7
,

1

16
, . . .

Odtud vid́ıme, že posloupnost neńı klesaj́ıćı ani nerostoućı, ale celkově se členy č́ım dál
přibližuj́ı k nule – viz Obrázek 3.7. Zvolme ε > 0 libovolně. Pak podle Archimedova axiomu
(viz Př́ıklad 3.23) existuje n0 ∈ N takové, že

1

n0
< ε.

Pak pro každé n ≥ n0 plat́ı jedna z možnost́ı:
(a) n je sudé: Pak

|an − 0| =
∣∣∣∣ 1n − 0

∣∣∣∣ =
1

n
≤ 1

n0
< ε.
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n

an

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1

Obrázek 3.7: Graf posloupnosti {an}∞n=1 z Př́ıkladu 3.26.

(b) n je liché: Pak

|an − 0| =
∣∣∣∣ 1

2n
− 0

∣∣∣∣ =
1

2n
<

1

n
≤ 1

n0
< ε.

V obou př́ıpadech dostáváme, že |an − 0| < ε pro všechna n ≥ n0. ©

Nyńı uvažujme posloupnost {2n}∞n=1. Jde o posloupnost rostoućı, přitom jej́ı r̊ust ne-
naznačuje, že by se členy s rostoućım indexem přibližovaly k nějakému reálnému č́ıslu, ale
naopak č́ım dál se zvětšuj́ı – a to neomezeně. Podobně členy posloupnosti {−2n}∞n=1 se
s rostoućım indexem neomezeně zmenšuj́ı, přitom tato posloupnost asi také nemá vlastńı
limitu. Podobně, jako tomu bylo u vlastńı limity, chceme přesně vyjádřit fakt, že se členy po-
sloupnosti s rostoućım indexem neomezeně zvěťsuj́ı resp. neomezeně zmenšuj́ı. Inspirováni
Definićı 3.21 zkusme přesně zformulovat, co mysĺıme větou

”
členy posloupnosti se neomezeně

zvětšuj́ı při rostoućım indexu“. Opět můžeme vźıt nějakou posloupnost, která tuto vlastnost
nemá, např. {1− 1/n}∞n=1. Snadno dokážeme, že jde o posloupnost rostoućı, ale přesto se
jej́ı členy neomezeně nezvětšuj́ı – plat́ı totiž 1 − 1/n < 1 pro všechna n ∈ N. Podobnou
úvahu lze provést pro posloupnost {2− 1/n}∞n=1 a daľśı podobné. V těchto př́ıpadech vždy
najdeme horńı mez, kterou posloupnost nepřekroč́ı. Naopak, členy posloupnosti {2n}∞n=1 se
budou s rostoućım indexem neomezeně zvětšovat: pokud vezmeme jakkoliv velké č́ıslo, muśı
členy dané posloupnosti od jistého indexu být větš́ı než toto č́ıslo. To lze zapsat jako:

”
pro

každé K ∈ R plat́ı nerovnost an > K pro s.v. n ∈ N“. K podobnému tvrzeńı docháźıme při
neomezeném zmenšováńı.

Definice 3.27 Necht’ {an}∞n=1 je posloupnost reálných č́ısel.

(a) Řekneme, že {an}∞n=1 má nevlastńı limitu ∞, jestliže pro každé K ∈ R plat́ı nerovnost
an > K pro s.v. n ∈ N, neboli

∀K ∈ R ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 : an > K. (3.1)

Tento fakt znač́ıme lim
n→∞

an =∞ a ř́ıkáme, že posloupnost diverguje k ∞.

(b) Řekneme, že {an}∞n=1 má nevlastńı limitu −∞, jestliže pro každé K ∈ R plat́ı nerov-
nost an < K pro s.v. n ∈ N, neboli

∀K ∈ R ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 : an < K.

Tento fakt znač́ıme lim
n→∞

an = −∞ a ř́ıkáme, že posloupnost diverguje k −∞.
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n

an

1 2 3 4 5 6 7 8 9

K

n0

Obrázek 3.8: Definice nevlastńı limity ∞
.

Poznámka 3.28 Podobně jako u vlastńı limity, je potřeba zcela pochopit výroky v Definici
3.27. Např. výrok (3.1) lze ilustrovat Obrázkem 3.8.

Př́ıklad 3.29 Dokažte, že

lim
n→∞

2n =∞.

Řešeńı. Podle Definice 3.27 máme ukázat, že k libovolně zvolenému K ∈ R plat́ı

2n > K pro s.v. n ∈ N.

Necht’K je nějaké reálné č́ıslo. Naše strategie bude stejná jako při dokazováńı limit vlastńıch.
Ekvivalentńımi úpravami lze převést posledně zmı́něnou nerovnost na nerovnost ve tvaru

n > . . .

(přitom na pravé straně této nerovnosti se n samozřejmě nevyskytuje) a poté použ́ıt Lemma
3.16. K tomu ćıli nás možná hned napadne zlogaritmovat nerovnost o základu 2, č́ımž
dostaneme nerovnost v požadovaném tvaru n > log2K. Nesmı́me však zapomenout na to,
že K je libovolné reálné č́ıslo, a přitom logaritmovat můžeme pouze kladná č́ısla. Rozdělme
náš d̊ukaz na dva př́ıpady:

• K > 0: V tomto př́ıpadě je nerovnost 2n > K ekvivalentńı s n > log2K, která je
podle Lemmatu 3.16 splněna pro s.v. n ∈ N.

• K ≤ 0: Protože 2n je vždy kladné č́ıslo, pro všechna n ∈ N plat́ı 2n > 0 ≥ K, tedy
požadovaná nerovnost je splněna dokonce pro každé n ∈ N.

T́ım je tvrzeńı dokázáno pro všechny možné hodnoty K. ©

Př́ıklad 3.30 Dokažte, že posloupnost {an}∞n=1 definovaná předpisem

an =

{
n pro n sudé,

2n pro n liché

má limitu ∞.
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Řešeńı. Vypǐsme si prvńıch pár člen̊u této posloupnosti:

2, 2, 6, 4, 10, 6, 14, 8, 16, . . .

Vid́ıme, že posloupnost rozhodně neńı rostoućı, ale
”
má rostoućı tendenci“ – dokonce

bychom i mohli vidět, že by členy měly r̊ust nade všechny meze. Dokažme to. Zvolme
K ∈ R libovolně. Pak podle Archimedova axiomu existuje n0 ∈ N takové, že

n0 > K.

Pro každé n ≥ n0 plat́ı jedna z možnost́ı:
(a) n je sudé: Pak

an = n ≥ n0 > K.

(b) n je liché: Pak
an = 2n ≥ n ≥ n0 > K.

V obou př́ıpadech dostáváme, že an > K pro všechna n ≥ n0. ©

Jak jsme viděli, máme dva typy limity posloupnosti – vlastńı (hodnota limity je reálné
č́ıslo) a nevlastńı (hodnota limity je ∞ nebo −∞). Přestože tyto dva typy budeme často
rozlǐsovat, je vhodné definovat limitu posloupnosti společnou definićı, tzn. definićı, která v
sobě bude obsahovat oba dva typy jako speciálńı př́ıpady. K tomu účelu se nám bude hodit
pojem okoĺı bodu z R∗ – viz Definice 2.50 a 2.66.

Definice 3.31 Necht’ {an}∞n=1 je posloupnost reálných č́ısel. Řekneme, že L ∈ R∗ je limitou
posloupnosti {an}∞n=1, jestliže pro každé okoĺı U(L) plat́ı

an ∈ U(L) pro s.v. n ∈ N.

Poznámka 3.32 Je potřeba se přesvědčit, že pojem limity z Definic 3.21 a 3.27 jsou
skutečně speciálńımi př́ıpady pojmu limity z Definice 3.31. Necht’ {an}∞n=1 je posloupnost
reálných č́ısel a L je jej́ı limita podle Definice 3.31.

• Necht’ L ∈ R. To znamená, že
”
pro každé okoĺı Uε(L) plat́ı an ∈ Uε(L) = (L−ε, L+ε)

pro s.v. n ∈ N“, neboli

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N : |an − L| < ε.

To je ale přesně výrok z Definice 3.21.

• Necht’ L = ∞. To znamená, že
”
pro každé okoĺı Uε(∞) plat́ı an ∈ Uε(∞) = (1/ε,∞)

pro s.v. n ∈ N“, neboli

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N n ≥ n0 : an >
1

ε
. (3.2)

Tento výrok neńı stejný jako (3.1). Dokažme ale, že tyto výroky jsou ekvivalentńı, tzn.
že jeden je pravdivý právě tehdy, když druhý je pravdivý, č́ımž dokážeme, že Definice
3.27 je speciálńım př́ıpadem Definice 3.31 pro L =∞.

Necht’ plat́ı (3.1). Zvolme ε ∈ R libovolně. Polož́ıme-li K = 1/ε pak z (3.1) dostáváme,
že

∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 : an >
1

ε
.
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tzn. plat́ı (3.2). Naopak, necht’ plat́ı (3.2). Zvolme K ∈ R libovolně. Je-li K > 0, pak
polož́ıme-li ε = 1/K, plat́ı pro n ≥ n0 nerovnost

an >
1

ε
= K.

Pokud K ≤ 0, pak polož́ıme-li ε = 1, plat́ı pro n ≥ n0 nerovnosti

an > 1 > K.

• Př́ıpad L = −∞ se ověř́ı podobně. Proved’te!

• V př́ıkladech a d̊ukazech budeme použ́ıvat vždy takovou definici limity, která bude
pro nás nejvýhodněǰśı.

Poznámka 3.33 Necht’ {an}∞n=1 je posloupnost reálných č́ısel, L ∈ R∗. Již v́ıme, co zna-
mená lim

n→∞
an = L. Co ale znamená negace této rovnosti, tzn.

¬
(

lim
n→∞

an = L
)

?

K takové negaci můžeme doj́ıt při d̊ukazu sporem tvrzeńı, ve kterém se vyskytuje rovnost
lim
n→∞

an = L. Hned se nab́ıźı nerovnost

lim
n→∞

an 6= L,

ale ta je trochu zaváděj́ıćı, protože to vypadá, že mluv́ıme o tom, že lim
n→∞

an se nerovná

něčemu, přitom lim
n→∞

an nemuśı v̊ubec existovat. Tedy výrok lim
n→∞

an = L bychom měli

chápat jako konjunkci:
”
existuje lim

n→∞
an“ a současně

”
lim
n→∞

an = L“. Negace takové kon-

junkce je pak (d́ıky de Morganovu pravidlu) správně výrok: Bud’
”
neexistuje limita {an}∞n=1“

nebo
”
existuje lim

n→∞
an ale neńı rovna L“.

Nicméně, pokud chceme znegovat výrok
”

lim
n→∞

an = L“, jde o negaci výroku v Definici

3.31, tzn.
∃Uε(L) ∀n0 ∈ N ∃n ∈ N, n ≥ n0 : an 6∈ Uε(L).

Závěrem dodejme, že Definice 3.31 je velmi výhodná v tom, že lze jediným zp̊usobem
charakterizovat vlastńı i nevlastńı limitu. To oceńıme např. v d̊ukazu Věty 3.35, který
je d́ıky této definici relativně krátký. V opačném př́ıpadě bychom museli uvažovat několik
speciálńıch př́ıklad̊u, což značně d̊ukaz prodlouž́ı (i když tento pracněǰśı zp̊usob může čtenáři
dát lepš́ı vhled do d̊ukazu). Pokud ale dokazujeme o dané posloupnosti, že má (danou)
konkrétńı limitu, dokazujeme pravdivost výrok̊u z Definic 3.21 a 3.27. Nutné je tedy znát
všechny tři definice. Tato fakta budeme ilustrovat na následuj́ıćım př́ıkladu, ve kterém
uvedeme limity některých jednoduchých ale d̊uležitých posloupnost́ı.

Př́ıklad 3.34 Dokažte, že pro α, q, a ∈ R plat́ı

(a) lim
n→∞

a = a,

(b) limn→∞ n
α =


∞ pro α > 0,

1 pro α = 0,

0 pro α < 0,

(c) limn→∞ q
n =


∞ pro q > 1,

1 pro q = 1,

0 pro |q| < 1.
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Řešeńı. ad (a): Dokažme nejprve, že limita konstantńı funkce je rovna člen̊um této posloup-
nosti. Máme dokázat, že

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 : |a− a| < ε.

Nerovnost |a− a| < ε je ale zřejmě pro kladné ε pravdivá, tedy je pravdivý celý výrok.

ad (b): Máme dokázat, že limita posloupnosti

{nα}∞n=1

vzhledem k parametr̊um α ∈ R má danou hodnotu. V Př́ıkladu 3.23 jsme dokázali tvrzeńı
pro α = −1. Co ale daľśı hodnoty parametr̊u.

Než se pust́ıme do dokazováńı, zamysleme se nad t́ım, jak jsme k hodnotám limit přǐsli?
Uvažujme např́ıklad posloupnost

{
n2
}∞
n=1

. Jej́ıch prvńıch pár člen̊u je

1, 4, 9, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144, 169, 196, 225, . . .

Intuice podpořená nakresleńım grafu této posloupnosti nás utvrd́ı v hypotéze, že

lim
n→∞

n2 =∞,

protože n2 je pro č́ım dál větš́ı n ∈ N také č́ım dál větš́ı a nevypadá to, že bychom našli
nějaké reálné č́ıslo, které by bylo větš́ı než všechna č́ısla n2. Můžeme také tušit (či doufat),
že podobný pr̊uběh bude pro všechna ostatńı α > 0. Totiž z Poznámky 2.38 se dá snadno
odvodit, že {nα}∞n=1 je pro α > 0 rostoućı. Dokažme, že

lim
n→∞

nα =∞, pro α > 0.

K tomu použijme Definici 3.31, konkrétně dokážeme pravdivost výroku (3.2). Zvolme ε ∈ R,
ε > 0. Máme naj́ıt n0 ∈ N takové, že pro všechna n ≥ n0 plat́ı

nα >
1

ε
.

Protože α > 0, z Poznámky 2.38 dostáváme, že posledńı nerovnost je ekvivalentńı s

n >

(
1

ε

) 1
α

.

Tato nerovnost podle Lemmatu 3.16 plat́ı pro s.v. n ∈ N.

Pod́ıvejme se na př́ıpad α = 0. Jde o posloupnost konstantńı, tedy rovnost plyne
z předchoźı části př́ıkladu.

Necht’ α < 0. Inspirováni př́ıpadem α = −1 můžeme sami odhadnout, že limita by měla
být nulová. Dokažme to. Zvolme ε ∈ R, ε > 0 libovolně. Máme dokázat, že

|nα − 0| < ε

pro s.v. n ∈ N, tzn.
1

n−α
= nα < ε.
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Ekvivalentńımi úpravami lze dospět k následuj́ıćı nerovnosti

n−α >
1

ε
.

Protože −α > 0, z Poznámky 2.38 dostáváme, že posledńı nerovnost je ekvivalentńı s

n >

(
1

ε

)− 1
α

.

Tato nerovnost podle Lemmatu 3.16 plat́ı pro s.v. n ∈ N.

ad (c): Dokažme, že pro q > 1 plat́ı

lim
n→∞

qn =∞.

Máme tedy dokázat, že ke každému ε ∈ R, ε > 0 existuje takové n0 ∈ N, že pro všechna
n ∈ N splňuj́ıćı n ≥ n0 plat́ı

qn >
1

ε
.

Zlogaritováńım této nerovnosti (jde o ekvivalentńı úpravu) máme

n > logq
1

ε
.

Tato nerovnost podle Lemmatu 3.16 plat́ı pro s.v. n ∈ N.

Př́ıpad q = 1 je opět triviálńı, protože jde o konstantńı posloupnost.

Necht’ q ∈ (−1, 1). Pokud q = 0, pak jde opět o konstantńı posloupnost, výsledek je
jasný. Necht’ nav́ıc q 6= 0. Dokažme, že

lim
n→∞

qn = 0.

Máme tedy dokázat, že ke každému ε ∈ R, ε > 0 existuje takové n0 ∈ N, že pro všechna
n ∈ N splňuj́ıćı n ≥ n0 plat́ı

|qn − 0| < ε.

Zlogaritováńım této nerovnosti (jde o ekvivalentńı úpravu) máme

n > log|q| ε.

Všimněte si, že se změnilo znameńı nerovnosti – to z toho d̊uvodu, že logaritmus je o základu
menš́ım než 1. Tato nerovnost podle Lemmatu 3.16 plat́ı pro s.v. n ∈ N. ©

3.4 Základńı vlastnosti limity

V této části odpov́ıme zejména na následuj́ıćı otázky.

• Kolik limit může daná posloupnost mı́t?

• Jaký je vztah mezi ohraničenost́ı posloupnosti a jej́ı konvergenćı?

• Jak zjist́ıme, že daná posloupnost limitu má?
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• Maj́ı posloupnosti s větš́ımi členy větš́ı limity?

Nejprve odpov́ıme na otázku počtu limit dané posloupnosti.

Věta 3.35. Každá posloupnost má nejvýše jednu limitu.

D̊ukaz. Důkaz provedeme sporem. Necht’ má posloupnost {an}∞n=1 dvě r̊uzné limity L1, L2 ∈
R∗, tzn. lim

n→∞
an = L1, lim

n→∞
an = L2 a L1 6= L2. Pak podle Věty 2.68(ii) existuje okoĺı U(L1)

a okoĺı U(L2) taková, že U(L1)∩U(L2) = ∅. Podle Definice 3.31 pak existuje n1 ∈ N tak, že

∀n ∈ N, n ≥ n1 : an ∈ U(L1)

a existuje n2 ∈ N tak, že
∀n ∈ N, n ≥ n2 : an ∈ U(L2).

Položme n0 = max{n1, n2}. Pak plat́ı an0 ∈ U(L1) a současně an0 ∈ U(L2). To ale znamená,
že an0 ∈ U(L1) ∩ U(L2), což je ve sporu s t́ım, že U(L1) ∩ U(L2) je prázdná množina. 2

Tedy posloupnost nemá bud’ žádnou limitu nebo jen jednu. Jako př́ıklad posloupnost,
která nemá limitu, lze vźıt {(−1)n}∞n=1 – viz Př́ıklad 3.82.

Limita a ohraničenost

Věta 3.36. Každá konvergentńı posloupnost je ohraničená. Posloupnost maj́ıćı nevlastńı
limitu ∞ je shora neohraničená a zdola ohraničená. Posloupnost maj́ıćı nevlastńı limitu
−∞ je zdola neohraničená a shora ohraničená.

D̊ukaz. Uvažujme konvergentńı posloupnost {an}∞n=1, L = lim
n→∞

an. Podle definice pak k li-

bovolně zvolenému ε > 0 — třeba pro ε = 1 — plat́ı |an − L| < 1 pro s.v. n ∈ N, tzn.
existuje n0 ∈ N takové, že pro všechna n ∈ N, n ≥ n0 plat́ı |an−L| < 1. Pro n ∈ N, n ≥ n0
pak plat́ı

|an| = |an − L+ L| ≤ |an − L|+ |L| < 1 + |L|.

Dále, protože množina {|a1|, |a2|, . . . , |an0 |} je konečná, existuje jej́ı největš́ı prvek – označme
ho např. ṕısmenem G, tzn.

|an| ≤ G pro n = 1, 2, . . . , n0.

Celkově tedy můžeme ř́ıct, že

|an| ≤ max{1 + |L|, G} pro všechna n ∈ N.

Protože konstanta v posledńı nerovnosti napravo nezáviśı na n, dokázali jsme, že posloup-
nost {an}∞n=1 je ohraničená.
Necht’ lim

n→∞
an = ∞. Zvolme K ∈ R libovolně. Pak z definice nevlastńı limity vyplývá že

existuje n tak, že an > K, což znamená, že posloupnost {an}∞n=1 je shora neohraničná.
Dokažme ohraničenost zdola. Opět podle definice (konkrétně pro K = 0) existuje n0 ∈ N
tak, že pro všechna n ≥ n0 plat́ı an > 0. Protože množina {a1, . . . , an0} je konečná, má
nejmenš́ı prvek – označme ho ṕısmenem g, tzn.

an ≥ g pro n = 1, . . . , n0.
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n

an

1 2 3 4 5 6 7 8 9

G

G− ε

Obrázek 3.9: Důkaz věty o limitě monotónńı posloupnosti pro G ∈ R.

Celkově tedy můžeme ř́ıct, že

an ≥ min{0, g} pro všechna n ∈ N.

Protože konstanta v posledńı nerovnosti napravo nezáviśı na n, dokázali jsme, že posloup-
nost {an}∞n=1 je ohraničená zdola. 2

Poznámka 3.37 Opačné tvrzeńı neplat́ı, tzn. ne každá ohraničená posloupnost muśı být
nutně konvergentńı. Jako př́ıklad lze uvést posloupnost {(−1)n}∞n=1, která je zřejmě ohraničená,
ovšem nemá limitu – viz Př́ıklad 3.82.

Věta 3.38. Každá monotónńı posloupnost má limitu. Je-li taková posloupnost nav́ıc
ohraničená, pak je konvergentńı. Plat́ı

• je-li posloupnost {an}∞n=1 neklesaj́ıćı, pak lim
n→∞

an = sup an.

• je-li posloupnost {an}∞n=1 nerostoućı, pak lim
n→∞

an = inf an.

D̊ukaz. Předpokládejme, že {an}∞n=1 je neklesaj́ıćı. Označme G = sup an. Jsou dvě možnosti:
(a) G ∈ R nebo (b) G =∞.
ad (a): Necht’ nejprve G =∞. Zvolme K ∈ R libovolně. Podle definice suprema posloupnosti
pak existuje n0 ∈ N tak, že an0 > K. Z monotónnosti posloupnosti {an}∞n=1 plyne, že

K < an0 ≤ an

pro všechna n ≥ n0. T́ım jsme dokázali, že limn→∞ an =∞ = sup an.
ad (b): Necht’ nyńı G ∈ R. Zvolme ε > 0 libovolně. Podle definice suprema posloupnosti
pak

• an ≤ G pro všechna n ∈ N a

• existuje n0 ∈ N tak, že an0 > G− ε

(viz Obrázek 3.9, kde za n0 lze vźıt č́ıslo 5 nebo větš́ı). Z monotónnosti posloupnosti {an}∞n=1

a předchoźıch výrok̊u plyne, že pro všechna n ≥ n0 plat́ı

G− ε < an0 ≤ an ≤ G < G+ ε

neboli |an −G| < ε. 2
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Věta 3.39 (o invarianci). Necht’ pro posloupnosti {an}∞n=1, {bn}∞n=1 plat́ı

an = bn pro s.v. n ∈ N.

Pak:

(a) Posloupnost {an}∞n=1 má limitu právě tehdy, když má limitu posloupnost {bn}∞n=1.
Pokud jejich limity existuj́ı, rovnaj́ı se.

(b) Posloupnost {an}∞n=1 je ohraničená právě tehdy, když je ohraničená posloupnost
{bn}∞n=1.

D̊ukaz. Necht’ {an}∞n=1, {bn}
∞
n=1 jsou posloupnosti reálných č́ısel.

ad(a): Předpokládejme, že lim
n→∞

an = L ∈ R∗. Máme dokázat, že pak také lim
n→∞

bn = L.

Zvolme libovolně okoĺı U(L). Podle Definice 3.31 pak existuje n1 ∈ N takové, že pro každé
n ≥ n1 plat́ı an ∈ U(L). Podle předpokladu věty také existuje n2 ∈ N tak, že pro všechna
n ≥ n2 plat́ı an = bn. Položme n0 = max{n1, n2}. Pak bn = an ∈ U(L) pro všechna n ≥ n0,
tzn. bn ∈ U(L) pro s.v. n ∈ N. Tedy lim

n→∞
bn = L.

ad (b): Necht’ {an}∞n=1 je ohraničená, tzn. existuje K ∈ R, K > 0 tak, že pro všechna
n ∈ N plat́ı |an| ≤ K (viz Cvičeńı 3.13(2)). Dále podle předpokladu existuje n0 ∈ N tak,
že bn = an pro všechna n ≥ n0, tzn. pro všechna n ≥ n0 plat́ı |bn| = |an| ≤ K. Protože
množina {|b1|, . . . , |bn0 |} je konečná, existuje jej́ı největš́ı prvek, označme ho symbolem L.
Pak

|bn| ≤ max{K,L} pro všechna n ∈ N.

Protože konstanta v posledńı nerovnosti napravo nezáviśı na n, dokázali jsme, že posloup-
nost {bn} je ohraničená. 2

Poznámka 3.40 Věta 3.39 je velmi zaj́ımavá. Ř́ıká, že prvńıch konečně mnoho člen̊u po-
sloupnosti nemá vliv na to, zda a jakou bude mı́t posloupnost limitu. To má celou řadu
d̊usledk̊u. Např. Věta 3.38 ř́ıká, že monotónńı posloupnost má limitu. Ovšem posloupnost
{an}∞n=1, pro kterou plat́ı pouze, že existuje n0 ∈ N tak, že

∀n ∈ N, n ≥ n0 : an ≤ an+1,

předpoklady věty nesplňuje. Můžeme ovšem definovat pomocnou posloupnost {bn}∞n=1 takto:

bn =

{
an0 pro n = 1, . . . , n0 − 1,

an pro n ≥ n0.

Tato posloupnost už neklesaj́ıćı je, tedy limitu má a přitom an = bn pro s.v. n ∈ N. Podle
Věty 3.39 má limitu i posloupnost {an}∞n=1, nav́ıc stejnou jako {bn}∞n=1.

Limita a nerovnosti

Nyńı se pod́ıvejme na monotónnost limity. Někdy pracujeme se dvěma posloupnostmi
{an}∞n=1 a {bn}∞n=1 o nichž v́ıme, že maj́ı limity a nav́ıc plat́ı, že an ≤ bn. Plat́ı podobný
vztah mezi jejich limitami? Následuj́ıćı věta odpov́ı kladně.
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Věta 3.41. Necht’ {an}∞n=1 a {bn}∞n=1 maj́ı limity (vlastńı či nevlastńı). Pak

(a) jestlǐze
an ≤ bn pro s.v. n ∈ N,

pak lim
n→∞

an ≤ lim
n→∞

bn,

(b) jestlǐze lim
n→∞

an < lim
n→∞

bn, pak

an < bn pro s.v. n ∈ N.

D̊ukaz. Označme lim
n→∞

an = L1, lim
n→∞

bn = L2, L1, L2 ∈ R∗.
ad (a): (sporem) Předpokládejme že existuje n1 ∈ N tak, že

∀n ≥ n1 : an ≤ bn

a přitom L1 > L2. Pak podle Věty 2.68(ii) existuj́ı disjunktńı okoĺı U(L1) a U(L2) taková,
že plat́ı

∀x ∈ U(L1) ∀y ∈ U(L2) : x > y.

Podle předpokladu existuj́ı n2, n3 ∈ N takové že

∀n ≥ n2 : an ∈ U(L1) a ∀n ≥ n3 : bn ∈ U(L2).

Položme n0 = max{n1, n2, n3}. Protože n0 ≥ n1, pak

an0 ≤ bn0 ,

a protože n0 ≥ n2 a současně n0 ≥ n3 pak

an0 > bn0 .

To je žádaný spor.

ad (b): Protože L1 < L2, pak podle Věty 2.68(ii) existuj́ı okoĺı U(L1) a U(L2) taková že
plat́ı

∀x ∈ U(L1) ∀y ∈ U(L2) : x < y.

Podle definic limit L1 a L2, pak existuje n1 ∈ N tak, že

∀n ∈ N, n ≥ n1 : an ∈ U(L1)

a existuje n2 ∈ N tak, že

∀n ∈ N, n ≥ n2 : bn ∈ U(L2)

Polož́ıme-li n0 = max{n1, n2}, pak pro všechna n ∈ N, n ≥ n0 plat́ı an < bn. 2

Poznámka 3.42 Důležité je dodat, že plat́ı-li ve Větě 3.41(a) ostré nerovnosti an < bn
pro s.v. n ∈ N, nelze z toho usuzovat, že plat́ı také ostré nerovnosti lim

n→∞
an < lim

n→∞
bn.

Uvažujme např. posloupnosti {0}∞n=1 a {1/n}∞n=1. Zřejmě plat́ı 0 < 1
n pro všechna n ∈ N,

ale přitom se jejich limity rovnaj́ı!
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Věta 3.43. Necht’ posloupnost {an}∞n=1 má kladnou limitu L ∈ R∗. Pak plat́ı

an > 0 pro s.v. n ∈ N.

Je-li nav́ıc limita vlastńı, pak

an >
L

2
pro s.v. n ∈ N.

D̊ukaz. Tvrzeńı věty plyne např́ıklad z Věty 3.41(b), kde polož́ıme

bn = 0, pro n ∈ N.

Je-li L ∈ R, pak polož́ıme

bn =
L

2
, pro n ∈ N. 2

Následuj́ıćı věty se hod́ı v situaćıch, kdy potřebujeme zjistit existenci či dokonce hodnotu
limity a známe jinou posloupnost, která tu prvńı omezuje shora či zdola a známe jej́ı limitu.
Začněme nejprve větou o nevlastńıch limitách.

Věta 3.44 (o dvou limitách). Necht’ {an}∞n=1, {bn}∞n=1 jsou posloupnosti reálných č́ısel, pro
něž plat́ı

an ≤ bn pro s.v. n ∈ N.

Pak plat́ı implikace

(a) je-li lim
n→∞

an =∞, pak lim
n→∞

bn =∞,

(b) je-li lim
n→∞

bn = −∞, pak lim
n→∞

an = −∞.

D̊ukaz. Dokažme pouze prvńı implikaci. Druhá se dokáže podobně. Necht’ lim
n→∞

an = ∞.

Podle předpokladu existuje n1 ∈ N tak, že

∀n ∈ N, n ≥ n1 : an ≤ bn.

Dokažme lim
n→∞

bn =∞. Zvolme K ∈ R. Pak podle předpokladu existuje n2 ∈ N tak, že

∀n ∈ N, n ≥ n2 : an > K.

Položme n0 = max{n1, n2}. Pak pro každé n ∈ N, n ≥ n0 plat́ı

bn ≥ an > K. 2

V tvrzeńı Věty 3.44 jsme viděli, že pokud jedna z posloupnost́ı měla nevlastńı limitu ∞
a omezovala zdola jinou posloupnost, pak ji vlastně také

”
tlačila do nekonečna“.

Př́ıklad 3.45 Dokažte, že

lim
n→∞

√
n2 + 1 =∞.
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Řešeńı. Zřejmě pro každé n ∈ N plat́ı n2 + 1 > n2. Odmocněńım dostaneme
√
n2 + 1 > n.

Z Př́ıkladu 3.34 v́ıme, že limn→∞ n =∞. Z Věty 3.44(a) dostáváme žádaný výsledek. ©

Př́ıklad 3.46 Dokažte, že

lim
n→∞

n! =∞.

Řešeńı. Vı́me, že pro každé n ∈ N plat́ı n! ≥ n a také, že limn→∞ n = ∞. Z Věty 3.44(a)
dostáváme žádaný výsledek. ©

K tomu, aby jistá posloupnost měla nevlastńı limitu ∞ stač́ı, abychom znali jinou po-
sloupnost, která diverguje k ∞ a omezuje tu prvńı zdola. Je snad jasné, že pokud chceme
aby měla daná posloupnost limitu vlastńı, nebude stačit znát jinou posloupnost, ohraničuj́ıćı
ji jen z jedné strany. V následuj́ıćı větě se dozv́ıme, že máme-li dvě posloupnosti maj́ıćı stej-
nou limitu a třet́ı posloupnost, která je

”
vmáčknutá“ mezi ně, pak tato třet́ı posloupnost

má také limitu – dokonce stejnou jako ty dvě. V anglické literatuře se této větě výstižně
ř́ıká

”
squeeze theorem“, tzn. volně přeloženo

”
věta o zmáčknut́ı“, nebo také

”
sandwich the-

orem“. Česká verze zńı
”
věta o dvou policajtech (a jednom opilci)“ či jen

”
o třech limitách“

nebo
”
o třech posloupnostech“.

Věta 3.47 (o třech limitách). Necht’ {an}∞n=1, {bn}∞n=1, {cn}∞n=1 jsou posloupnosti reálných
č́ısel takové, že

an ≤ bn ≤ cn pro s.v. n ∈ N.

Jestlǐze existuj́ı limity posloupnost́ı {an}∞n=1, {cn}∞n=1 a plat́ı, že lim
n→∞

an = lim
n→∞

cn = L ∈ R,

pak existuje i limita lim
n→∞

bn a je rovna L.

D̊ukaz. Zvolme ε ∈ R, ε > 0. Z rovnost́ı limn→∞ an = limn→∞ cn = L plyne existence
n1 ∈ N takového, že

∀n ≥ n1 : |an − L| < ε, tzn. L− ε < an < L+ ε

a existence n2 ∈ N takového, že

∀n ≥ n2 : |cn − L| < ε, tzn. L− ε < cn < L+ ε.

Podle předpokladu ještě existuje n3 ∈ N takové, že

∀n ≥ n3 : an ≤ bn ≤ cn.

Označme n0 = max{n1, n2, n3}. Pak pro všechna n ∈ N taková, že n ≥ n0 plat́ı

L− ε < an ≤ bn ≤ cn < L+ ε,

tedy pro n ≥ n0 plat́ı

|bn − L| < ε. 2

Př́ıklad 3.48 Vypočtěte

lim
n→∞

1

n2 + 1
.
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Řešeńı. Protože

0 <
1

n2 + 1
<

1

n

pro všechna n ∈ N a lim
n→∞

0 = 0 = lim
n→∞

1

n
, pak podle Věty 3.47 také

lim
n→∞

1

n2 + 1
= 0. ©

Př́ıklad 3.49 Vypočtěte limitu

lim
n→∞

(−1)n
1

n
.

Řešeńı. Protože pro všechna n ∈ N plat́ı

− 1

n
≤ (−1)n

1

n
≤ 1

n

a lim
n→∞

−1/n = 0 = lim
n→∞

1/n, dostáváme použit́ım Věty 3.47, že

lim
n→∞

(−1)n
1

n
= 0. ©

Cvičeńı 3.50 Dokažte: Necht’ ∅ 6= M ⊂ R, L = supM nebo L = inf M . Pak existuje
posloupnost {an}∞n=1 taková, že an ∈M pro všechna n ∈ N a

lim
n→∞

an = L.

[Návod: Vyjděte z definice suprema/infima a využijte větu o dvou nebo třech limitách.]

Cvičeńı 3.51 Dokažte: Necht’ L ∈ R∗ a {an}∞n=1 je posloupnost splňuj́ıćı

∀n ∈ N : an ∈ U 1
n

(L).

Pak lim
n→∞

an = L.

3.5 Metody výpočtu limity

Naše definice limity má velkou nevýhodu v tom, že podle ńı nezjist́ıme, čemu by se měla
limita posloupnosti rovnat. Je pouze ve formě testu, který ověř́ı, zda dané č́ıslo je limitou
dané posloupnosti – podle toho, zda jistý výrok je či neńı pravdivý. Jak ale určit tyto
hodnoty? U těch jednodušš́ıch hodnotu limity nejprve tipneme a poté dokážeme, že náš
tip je správný – viz Př́ıklad 3.34. Limity složitěǰśıch posloupnost́ı pak poč́ıtáme s využit́ım
znalosti hodnot limit jednodušš́ıch posloupnost́ı a s pomoćı vět uvedených v této sekci, popř.
sekci o vybraných posloupnostech.

Definice 3.52 Mějme dvě posloupnosti {an}∞n=1, {bn}
∞
n=1. Pak jejich součtem, rozd́ılem,

součinem a pod́ılem rozumı́me postupně následuj́ıćı posloupnosti:

{an + bn}∞n=1, {an − bn}∞n=1, {anbn}∞n=1 a {an/bn}∞n=1,

přitom pod́ıl posloupnost́ı je definován v př́ıpadě, že ∀n ∈ N plat́ı bn 6= 0. Absolutńı hod-
notou posloupnosti {an}∞n=1 rozumı́me posloupnost

{|an|}∞n=1.
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Uvažujme nyńı limitu

lim
n→∞

(
1

n
+

1

n2

)
.

Z Př́ıkladu 3.34 v́ıme, že lim
n→∞

1

n
= 0 a lim

n→∞

1

n2
= 0. Jakou má ale limitu posloupnost, která

vznikne jako součet těchto dvou posloupnost́ı? Nebo podobně, uvažujme posloupnost

lim
n→∞

3

n
,

což je součin konstantńı posloupnosti {3}∞n=1 a posloupnosti
{

1
n

}∞
n=1

jejichž limitami jsou
po řadě 3 a 0. Na tyto otázky a také na otázky týkaj́ıćı se rozd́ılu a pod́ılu odpov́ı následuj́ıćı
věta. Přitom mluv́ı pouze o konvergentńıch posloupnostech.

Věta 3.53 (o aritmetice limit konvergentńıch posloupnost́ı). Necht’ {an}∞n=1 a {bn}∞n=1 jsou
konvergentńı posloupnosti, maj́ıćı limity L1 a L2. Pak plat́ı

(a) lim
n→∞

|an| = |L1|,

(b) lim
n→∞

(an + bn) = L1 + L2,

(c) lim
n→∞

(an − bn) = L1 − L2,

(d) lim
n→∞

anbn = L1L2,

(e) lim
n→∞

an
bn

=
L1

L2
,

přičemž posledńı rovnost plat́ı za dodatečného předpokladu, že L2 6= 0.

D̊ukaz. ad (a): Necht’ ε ∈ R, ε > 0 je libovolné. Podle předpokladu lim
n→∞

an = a pak existuje

n0 ∈ N takové, že pro všechna n ∈ N, n ≥ n0, plat́ı nerovnost |an−L1| < ε. Podle nerovnosti
(i) ze Cvičeńı 2.44 pak máme pro všechna n ≥ n0∣∣|an| − |L1|

∣∣ ≤ |an − L1| < ε.

T́ım jsme dokázali, že pro jakékoliv ε > 0 plat́ı nerovnost
∣∣|an| − |L1|

∣∣ < ε pro s.v. n ∈ N,
tzn. lim

n→∞
|an| = |L1|.

ad (b): Zvolme ε ∈ R, ε > 0 libovolně. Pak z předpokladu lim
n→∞

an = L1 plyne existence

n1 ∈ N takového, že

∀n ∈ N, n ≥ n1 : |an − L1| <
ε

2
.

Z předpokladu lim
n→∞

bn = L2 plyne existence n2 ∈ N takového, že

∀n ∈ N, n ≥ n2 : |bn − L2| <
ε

2
.

Označ́ıme n0 = max{n1, n2}. Pro taková n pak ovšem plat́ı

|an − L1| <
ε

2
a |bn − L2| <

ε

2
.

Tedy pro každé n ≥ n0 plat́ı

|(an + bn)− (L1 + L2)| = |an − L1 + bn − L2| ≤ |an − L1|+ |bn − L2| <
ε

2
+
ε

2
= ε.



94 KAPITOLA 3. POSLOUPNOSTI REÁLNÝCH ČÍSEL

Shrňme si, co jsme právě dokázali: Zvolili jsme si libovolné ε > 0. K němu jsme našli n0 ∈ N
takové, že pro všechna n ≥ n0 plat́ı |(an + bn)− (L1 + L2)| < ε. To znamená

lim
n→∞

(an + bn) = L1 + L2.

ad (c): Důkaz je téměř identický d̊ukazu př́ıpadu (b). Popř. plyne z (b) a (d), všimneme-li
si, že lze psát an − bn = an + (−1)bn.

ad (d): Z předpokladu konvergence posloupnosti {an}∞n=1 a Věty 3.36 plyne, že tato po-
sloupnost je ohraničená, tzn. existuje K > 0 tak, že

∀n ∈ N : |an| ≤ K.

Zd̊urazněme, že K nezáviśı na volbě n. Zvolme ε ∈ R, ε > 0 libovolně a dokažme, že

|anbn − L1L2| < ε pro s.v. n ∈ N.

Z předpokladu lim
n→∞

an = L1 plyne existence n1 ∈ N takového, že

∀n ∈ N, n ≥ n1 : |an − L1| <
ε

2(1 + |L2|)
.

Z předpokladu lim
n→∞

bn = L2 plyne existence n2 ∈ N takového, že

∀n ∈ N, n ≥ n2 : |bn − L2| <
ε

2K
.

Smysl volby konstant na pravých stranách nerovnost́ı bude vyjasněn na konci d̊ukazu. Pro
nás je nyńı d̊uležité, že zmı́něné výroky plat́ı, protože ε/(2K) a ε/(2(1 + |L2|)) jsou kladná
č́ısla. Označ́ıme-li n0 = max{n1, n2}, pak pro všechna n ≥ n0 plat́ı

|an − L1| <
ε

2(1 + |L2|)
a |bn − L2| <

ε

2K
.

Tedy pro každé n ≥ n0 plat́ı

|anbn − L1L2| = |anbn − anL2 + anL2 − L1L2| = |an(bn − L2) + (an − L1)L2|

≤ |an||bn − L2|+ |an − L1||L2| < K
ε

2K
+

ε

2(1 + |L2|)
|L2| < ε,

kde jsme v posledńı nerovnosti využili faktu, že |L2|/(1 + |L2|) < 1 (proč tato nerovnost
plat́ı?).
ad (e): Podař́ı-li se nám dokázat, že pro každou posloupnost {cn}∞n=1 jej́ıž limita L ∈ R je
nenulová a posloupnost {1/cn}∞n=1 je definovaná, že plat́ı

lim
n→∞

1

cn
=

1

L
, (3.3)

pak z (d) okamžitě plyne, že

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

an
1

bn

(d)
= L1

1

L2
=
L1

L2
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a t́ım je dokázáno (e). Dokažme platnost (3.3). Z (a) pak plyne lim
n→∞

|cn| = |L|. Z kladnosti

limity |L| pak vzhledem k Větě 3.43 plyne existence n1 ∈ N takového, že

∀n ≥ n1 : |cn| >
|L|
2
.

Zvolme ε ∈ R, ε > 0 libovolně. Z předpokladu lim
n→∞

cn = L plyne existence n2 ∈ N takového,

že

∀n ≥ n2 : |cn − L| <
|L|2ε

2
.

Označ́ıme-li n0 = max{n1, n2}, pak pro všechna n ≥ n0 plat́ı∣∣∣∣ 1

cn
− 1

L

∣∣∣∣ =
|L− cn|
|cn||L|

<
|L|2ε
2

|L|
2 |L|

= ε.

T́ım jsme dokázali (3.3) a tedy i (e). 2

Cvičeńı 3.54 Dokažte, že plat́ı ekvivalence

lim
n→∞

an = 0 ⇔ lim
n→∞

|an| = 0.

Cvičeńı 3.55 Dokažte matematickou indukćı: Necht’
{
a1n
}∞
n=1

,
{
a2n
}∞
n=1

, . . ., {amn }
∞
n=1 jsou

konvergentńı posloupnosti, maj́ıćı vlastńı limity L1, L2, . . ., Lm, kde m ∈ N. Pak

lim
n→∞

(
a1n + a2n + . . .+ amn

)
= L1 + L2 + . . .+ Lm,

lim
n→∞

(
a1n · a2n · . . . · amn

)
= L1 · L2 · . . . · Lm.

Př́ıklad 3.56 Vypočtěte následuj́ıćı limity posloupnost́ı:

(a) lim
n→∞

(
1

n
+

1

n2

)
, (b) lim

n→∞

3

n
.

Řešeńı. Pod́ıvejme se tedy na posloupnosti, kterými jsme uvedli větu o aritmetice limit
konvergentńıch posloupnost́ı, tzn. Větu 3.53.
ad (a): Podle Př́ıkladu 3.34 plat́ı

lim
n→∞

1

n
= 0, lim

n→∞

1

n2
= 0.

Z Věty 3.53(b) tedy plyne, že

lim
n→∞

1

n
+

1

n2
= 0 + 0 = 0.

ad (b): Podle Př́ıkladu 3.34 plat́ı

lim
n→∞

3 = 3, lim
n→∞

1

n
= 0.

Z Věty 3.53(d) tedy plyne, že

lim
n→∞

3

n
= lim

n→∞
3

1

n
= 3 · 0 = 0. ©
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Př́ıklad 3.57 Vypočtěte hodnotu limity

lim
n→∞

(1 + q + q2 + . . .+ qn),

kde q ∈ (−1, 1).

Řešeńı. Tento př́ıklad je často studenty nepochopen. Než tedy začneme hledat limitu této
posloupnosti, rozmysleme si, jak vypadaj́ı jej́ı členy – označme je jako an. Plat́ı

a1 = 1,

a2 = 1 + q,

a3 = 1 + q + q2,

a4 = 1 + q + q2 + q3,

. . .

Uvědomme si tedy, že n-tý člen této posloupnosti je součtem o n sč́ıtanćıch – tzn. počet
sč́ıtanc̊u roste s rostoućım indexem. Hodnotu této limity nejde spoč́ıtat př́ımou aplikaćı Věty
3.53, resp. použit́ım tvrzeńı z Cvičeńı 3.55! To je totiž možné použ́ıt pouze na posloupnosti
vzniklé sečteńım pevně daného počtu posloupnost́ı. K výpočtu použijeme následuj́ıćı trik.
Využijeme středoškolský vzoreček ze Cvičeńı 1.69 pro a = 1 a b = q (a budeme ho často
použ́ıvat i dál, tak si jej zapamatujme). Plat́ı pak

lim
n→∞

(1 + q + q2 + . . .+ qn) = lim
n→∞

(1 + q + q2 + . . .+ qn)
1− q
1− q

= lim
n→∞

1− qn+1

1− q
= lim

n→∞

(
1

1− q
− qn+1

1− q

)
=

1

1− q
,

kde jsme ještě využili Větu 3.53 a Př́ıklad 3.34. ©

Ve Větě 3.53 jsme odpověděli na otázky týkaj́ıćı se limit posloupnost́ı vzniklých pomoćı
arimetických operaćı z jiných konvergentńıch posloupnost́ı. Co když ale některá z posloup-
nost́ı má nevlastńı limitu? Je potřeba vyšetřit celou řadu př́ıpad̊u.

Lemma 3.58. Jestlǐze lim
n→∞

an =∞ a lim
n→∞

bn =∞, pak lim
n→∞

an + bn =∞.

D̊ukaz. Máme dokázat, že

∀K ∈ R ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 : an + bn > K.

Zvolme tedy K ∈ R libovolně. Pak podle lim
n→∞

an =∞ plat́ı, že

∃n1 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n1 : an > K

a podle lim
n→∞

bn =∞ plat́ı, že

∃n2 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n2 : bn > 0.

Položme n0 = max{n1, n2}. Pak pro všechna n ∈ N, n ≥ n0 plat́ı

an + bn > K + 0 = K. 2
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Poznámka 3.59 Tvrzeńı Lemmatu 3.58 lze schematicky zapsat jako

∞+∞ =∞,

což chápeme ve smyslu právě tohoto lemmatu: součet posloupnost́ı maj́ıćıch limitu ∞ je
posloupnost maj́ıćı limitu rovněž ∞. Ne náhodou je hodnota výrazu ∞ +∞ definována v
R∗ – viz Poznámku 2.60(a). V této poznámce se vyskytuje spousta daľśıch definovaných
výraz̊u – je možné dokázat všechna odpov́ıdaj́ıćı tvrzeńı. To lze přenechat na čtenáři jako
užitečné cvičeńı. Pokud se nám podař́ı vše dokázat, můžeme vyslovit všezahrnuj́ıćı Větu
3.60.

Věta 3.60 (o aritmetice limit posloupnost́ı). Necht’ lim
n→∞

an = L1, lim
n→∞

bn = L2, kde

L1, L2 ∈ R∗. Pak plat́ı

(a) lim
n→∞

|an| = |L1|,

(b) lim
n→∞

(an + bn) = L1 + L2,

(c) lim
n→∞

(an − bn) = L1 − L2,

(d) lim
n→∞

anbn = L1L2,

(e) lim
n→∞

an
bn

=
L1

L2
,

jsou-li na pravých stranách výrazy definované v R∗, viz Poznámku 2.60(a).

Poznámka 3.61 A proč jsou vlastně některé výrazy
”
neurčité“? Proč nelze stanovit jejich

výsledek? Pod́ıvejme se třeba na neurčitý výraz

∞−∞.

Někoho by napadlo, že bychom mohli zadefinovat ∞ −∞ = 0. To by ale znamenalo, že
rozd́ıl každých dvou posloupnost́ı maj́ıćıch limitu ∞ je konvergentńı a jeho limita je rovna
0. Neńı to ovšem pravda. Snadno ověř́ıme, že plat́ı

lim
n→∞

n+ 1 =∞, lim
n→∞

n =∞.

a přitom
lim
n→∞

(n+ 1)− n = lim
n→∞

1 = 1.

To naši hypotézu vyvrátilo a mohlo podpořit vznik nové hypotézy:

∞−∞ = 1.

Ale ani to neńı pravda. Stač́ı si uvědomit, že

lim
n→∞

n =∞, lim
n→∞

n =∞

a přitom
lim
n→∞

(n− n) = lim
n→∞

0 = 0.

Našli jsme tedy dvě dvojice posloupnost́ı maj́ıćı limity ∞, ale přitom limita jejich rozd́ılu
byla pokaždé jiná. Nelze tedy výrazu∞−∞ přǐradit jednu konkrétńı hodnotu z R∗. Dokonce
lze naj́ıt dvojici posloupnost́ı diverguj́ıćıch k ∞, jejichž rozd́ıl může mı́t jakoukoliv limitu
nebo v̊ubec limitu nemá, např.

lim
n→∞

n+ (−1)n =∞, lim
n→∞

n =∞,

ale jejich rozd́ıl nemá limitu (viz dále Př́ıklad 3.82).
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Cvičeńı 3.62 Najděte protipř́ıklady dokazuj́ıćı neurčitost zbývaj́ıćıch výraz̊u z Poznámky 2.60(c).

Př́ıklad 3.63 Vypočtěte

lim
n→∞

(
n2 − 2n

)
.

Řešeńı. K výpočtu použijeme výsledk̊u z Př́ıkladu 3.34. Podle něj plat́ı

lim
n→∞

n2 =∞, lim
n→∞

n =∞ a lim
n→∞

2 = 2.

Podle Věty 3.60 pak

lim
n→∞

2n = lim
n→∞

2 · lim
n→∞

n = 2 · ∞ =∞.

Konkrétně jsme ted’ použili rovnosti

a · ∞ =∞ (kde a ∈ R, a > 0).

Co tedy plat́ı pro limitu posloupnosti
{
n2 − 2n

}∞
n=1

? Nab́ıźı se nám použit́ı Věty 3.60, podle
které by mohla platit rovnost

lim
n→∞

n2 − 2n = lim
n∞

n2 − lim
n→∞

2n.

Ta ale plat́ı pouze za předpokladu, že výraz na pravé straně neńı neurčitý. Z předchoźıch
výpočt̊u vid́ıme, že plat́ı

lim
n∞

n2 − lim
n→∞

2n =∞−∞,

což je neurčitý výraz. Muśıme si pomoct jinak. U poč́ıtáńı limit polynomů plat́ı jedno obecné
pravidlo: vytkneme člen s nejvyšš́ı mocninnou. V našem př́ıpadě plat́ı

lim
n→∞

n2 − 2n = lim
n→∞

n2
(

1− 2

n

)
.

Opět je potřeba prozkoumat limity všech posloupnost́ı. Již v́ıme, že limn→∞ n
2 =∞. Dále

lim
n→∞

1 = 1, lim
n→∞

2 = 2, lim
n→∞

1/n = 0 (podle Př́ıkladu 3.34), lim
n→∞

2/n = 2 ·0 = 0 (toto podle

Věty 3.53) a nakonec

lim
n→∞

(
1− 2

n

)
= 1− 0 = 1

(opět použit́ı Věty 3.53). Celkově dostáváme

lim
n→∞

n2
(

1− 2

n

)
= lim

n→∞
n2 · lim

n→∞

(
1− 2

n

)
=∞ · 1 =∞,

kde jsme využili opět Větu 3.60. ©

Př́ıklad 3.64 Vypočtěte

lim
n→∞

(√
n3 − n2 − 3

)
.

Řešeńı. Z Př́ıkladu 3.34 vid́ıme, že

lim
n→∞

√
n3 =∞, lim

n→∞
n2 =∞ a lim

n→∞
3 = 3.



3.5. METODY VÝPOČTU LIMITY 99

Jde tedy o neurčitý výraz ∞ − ∞. V tomto př́ıpadě sice nejde o polynom, ale můžeme
postupovat stejně jako v Př́ıkladu 3.63, tzn. vytkneme člen s nejvyšš́ı mocninnou. Dostáváme

lim
n→∞

(√
n3 − n2 − 3

)
= lim

n→∞
n2
(

1√
n
− 1− 3

n2

)
.

Postupujeme podobně jako v Př́ıkladu 3.64. Podle Př́ıkladu 3.34 plat́ı

lim
n→∞

n2 =∞, lim
n→∞

1√
n

= 0, lim
n→∞

1

n2
= 0, lim

n→∞
−1 = −1, lim

n→∞
3 = 3,

z čehož podle Věty 3.53 dostáváme

lim
n→∞

(
1√
n
− 1− 3

1

n2

)
= 0− 1− 3 · 0 = −1.

Protože ∞ · (−1) již neńı neurčitý výraz, plat́ı podle Věty 3.60

lim
n→∞

(√
n3 + n2 − 3

)
= lim

n→∞
n2 · lim

n→∞

(
1√
n

+ 1− 3

n2

)
=∞ · (−1) = −∞. ©

Nyńı se pod́ıvejme na to, jak poč́ıtat limity posloupnosti ve tvaru pod́ılu dvou polynomů.

Př́ıklad 3.65 Vypočtěte limitu posloupnosti

lim
n→∞

n5 − 3n3 + 1

n3 + 3n2 − n+ 1
.

Řešeńı. Všimněme si, že tato posloupnost je ve tvaru
”
polynom lomeno polynomem“.

Přirozeně nás může napadnout použit́ı Věty 3.60. To samozřejmě lze, pokud nedojdeme
k neurčitému výrazu. Bohužel v tomto př́ıpadě jde vždy o neurčitý výraz ±∞/∞ (sami
ověřte). Muśıme opět použ́ıt nějaký jiný zp̊usob. Bezpečný zp̊usob výpočtu této limity
je opět velmi jednoduchý: Vytkneme z čitatele i jmenovatele člen s nejvyšš́ı mocninou a
pokrát́ıme co p̊ujde. V tomto př́ıpadě vytkneme v čitateli výraz n5 a ve jmenovateli výraz
n3. Dostáváme tak

lim
n→∞

n5 − 3n3 + 1

n3 + 3n2 − n+ 1
= lim

n→∞

n5(1− 3 1
n2 + 1

n5 )

n3(1 + 3
n −

1
n2 + 1

n3 )
.

Po zkráceńı vytknutých člen̊u již můžeme vypoč́ıtat hodnotu limity s použit́ım Věty 3.60.
Plat́ı

lim
n→∞

n5(1− 3 1
n2 + 1

n5 )

n3(1 + 3
n −

1
n2 + 1

n3 )
= lim

n→∞

n2(1− 3 1
n2 + 1

n5 )

1 + 3
n −

1
n2 + 1

n3

=
∞ · (1− 3 · 0 + 0)

1 + 3 · 0− 0 + 0
=∞. ©

Kromě algebraických výraz̊u s nevlastńımi č́ısly ve tvaru uvedenými v Poznámce 2.60(a),
je možné se setkat ještě s výrazem 1/0, který je sám o sobě neurčitý. Lze ale dokázat
následuj́ıćı větu.
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Věta 3.66. Necht’ lim
n→∞

an = 0. Pokud nav́ıc

(a) an > 0 pro s.v. n ∈ N, pak lim
n→∞

1

an
=∞,

(b) an < 0 pro s.v. n ∈ N, pak lim
n→∞

1

an
= −∞,

(c) an 6= 0 pro s.v. n ∈ N, pak lim
n→∞

1

|an|
=∞.

D̊ukaz. Dokažme př́ıpad (a), ostatńı lze nechat čtenáři jako cvičeńı. Máme dokázat, že

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 :
1

an
>

1

ε
.

Zvolme tedy ε ∈ R, ε > 0 libovolně. Podle předpokladu lim
n→∞

an = 0 pak

∃n1 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n1 : |an − 0| < ε.

Dále z předpokladu kladnosti an plyne

∃n2 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n2 : an > 0.

Položme n0 = max{n1, n2}. Pak pro všechna n ∈ N, n ≥ n0 plat́ı

1

an
=

1

|an|
>

1

ε
. 2

Poznámka 3.67 Tvrzeńı Věty 3.66 se často výstižně schematicky zapisuje takto

1

0+
=∞, 1

0−
= −∞, 1

|0|
=∞.

Může se také hodit následuj́ıćı věta, ve které dokonce u jedné z posloupnost́ı v̊ubec
nevyžadujeme existenci limity.

Věta 3.68. Necht’ {an}∞n=1, {bn}∞n=1 jsou posloupnosti takové, že

lim
n→∞

an = 0 a {bn}∞n=1 je ohraničená.

Pak
lim
n→∞

anbn = 0.

D̊ukaz. Zvolme ε ∈ R, ε > 0 libovolně. Protože {bn}∞n=1 je ohraničená, existuje K ∈ R,
K > 0 tak, že pro všechna n ∈ N plat́ı |bn| < K. Z předpokladu nulovosti limity posloupnosti
{an}∞n=1 plyne, že existuje n0 ∈ N tak, že pro všechna n ∈ N, n ≥ n0 plat́ı

|an| <
ε

K
.

Pak pro všechna n ∈ N, n ≥ n0 plat́ı

|anbn − 0| = |an||bn| <
ε

K
K = ε. 2
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Př́ıklad 3.69 Vypočtěte limitu

lim
n→∞

e−n sinn.

Řešeńı. Protože e > 1 (e je Eulerova konstanta), tzn. e−1 ∈ (0, 1), pak podle Př́ıkladu 3.34
plat́ı

lim
n→∞

e−n = lim
n→∞

(
1

e

)n
= 0.

Na druhou stranu o lim
n→∞

sinn nev́ıme nic (i když se dá dokázat, že tato limita neexistuje).

Co s t́ım? Vı́me ale, že {sinn}∞n=1 ohraničená, protože | sinx| ≤ 1 pro každé x ∈ R. Lze tedy
použ́ıt Větu 3.68, podle které pak

lim
n→∞

e−n sinn = 0.

To si lze pamatovat jako heslo:
”
posloupnost maj́ıćı nulovou limitu × ohraničená posloup-

nost = posloupnost maj́ıćı nulovou limitu“.

Tento př́ıklad by šel vyřešit i s pomoćı Věty 3.47. Z kladnosti č́ısel e−n a nerovnost́ı
−1 ≤ sinn ≤ 1 lze źıskat platnost nerovnost́ı

−e−n ≤ e−n sinn ≤ e−n, n ∈ N.

Protože lim
n→∞

−e−n = 0 = lim
n→∞

e−n, pak podle Věty 3.47 dostáváme, že vyšetřovaná limita

existuje a je opět rovna nule. ©

Př́ıklad 3.70 Vypočtěte

lim
n→∞

sinn!

n
.

Řešeńı. Polož́ıme an = 1/n, bn = sinn! pro všechna n ∈ N. Pak

lim
n→∞

an = 0 a |bn| = | sinn!| ≤ 1 ∀n ∈ N.

Podle Věty 3.68 plat́ı

lim
n→∞

sinn!

n
= lim

n→∞

1

n
sinn! = 0. ©

3.6 Vybrané posloupnosti

Definice 3.71 Necht’ {an}∞n=1 je posloupnost reálných č́ısel, {kn}∞n=1 je rostoućı posloup-
nost přirozených č́ısel. Pak posloupnost

ak1 , ak2 , ak3 , . . . , akn , . . .

nazýváme vybranou posloupnost́ı z posloupnosti {an}∞n=1 (neboli podposloupnost́ı posloup-
nosti {an}∞n=1), znač́ıme ji {akn}

∞
n=1.
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Př́ıklad 3.72 Uvažujme posloupnost {an}∞n=1

1,
1

2
,
1

3
, . . . ,

1

n
, . . .

Uvažujme následuj́ıćı tři posloupnosti

1,
1

2
,
1

2
,
1

3
, . . .

1

2
,
1

4
,
1

6
,
1

8
, . . . ,

1

2n
, . . . ,

1

2
,
1

3
,
1

4
, . . . ,

1

n+ 1
, . . .

Která z nich je podposloupnost́ı posloupnosti {an}∞n=1? Vid́ıme, že ve všech př́ıpadech obsa-
huj́ı posloupnosti členy posloupnosti {an}∞n=1. V prvńım př́ıpadě by ale př́ıslušná posloup-
nost index̊u {kn}∞n=1 musela vypadat takto

1, 2, 2, 3, . . .

což neńı rostoućı posloupnost. Tedy prvńı posloupnost neńı vybranou z {an}∞n=1. U druhé
př́ımo vid́ıme, že plat́ı kn = 2n pro n ∈ N a snadno ověř́ıme, že jde o rostoućı posloup-
nost. Podobně u třet́ı posloupnosti vid́ıme, že kn = n + 1 pro n ∈ N, tedy jde rovněž o
podposloupnost.

Lemma 3.73. Necht’ {kn}∞n=1 je rostoućı posloupnost přirozených č́ısel. Pak

kn ≥ n pro všechna n ∈ N,

tedy lim
n→∞

kn =∞.

D̊ukaz. Provedeme matematickou indukćı. Protože k1 ∈ N, muśı platit k1 ≥ 1. Přejděme k
indukčńımu kroku. Necht’ n ∈ N je libovolné a plat́ı kn ≥ n. Protože {kn}∞n=1 je rostoućı,
plat́ı kn+1 > kn ≥ n. Protože kn+1 a kn jsou přirozená č́ısla, existuje m ∈ N tak, že

kn+1 = kn +m ≥ n+m ≥ n+ 1.

Tvrzeńı o limitě posloupnosti pak plyne okamžitě z Věty 3.44. 2

Věta 3.74. Má-li posloupnost limitu, pak každá jej́ı podposloupnost má také limitu a jsou
si rovny.

D̊ukaz. Necht’ lim
n→∞

an = L ∈ R∗. Uvažujme podposloupnost {akn}
∞
n=1. Dokažme, že také

lim
n→∞

akn = L. Zvolme libovolně U(L). Podle předpokladu existuje n0 ∈ N tak, že pro

všechna n ∈ N, n ≥ n0 plat́ı an ∈ U(L). Z Lemmatu 3.73 pak pro každé n ≥ n0 plat́ı také
kn ≥ n ≥ n0 a tedy akn ∈ U(L). 2

Větu 3.74 lze použ́ıvat k vypoč́ıtáńı limity posloupnosti, u které selžou předchoźı po-
stupy.
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Př́ıklad 3.75 Vypočtěte
lim
n→∞

n
√

2.

Řešeńı. Pro jednoduchost zápisu označme an = n
√

2. Nejprve je zapotřeb́ı ověřit, že po-
sloupnost {an}∞n=1 konverguje. Lze dokázat, že je nerostoućı a ohraničená zdola (č́ıslem 1)
– proved’te. Označme lim

n→∞
an = α ∈ R. Nyńı urč́ıme hodnotu α. Uvažujme podposloupnost

{a2n}∞n=1. Podle Věty 3.74 plat́ı
lim
n→∞

a2n = α.

Nav́ıc plat́ı rovnosti

a2n =
2n
√

2 =

√
n
√

2 =
√
an,

tedy
a22n = an

pro všechna n ∈ N. Odtud podle Věty 3.60 plat́ı

α2 = α, tzn. α(α− 1) = 0.

Tedy limita posloupnosti {an}∞n=1 je bud’ 0 nebo 1. Protože všechny členy posloupnosti
{an}∞n=1 jsou větš́ı nebo rovny č́ıslu 1, plat́ı (podle Věty 3.41(a)) že

lim
n→∞

n
√

2 = 1. ©

Cvičeńı 3.76 Dokažte, že pro a ∈ R, a > 0 plat́ı

lim
n→∞

n
√
a = 1.

[Návod: Postupujte stejně jako ve speciálńım př́ıpadě (Př́ıklad 3.75) a vyšetřete zvlášt’ pro
a > 1, a = 1 a a ∈ (0, 1).]

Př́ıklad 3.77 Vypočtěte limitu

lim
n→∞

n

2n
.

Řešeńı. Z Př́ıkladu 3.34 v́ıme, že

lim
n→∞

n =∞, lim
n→∞

2n =∞,

tzn. jde o neurčitý výraz a Větu 3.60 tedy použ́ıt nelze. Nejprve dokažme, že posloupnost
má limitu. Podle Věty 3.38 stač́ı dokázat, že posloupnost je nerostoućı. Nav́ıc v́ıme, že jde
o posloupnost kladných č́ısel, tedy je i ohraničená zdola - a to č́ıslem 0. Odtud a podle Věty
3.38 dostáváme, že vyšetřovaná posloupnost má vlastńı limitu a podle Věty 3.41(a) je tato
limita větš́ı nebo rovna 0. Označme

an =
n

2n
, n ∈ N, lim

n→∞
an = α.

Uvažujme posloupnost {an+1}∞n=1, což je posloupnost vybraná z {an}∞n=1 (viz Definici 3.71
pro kn = n+ 1). Podle Věty 3.74 má tato posloupnost stejnou limitu. Pro tuto limitu plat́ı

α = lim
n→∞

an+1 = lim
n→∞

n+ 1

2n+1
= lim

n→∞

n

2n+1
+

1

2n+1
= lim

n→∞

1

2

n

2n
+ lim
n→∞

1

2

1

2n
=

1

2
α+ 0,
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kde jsme postupně využili Větu 3.60 a Př́ıklad 3.34. Dostali jsme rovnost

α =
1

2
α.

Odečteme-li od obou stran č́ıslo α/2 a vynásob́ıme dvěma, dostáváme

α = 0.

Limita vyšetřované posloupnosti je tedy nulová.
Ještě je potřeba dodat, že rovnice α = α/2 má v množině R? dokonce tři řešeńı, a to

−∞, 0 a ∞ (ověřte dosazeńım). Protože jsme ale dopředu věděli, že α ∈ R, mohli jsme od
obou stran rovnosti α = α/2 odeč́ıst výraz α/2. ©

Podobným zp̊usobem lze doj́ıt k hodnotám limit daľśıch d̊uležitých posloupnost́ı.

Cvičeńı 3.78 Dokažte, že plat́ı

lim
n→∞

logc n

nα
= 0, α, c ∈ R, α > 0, c ∈ (0, 1) ∪ (1,∞),

lim
n→∞

nα

an
= 0, kde α, a ∈ R, α ≥ 0, |a| > 1,

lim
n→∞

an

n!
= 0, kde a ∈ R, |a| > 1,

lim
n→∞

n!

nn
= 0.

Dodejme, že posloupnosti ze Cvičeńı 3.78 nemusej́ı být monotónńı, např. posloupnost
{an}∞n=1, kde an = 3n/n! neńı nerostoućı, tzn. neplat́ı nerovnosti an+1 ≤ an pro každé
n ∈ N, ale pouze existuje n0 ∈ N, tak, že tato nerovnost plat́ı pro n ≥ n0. I tak ale tato
posloupnost limitu má – viz Poznámku 3.40.

Poznámka 3.79 Limity ze Cvičeńı 3.78 vyjadřuj́ı, jak rychle roste jedna posloupnost vzhle-
dem k jiné. Uvažujme dvě posloupnosti, např. {n}∞n=1 a {2n}∞n=1, jejichž členy jsou

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, . . .

a
2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, . . .

Vid́ıme, že členy druhé posloupnosti rostou daleko rychleji než členy prvńı. Poděĺıme-li n-tý
člen prvńı posloupnosti n-tým členem druhé posloupnosti, dostáváme výraz

n

2n
.

Tento pod́ıl nám vystihuje vztah velikost́ı člen̊u těchto dvou posloupnost́ı. V Př́ıkladu 3.77
jsme vypoč́ıtali, že

lim
n→∞

n

2n
= 0,

tzn.
”
pro velká n je pod́ıl n/2n téměř nulový“, neboli

”
pro velká n je č́ıslo n vzhledem k č́ıslu

2n nicotné“. Ř́ıkáme pak, že
”
posloupnost {2n}∞n=1 roste rychleji než posloupnost {n}∞n=1“.

Př́ıklad 3.80 Vypočtěte hodnotu limity

lim
n→∞

2n + n10 − 1

n2 − 3n + 1
.
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Řešeńı. Při poč́ıtáńı limity této posloupnosti se můžeme inspirovat heslem při řešeńı Př́ıkladu
3.65. Toto pravidlo si zobecńıme: Vytkneme z čitatele i jmenovatele nejrychleji rostoućı
členy a tyto pak srovnáme. Pod́ıvejme se na výrazy z čitatele: Jde o posloupnosti {2n}∞n=1,{
n10
}∞
n=1

a {1}∞n=1. Nejrychleji roste {2n}∞n=1. Ve jmenovateli zase nejrychleji roste {3n}∞n=1.
Uprav́ıme

lim
n→∞

2n + n10 − 1

n2 − 3n + 1
= lim

n→∞

2n
(

1 + n10

2n −
1
2n

)
3n
(
n2

3n − 1 + 1
3n

) = lim
n→∞

(
2

3

)n 1 + n10

2n −
1
2n

n2

3n − 1 + 1
3n

= 0 · 1 + 0− 0

0− 1 + 0
= 0. ©

Z Věty 3.74 okamžitě plyne tvrzeńı o neexistenci limity.

Důsledek 3.81. Jestlǐze má posloupnost dvě podposloupnosti s r̊uznými limitami, pak tato
posloupnost limitu nemá.

Ilustrujme použit́ı tohoto d̊usledku na př́ıkladu.

Př́ıklad 3.82 Dokažte, že
lim
n→∞

qn

pro q ∈ R, q ≤ −1 neexistuje.

Řešeńı. V Př́ıkladu 3.34(c) jsme mluvili o limitě geometrické posloupnosti, ale zamlčeli jsme
př́ıpad q ≤ −1. Nyńı to naprav́ıme. Vyšetřeme nejprve př́ıpad q = −1, tzn. posloupnost
{(−1)n}∞n=1 maj́ıćı členy

−1, 1,−1, 1,−1, 1,−1, 1,−1, 1, . . .

(nakreslete si sami jej́ı graf). Vid́ıme, že členy s lichým indexem jsou rovny −1 a členy se
sudým indexem jsou rovny 1. Uvažujme tedy dvě podposloupnosti:

{
(−1)2n

}∞
n=1

a
{

(−1)2n+1
}∞
n=1

.
Zřejmě

lim
n→∞

(−1)2n = lim
n→∞

1 = 1

a
lim
n→∞

(−1)2n+1 = lim
n→∞

−1 = −1.

Důsledek 3.81 dává, že {(−1)n}∞n=1 nemá limitu.
Nyńı se pod́ıvejme na př́ıpad q < −1 (nakreslete si graf této posloupnosti např. pro

q = −2). Opět uvažujme podposloupnosti
{
q2n
}∞
n=1

a
{
q2n+1

}∞
n=1

. Protože q2 > 1, pak

lim
n→∞

q2n = lim
n→∞

(q2)n =∞,

a
lim
n→∞

q2n+1 = lim
n→∞

(q2)nq =∞ · q = −∞,

kde jsme využili opět Př́ıkladu 3.34. Opět z Důsledku 3.81 plyne, že posloupnost nemá
limitu. ©

Věta 3.74 byla ve formě implikace – existuje-li limita posloupnosti, pak limita každé jej́ı
podposloupnosti existuje. Na tvrzeńı v opačném směru si počkáme – viz Větu 3.93. Prozat́ım
uved’me podobnou větu ve tvaru ekvivalence, a to pro jistý speciálńı typ podposloupnosti.
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Věta 3.83. Necht’ {an}∞n=1 je posloupnost reálných č́ısel a m ∈ N. Pak existuje lim
n→∞

an

právě tehdy, když existuje limita lim
n→∞

an+m. Pokud limity existuj́ı, rovnaj́ı se.

D̊ukaz. (⇒): Vyplývá př́ımo z Věty 3.74.

(⇐): Necht’ L = lim
n→∞

an+m. Zvolme U(L) libovolně. Pak existuje n1 ∈ N tak, že

∀n ∈ N, n ≥ n1 : an+m ∈ U(L).

Položme n0 = n1 +m. Je-li totiž n ≥ n0 = n1 +m, pak n+m ≥ n1. Tedy

∀n ∈ N, n ≥ n0 : an ∈ U(L).

T́ım je dokázáno, že lim
n→∞

akn = L. 2

Poznámka 3.84 Protože vybraná posloupnost je zase posloupnost, můžeme i z ńı vybrat
posloupnost. Plat́ı, že je-li {bn}∞n=1 vybraná z {an}∞n=1 a {cn}∞n=1 je vybraná z {bn}∞n=1, pak
{cn}∞n=1 je vybraná z {an}∞n=1. Znamená to tedy, že vybereme-li z podposloupnosti {akn}

∞
n=1

posloupnosti {an}∞n=1 posloupnost, jde zase o podposloupnost posloupnosti {an}∞n=1, tedy
můžeme ji značit třeba jako {a`n}

∞
n=1, kde {`n}∞n=1 je vybraná z {kn}∞n=1.

3.7 Hromadné body posloupnosti

Pomoćı vybraných posloupnost́ı lze definovat pojem hromadného bodu posloupnosti. Půjde
o podobný pojem jako je limita posloupnosti – budeme věnovat pozornost zejména tomu,
kolik hromadných bod̊u posloupnost má a jaký vztah má k limitě posloupnosti.

Definice 3.85 Necht’ {an}∞n=1 je posloupnost reálných č́ısel. Řekneme, že a ∈ R∗ je hro-
madným bodem posloupnosti {an}∞n=1, jestliže existuje vybraná posloupnost {akn}

∞
n=1 ta-

ková, že
lim
n→∞

akn = a.

Množinu všech hromadných bod̊u posloupnosti {an}∞n=1 znač́ıme H(an).

Poznámka 3.86 Okamžitě z definice hromadného bodu a již známých informaćı můžeme
vyvodit následuj́ıćı:

(a) Má-li posloupnost {an}∞n=1 limitu L, pak podle Věty 3.74, každá z ńı vybraná po-
sloupnost má také limitu L. Tedy posloupnost pak má jediný hromadný bod L.

(b) Z Poznámky 3.84 plyne, že je-li {akn}
∞
n=1 vybraná z posloupnosti {an}∞n=1, pak H(akn) ⊂

H(an).

Př́ıklad 3.87 Vyšetřete hromadné body posloupnost́ı

(a)
{
n2
}∞
n=1

, (b) {(−1)n}∞n=1, (c) {(−1)nn}∞n=1.
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Řešeńı. ad (a): Protože posloupnost má limitu rovnu ∞, podle Poznámky 3.86 plat́ı

H(n2) = {∞}.

ad (b): Jak už v́ıme z Př́ıkladu 3.82, posloupnost {(−1)n}∞n=1 limitu nemá. Vybereme-li si
dvě podposloupnosti {

(−1)2n
}∞
n=1

a
{

(−1)2n−1
}∞
n=1

,

dostáme dva hromadné body 1 a −1. Protože posloupnosti index̊u {2n}∞n=1 a {2n− 1}∞n=1

zcela pokrývaj́ı množinu přirozených č́ısel, pak jakákoliv daľśı podposloupnost posloupnosti
{(−1)n}∞n=1 by musela obsahovat pouze členy z dvou předešlých podposloupnost́ı, daľśı
hromadné body již posloupnost nemá.
ad (c): Podobně zjǐst’ujeme, že

H((−1)nn) = {∞,−∞}. ©

Lemma 3.88. Necht’ {an}∞n=1 je posloupnost reálných č́ısel.

(a) Je-li posloupnost {an}∞n=1 ohraničená shora, pak označ́ıme-li

bn = sup{ak ; k ≥ n}

pro všechna n ∈ N, plat́ı:

(i) posloupnost {bn}∞n=1 je dobře definovaná a nerostoućı,

(ii) pro všechna n ∈ N plat́ı an ≤ bn,

(iii) existuje limita posloupnosti {bn}∞n=1:

b = lim
n→∞

bn = lim
n→∞

sup{ak ; k ≥ n} <∞,

(iv) č́ıslo b je nejvěťśım hromadným bodem posloupnosti {an}∞n=1.

(b) Je-li posloupnost {an}∞n=1 neohraničená shora, pak ∞ je jej́ı hromadný bod.

D̊ukaz. ad (a): Fakt, že posloupnost {bn}∞n=1 je dobře definovaná, je zajǐstěna předpokladem
ohraničenosti této posloupnosti shora, protože d́ıky tomu bn ∈ R pro všechna n ∈ N.
Z inkluze

{ak ; k ≥ n+ 1} ⊂ {ak ; k ≥ n}

a Cvičeńı 2.65 plyne, že bn+1 ≤ bn pro všechna n ∈ N, tzn. {bn}∞n=1 je nerostoućı. Z Věty
3.38 plyne, že existuje lim

n→∞
bn a je rovna inf bn – označme ji b. Zřejmě b <∞.

Př́ımo z definice bn a z Věty 2.24(a)(i) plyne

bn ≥ an, n ∈ N. (3.4)

Odtud a z Vět 3.41 a 3.74 plyne také

∀a ∈ H(an) : a ≤ b,
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tzn. b je horńı závora množiny hromadných bod̊u posloupnosti {an}∞n=1. Dokažme nyńı,
že b ∈ H(an). T́ım dokážeme, že b je největš́ım hromadným bodem posloupnosti {an}∞n=1.
Rozlǐśıme dva př́ıpady: Plat́ı bud’ b = −∞ nebo b ∈ R.
Necht’ b = −∞. Pak z nerovnosti (3.4) plat́ıćı pro všechna n ∈ N a z Věty 3.44 vyplývá, že
lim
n→∞

an = −∞ = b. Dokonce tedy plat́ı H(an) = {b} = {−∞}.
Necht’ b ∈ R. Z definice bn a Věty 2.24(a)(ii’) dále plyne, že

∀n ∈ N ∀ε ∈ R, ε > 0 ∃kn ≥ n : akn > bn − ε. (3.5)

Pak podle (3.5) pro n = 1 a ε = 1 existuje k1 ∈ N tak, že

ak1 > b1 − 1.

Znovu, podle (3.5) pro n = k1 + 1 a ε = 1
2 existuje k2 ≥ k1 + 1 > k1 tak, že

ak2 > b2 −
1

2
.

Pokračujeme dále a dostáváme vybranou posloupnost {akn}
∞
n=1 takovou, že pro všechna

n ∈ N plat́ı

bkn ≥ akn > bn −
1

n
,

kde prvńı nerovnost plyne z (3.4). Z Věty 3.47 dostáváme, že lim
n→∞

akn = b. Tedy opět

b ∈ H(an).
ad (b): Předpokládejme, že {an}∞n=1 je neohraničená shora, tzn. plat́ı

∀K ∈ R ∃n ∈ N : an > K.

Položme K = 1. Pak existuje k1 ∈ N tak, že

ak1 > 1.

Položme K = max{2, a1, . . . , ak1}. Pak existuje k2 ∈ N tak, že ak2 > K. Zřejmě pak plat́ı

k2 > k1 a ak2 > 2.

Položme K = max{3, a1, . . . , ak2}. Pak existuje k3 ∈ N tak, že ak3 > K. Zřejmě pak plat́ı

k3 > k2 a ak3 > 3.

Takto pokračujeme dále a dostáváme vybranou posloupnost {akn}
∞
n=1 takovou, že

∀n ∈ N : akn > n.

Z Věty 3.44 plyne, že lim
n→∞

akn =∞. 2
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Podobně lze dokázat následuj́ıćı lemma.

Lemma 3.89. Necht’ {an}∞n=1 je posloupnost reálných č́ısel.

(a) Je-li posloupnost {an}∞n=1 ohraničená zdola, pak označ́ıme-li

cn = inf{ak ; k ≥ n}

pro všechna n ∈ N, plat́ı:

(i) posloupnost {cn}∞n=1 je dobře definovaná a neklesaj́ıćı,

(ii) pro všechna n ∈ N plat́ı cn ≤ an,

(iii) existuje limita posloupnosti {cn}∞n=1:

c = lim
n→∞

cn = lim
n→∞

inf{ak ; k ≥ n} > −∞

(iv) č́ıslo c je nejmenš́ım hromadným bodem posloupnosti {an}∞n=1.

(b) Je-li posloupnost {an}∞n=1 neohraničená zdola, pak −∞ je jej́ı hromadný bod.

Konečně můžeme zformulovat větu popisuj́ıćı množinu všech hromadných bod̊u.

Věta 3.90. Necht’ {an}∞n=1 je posloupnost reálných č́ısel. Pak

(a) H(an) 6= ∅,

(b) H(an) má nejvěťśı a nejmenš́ı prvek (v R∗).

D̊ukaz. ad (a): Tvrzeńı plyne okamžitě z Lemmatu 3.88 (nebo také z Lemmatu 3.89).
ad (b): Je-li {an}∞n=1 ohraničená shora, pak podle Lemmatu 3.88(a) má H(an) největš́ı prvek.
Je-li {an}∞n=1 neohraničená shora, pak podle Lemmatu 3.88(b) plat́ı ∞ ∈ H(an). Zřejmě
∞ je jej́ı největš́ı prvek (v R∗). K dokázáńı existence nejmenš́ıho prvku H(an) použijeme
Lemma 3.89. 2

Tvrzeńı Věty 3.90 nás opravňuje k následuj́ıćı definici.

Definice 3.91 Necht’ {an}∞n=1 je posloupnost reálných č́ısel. Jej́ı největš́ı hromadný bod
nazýváme limes superior posloupnosti {an}∞n=1, znač́ıme lim sup

n→∞
an; nejmenš́ı hromadný bod

nazýváme limes inferior posloupnosti {an}∞n=1, znač́ıme lim inf
n→∞

an.

Poznámka 3.92 O limes superior a limes inferior posloupnosti lze ř́ıct již spoustu infor-
maćı:

(a) Z Lemmat 3.88 a 3.89 plyne, že

lim sup
n→∞

an =

{
lim
n→∞

sup{ak ; k ≥ n} <∞ pokud {an}∞n=1 je shora ohraničená,

∞ pokud {an}∞n=1 je shora neohraničená
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a

lim inf
n→∞

an =

{
lim
n→∞

inf{ak ; k ≥ n} > −∞ pokud {an}∞n=1 je zdola ohraničená,

−∞ pokud {an}∞n=1 je zdola neohraničená.

(b) Př́ımo z definice plyne nerovnost

lim inf
n→∞

an ≤ lim sup
n→∞

an.

(c) Zd̊urazněme, že na rozd́ıl od limity, každá posloupnost má limes superior i limes
inferior.

Věta 3.93. Necht’ {an}∞n=1 je posloupnost reálných č́ısel. Pak následuj́ıćı výroky jsou ekvi-
valentńı:

(a) existuje lim
n→∞

an,

(b) lim infn→∞ an = lim supn→∞ an.

(c) H(an) je jednoprvková množina.

Nav́ıc, pokud lim
n→∞

an = L ∈ R∗, pak

lim inf
n→∞

an = lim sup
n→∞

an = L a H(an) = {L}.

D̊ukaz. Ekvivalence mezi (b) a (c) plyne př́ımo z definice limes superior a limes inferior.
Dokažme implikaci (a) ⇒ (c): Necht’ existuje lim

n→∞
an = L ∈ R∗. Z Věty 3.74 plyne, že

{an}∞n=1 má jediný hromadný bod, což je právě L.
Dokažme implikaci (b)⇒ (a): Označme L = lim infn→∞ an = lim supn→∞ an. Mohou nastat
tři př́ıpady:
Necht’ L ∈ R. Podle Poznámky 3.92(a) je posloupnost ohraničená a z Lemmat 3.88(a)(i)
a 3.89(a)(i) plat́ı

cn ≤ an ≤ bn.
Podle předpokladu, posloupnosti {bn}∞n=1 a {cn}∞n=1 maj́ı stejnou limitu rovnou L, tedy
podle Věty 3.47 existuje lim

n→∞
an a je rovna L.

Necht’ L =∞. Opět z Poznámky 3.92(a) vid́ıme, že posloupnost {an}∞n=1 je zdola ohraničená,
tedy podle Lemmatu 3.89(a)(i) plat́ı

an ≥ cn.
Protože limita posloupnosti na pravé straně je∞, pak podle Věty 3.44 plat́ı, že lim

n→∞
an =∞.

Př́ıpad L = −∞ provedeme podobně. 2

Nakonec zmı́ńıme větu, se kterou se budeme v budoucnosti často setkávat.

Věta 3.94 (Bolzanova–Weierstrassova). Z ohraničené posloupnosti lze vybrat konvergentńı
posloupnost.

D̊ukaz. Podle Věty 3.90 lze z každé posloupnosti vybrat posloupnost, která má limitu.
Protože tato posloupnost je ohraničená, z Věty 3.41(a) plyne, že jej́ı limita je vlastńı. 2
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3.8 Bolzanova–Cauchyova podmı́nka

Představme si nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku pro konvergenci posloupnosti (tzn. existenci
vlastńı limity posloupnosti) – Větu 3.98.

Definice 3.95 Ř́ıkáme, že posloupnost {an}∞n=1 je cauchyovská, jestliže

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀m,n ∈ N, m, n ≥ n0 : |am − an| < ε.

Poznámka 3.96 Výroku v definici cauchyovské posloupnosti se také ř́ıká Bolzanova–
Cauchyova podmı́nka. Podmı́nka je splněna v př́ıpadě, že jsme k libovolně malému kladnému
č́ıslu ε schopni naj́ıt takový index n0, že vzdálenost libovolných dvou prvk̊u posloupnosti,
jejichž indexy jsou větš́ı nebo rovny tomuto indexu, je menš́ı než zadané č́ıslo ε.

Věta 3.97. Každá cauchyovská posloupnost je ohraničená.

D̊ukaz. Necht’ {an}∞n=1 je cauchyovská posloupnost. Pak pro ε = 1 > 0 existuje n0 ∈ N tak,
že pro všechna n ∈ N, n ≥ n0 a m = n0 plat́ı

|an0 − an| < 1.

Pro všechna n ≥ n0 tedy plat́ı

|an| = |an − an0 + an0 | = |an − an0 |+ |an0 | < 1 + |an0 |.

Položme
K = max{|a1|, |a2|, . . . , |an0−1|, 1 + |an0 |}.

Pak pro všechna n ∈ N plat́ı |an| ≤ K, tzn. {an}∞n=1 je ohraničená. 2

Věta 3.98. Posloupnost je cauchyovská právě tehdy, když je konvergentńı (tj. má vlastńı
limitu).

D̊ukaz. (⇐): Necht’ {an}∞n=1 má limitu L ∈ R. Zvolme ε > 0 libovolně. Pak existuje n0 ∈ N
takové, že pro všechna n ∈ N, pro něž n ≥ n0, plat́ı

|an − L| <
ε

2
.

Pak pro každé m,n ∈ N, pro něž m,n ≥ n0, plat́ı

|am − an| = |am − L+ L− an| ≤ |am − L|+ |L− an| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Tedy posloupnost {an}∞n=1 je cauchyovská.
(⇒): Nyńı naopak předpokládejme, že posloupnost {an}∞n=1 je cauchyovská. Podle Věty
3.97 existuje K > 0 tak, že pro všechna n ∈ N plat́ı |an| ≤ K. Dı́ky ohraničenosti {an}∞n=1

a vzhledem k Větě 3.94 existuje konvergentńı vybraná posloupnost {akn}
∞
n=1 z posloupnosti

{an}∞n=1. Označme L ∈ R jej́ı limitu. Dokažme, že dokonce lim
n→∞

an = L – t́ım bude věta
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dokázána. Zvolme ε > 0 libovolně. Protože lim
n→∞

akn = L, existuje n1 ∈ N tak, že pro

všechna n ≥ n1 plat́ı

|akn − L| <
ε

2
.

Protože {an}∞n=1 je cauchyovská, pak existuje n2 ∈ N tak, že pro všechna m,n ∈ N, m,n ≥
n2 plat́ı

|am − an| <
ε

2
.

Položme n0 = max{n1, n2}. Pak pro každé n ≥ n0 plat́ı podle Lemmatu 3.73 nerovnosti
kn ≥ n ≥ n0 ≥ n2 a podobně kn ≥ n1, z čehož plyne, že

|an − L| = |an − akn + akn − L| ≤ |an − akn |+ |akn − L| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Tedy {an}∞n=1 je konvergentńı. 2

Tato věta představuje nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku konvergence. Lze ji využ́ıt i na
posloupnosti, které nejsou monotónńı. Jej́ı přednost spoč́ıvá v tom, že abychom dokázali
konvergenci posloupnosti, nemuśıme znát jej́ı limitu (ani tip na ni).

Cvičeńı 3.99 Necht’ a ∈ R, a > 0, α ∈ R. Dokažte, že pro každou posloupnost racionálńıch
č́ısel {qn}∞n=1 takovou, že lim

n→∞
qn = α, existuje vlastńı

lim
n→∞

aqn ,

přitom hodnota této limity nezáviśı na volbě posloupnosti {qn}∞n=1. Dále s využit́ım výsledk̊u
Cvičeńı 3.50 dokažte, že

lim
n→∞

aqn = aα.

S využit́ım těchto fakt̊u dokažte tvrzeńı uvedená v Poznámce 2.38.

3.9 Eulerovo č́ıslo

V této sekci definujeme jednu z nejd̊uležitěǰśıch konstant matematiky – tzv. Eulerovo č́ıslo.
Definovat ho budeme jako limitu jisté posloupnosti. Nejprve je třeba dokázat, že ta posloup-
nost je v̊ubec konvergentńı. K tomu využijeme tzv. Bernoulliovu nerovnost.

Př́ıklad 3.100 Dokažte Bernoulliovu nerovnost, tzn.

∀x ∈ R, x ≥ −1 ∀n ∈ N : (1 + x)n ≥ 1 + nx,

přitom plat́ı ostré nerovnosti právě tehdy, když x 6= 0 a n > 1.

Řešeńı. Nejprve dokažme matematickou indukćı ostré nerovnosti, tzn. že pro každé x ≥ −1,
x 6= 0 a pro každé n ∈ N, n ≥ 2 plat́ı

(1 + x)n > 1 + nx.

Necht’ n = 2. Zřejmě plat́ı

(1 + x)2 = 1 + 2x+ x2 > 1 + 2x.
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Předpokládejme, že pro n ∈ N, n ≥ 2 plat́ı (1 + x)n > 1 + nx. Protože podle předpokladu
plat́ı x+ 1 ≥ 0, dostáváme

(1 + x)n+1 = (1 + x)n(1 + x) ≥ (1 + nx)(1 + x) = 1 + (n+ 1)x+ nx2 > 1 + (n+ 1)x.

Pro x = 0 a všechna n ∈ N zřejmě plat́ı rovnost. Stejně tak pro x ≥ −1 a n = 1. ©

Lemma 3.101. Posloupnost {(
1 +

1

n

)n}∞
n=1

je rostoućı a ohraničená shora. Posloupnost{(
1 +

1

n

)n+1
}∞
n=1

je klesaj́ıćı a ohraničená zdola. Obě posloupnosti maj́ı stejnou limitu.

D̊ukaz. Označme

an =

(
1 +

1

n

)n
, bn =

(
1 +

1

n

)n+1

, n ∈ N.

Pro n ≥ 2 plat́ı

an
an−1

=
(1 + 1

n)n

(1 + 1
n−1)n−1

=

(
n+ 1

n

)n(n− 1

n

)n−1
=

(
n2 − 1

n2

)n
n

n− 1

=

(
1− 1

n2

)n n

n− 1
>
(

1− n

n2

) n

n− 1
=

(
1− 1

n

)
n

n− 1
=
n− 1

n

n

n− 1
= 1.

Poznamenejme, že jediná zde uvedená nerovnost plyne z Bernouliovy nerovnosti. Tedy pro
všechna n > 1 plat́ı an > an−1 neboli ∀n ∈ N plat́ı an+1 > an, tj. {an}∞n=1 je klesaj́ıćı.
Podobně dokážeme, že ∀n ∈ N plat́ı bn+1 < bn, tj. že posloupnost {bn}∞n=1 je rostoućı. Dále
pro ∀n ∈ N plat́ı

bn =

(
1 +

1

n

)
an > an. (3.6)

Dohromady dostáváme
∀n ∈ N a1 < an < bn < b1.

Tedy obě posloupnosti maj́ı vlastńı limitu a z rovnosti v (3.6) plyne, že je stejná. 2

Můžeme tedy vyslovit následuj́ıćı definici.

Definice 3.102 Limitu posloupnosti{(
1 +

1

n

)n}∞
n=1

.

nazýváme Eulerovou konstantou a znač́ıme symbolem e.
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Poznámka 3.103

(a) Lemma 3.101 nám také dává jednoduché odhady č́ısla e. Vzhledem k vlastnostem
těchto posloupnost́ı plyne, že každý člen prvńı posloupnosti je menš́ı než e a každý
člen druhé posloupnosti je větš́ı než e, tzn.

∀n ∈ N :

(
1 +

1

n

)n
< e <

(
1 +

1

n

)n+1

.

Odtud také plyne, že pro n > 1 plat́ı

1 +
1

n+ 1
< e

1
n+1 < e

1
n < 1 +

1

n− 1
.

(b) Č́ıslo e je iracionálńı - viz např. [8].



Kapitola 4

Reálné funkce reálné proměnné

Pojem reálné funkce reálné proměnné byl zaveden pro matematické vyjádřeńı závislosti jisté
veličiny na jiné veličině.

Uvažujme nejjednodušš́ı př́ıklad pohybu bodu po př́ımce. Uvažujme hmotný bod, jehož
poloha je určená reálným č́ıslem (představme si raketu, která startuje kolmo vzh̊uru a polo-
hou rozumı́me jej́ı vzdálenost od povrchu). Přitom chceme zachytit jeho pohyb v závislosti
na čase. Jde o to, jak popsat polohu hmotného bodu v každém časovém okamžiku – každému
časovému okamžiku (který modelujeme reálným č́ıslem) přiřad́ıme reálné č́ıslo určuj́ıćı po-
lohu bodu. V tomto př́ıpadě tedy poloha bodu záviśı na čase. Kdybychom např. polohu
hmotného bodu poč́ıtali tak, že poloha v čase od začátku pohybu byla rovna druhé moc-
nině času od začátku, pak dostáváme vztah

t 7→ x(t) = t2,

kde t ∈ R, t ≥ 0, a kde t = 0 reprezentuje
”
počátečńı čas“. Tedy časovému okamžiku t

se přǐrazuje hodnota polohy x, kterou vypoč́ıtáme tak, že umocńıme časový okamžik t na
druhou. Zde tedy veličina polohy př́ımo záviśı na čase.

Uvažujme úlohu vyrobit j́ımku ve tvaru válce o objemu 300m3. Jaký poloměr r má
mı́t základna této j́ımky v závislosti na jej́ı výšce v? Ze vzorce pro objem válce snadno
odvod́ıme, že jde o

v 7→ r(v) =

√
300

πv
,

kde v je výška j́ımky v metrech a r je poloměr základny j́ımky opět v metrech. Zde opět
vid́ıme př́ımou závislost mezi dvěma veličinami výšky v a poloměru r, přičemž v je nezávisle
proměnná a r nabývá hodnot v závislosti na hodnotách proměnné v.

Zde uvedené př́ıklady maj́ı společné to, že abstrahujeme-li od jednotek, dostáváme se
k pravidlu, kdy je reálným č́ısl̊um přǐrazeno (obecně jiné) reálné č́ıslo. Tuto abstrakci pak
nazýváme reálnou funkćı reálné proměnné – viz Definici 4.1.

4.1 Funkce a jej́ı graf

S pojmem funkce jsme se na středńı škole setkávali v matematice poměrně často. Jednalo se
o jednodušš́ı typy funkćı (např. lineárńı, kvadratická), ale také o mnoho pokročileǰśı (jako
třeba goniometrické funkce, exponenciálńı a logaritmické). Z těchto funkćı se vytvářeli daľśı
funkce – pomoćı aritmetických operaćı a také pomoćı skládáńı (zde si vše zopakujeme).
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f(x)
(x, f(x))

D(f)

H(f)

Obrázek 4.1: Graf funkce f .

Pojem funkce je ale daleko širš́ı, a zmı́něné základńı typy funkćı tvoř́ı celkem malou (i když
velmi d̊uležitou) část.

Nejprve si řekněme, co vlastně rozumı́me pod pojmem funkce.

Definice 4.1 Reálnou funkćı (jedné) reálné proměnné rozumı́me zobrazeńı z R do R.

Poznámka 4.2 Funkce je tedy speciálńı zobrazeńı přǐrazuj́ıćı reálným č́ısl̊um reálná č́ısla.
Máme již tak definovánu celou řadu daľśıch pojmů souvisej́ıćı s funkcemi – viz Definici 1.48.

Poznámka 4.3 Zd̊urazněme, že funkce je jednoznačně daná svým definičńım oborem a funk-
čńımi hodnotami pro body z definičńıho oboru. Při definováńı konkrétńı funkce je tedy vždy
potřeba tyto dvě informace zadat: Definičńı obor je množina a funkčńı hodnoty jsou většinou
dány předpisem. Pokud informace o definičńım oboru chyb́ı, plat́ı nepsané pravidlo, že de-
finičńım oborem je množina všech reálných č́ısel, pro které má předpis smysl – tomuto
definičńımu oboru se pak ř́ıká přirozený definičńı obor.

Poznámka 4.4 Protože funkci jsme definovali jako zobrazeńı, stejně jako u posloupnosti
máme k dispozici pojem grafu – viz Definici 1.51. Graf funkce je tedy množina uspořádaných
dvojic (relace na R): prvek definičńıho oboru společně s funkčńı hodnotou dané funkce
v tomto bodě – viz Obrázek 4.1. Mimo jiné, jeho náčrtek dává velmi dobrou představu
o povaze dané funkce. Jak uvid́ıme dále, mnohé vlastnosti funkćı se daj́ı okamžitě vyč́ıst
z grafu funkce – stejně jako z grafu posloupnosti. Vlastně posloupnost reálných č́ısel neńı
nic jiného než reálná funkce reálné proměnné, jej́ıž definičńı obor je roven množině všech
přirozených č́ısel.

Poznámka 4.5 Jak již bylo řečeno v Poznámce 4.3, funkce je dána svým definičńım oborem
a funkčńımi hodnotami funkce. Ty jsou dány často funkčńım předpisem, ve kterém figuruje
ṕısmeno, tzv. proměnná, za které když dosad́ıme prvek definičńıho oboru, vypoč́ıtáńım
vzniklého výrazu źıskáme funkčńı hodnotu dané funkce v tomto bodě, např.

f(x) = x2, x ∈ [0, 2],
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či

x 7→ x2, x ∈ [0, 2],

kde v obou př́ıpadech jde o funkci přǐrazuj́ıćı každému č́ıslu z intervalu [0, 2] jeho druhou
mocninu. Někdy funkci nelze zapsat pomoćı jediného algebraického výrazu, nebo výrazu,
ve kterém se vyskytuj́ı názvy jiných již definovaných funkćı. Funkce bývá zadána i

”
po

částech“. Např. uvažujeme-li funkci f : R→ R definovanou takto

f(x) =

{
0 x ∈ [0, 1],

1 x ∈ (−∞, 0) ∪ (1,∞).

rozumı́me t́ım, že f(x) = 0 pro všechny hodnoty x z intervalu [0, 1] f(x) = 1 je-li x < 0
nebo x > 0. T́ımto zp̊usobem definujeme např. funkci signum nebo Dirichletovu funkci.

Nejde ale o jediný zp̊usob zadáńı. Funkce může být dána také parametricky či implicitně.
V těchto skriptech takový zp̊usob zadáńı nebude potřeba.

Často budeme potřebovat v předpokladech uvést, že definičńı obor obsahuje nějakou
množinu. K tomu se bude hodit následuj́ıćı definice – výrazně nám urychĺı vyjadřováńı.

Definice 4.6 Necht’ M ⊂ R, f : R → R je funkce. Řekneme, že funkce f je definovaná na
množině M , jestliže M ⊂ D(f).

Ukažme si nyńı několik př́ıklad̊u užitečných či zaj́ımavých funkćı.

Př́ıklad 4.7

(a) Definujme funkci absolutńı hodnota následuj́ıćım předpisem:

x 7→ |x|, x ∈ R.

Odtud je vidět, že tato funkce každému nezápornému č́ıslu přǐrad́ı toto č́ıslo a každému
zápornému č́ıslu přǐrad́ı č́ıslo k němu opačné. Graf je pak na Obrázku 4.2a. Z něj je
zase vidět, že oborem hodnot je interval [0,∞). Zd̊urazněme rozd́ıl mezi

”
absolutńı

hodnotou reálného č́ısla“ a
”
funkćı absolutńı hodnota“: to prvńı je č́ıslo, a to druhé

je funkce, kterou jsme právě definovali.

x

y

0

(a) Graf funkce absolutńı hodnota.

x

y

−1

0

1

(b) Graf funkce signum.

Obrázek 4.2: Grafy funkćı z Př́ıkladu 4.7.
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x

y

0 1−1−2 2

−1

−2

1

2

(a) Graf funkce celá část.

x

y

1

0

(b) Graf Dirichletovy funkce.

Obrázek 4.3: Grafy funkćı z Př́ıkladu 4.7.

(b) Daľśı použ́ıvanou jednoduchou funkćı je funkce signum (neboli znaménková funkce)
takto definovaná:

x 7→ sgnx, x ∈ R

Definičńım oborem je tedy množina všech reálných č́ısel a oborem hodnot tř́ıprvková
množina {−1, 0, 1}, viz Obrázek 4.2b.

(c) Dále definujme funkci celá část :

x 7→ bxc, x ∈ R

Zřejmě, definičńı obor je množina všech reálných č́ısel, obor hodnot množina všech
celých č́ısel, graf této funkce je na Obrázku 4.3a.

(d) Nakonec si představme Dirichletovu funkci χQ, která je definovaná takto:

χQ(x) =

{
1 x ∈ Q,
0 x ∈ R \Q.

Graf této funkce nelze dost dobře načrtnout. Chabý výsledek pokusu o graf je na
Obrázku 4.3b.
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Obrázek 4.4: Graf Cantorovy funkce.

(e) Pro zaj́ımavost si představme také Cantorovu funkci (tzv.
”
d’áblovy schody“). Existuje

několik zp̊usob̊u zadáńı této funkce – my zvoĺıme ten nejpopisněǰśı (i když ne zrovna
nejelegantněǰśı). Cantorova funkce c : [0, 1]→ [0, 1] je definovaná takto:

c(x) =



1
2 pro x ∈

[
1
3 ,

2
3

]
,

1
4 pro x ∈

[
1
9 ,

2
9

]
,

3
4 pro x ∈

[
7
9 ,

8
9

]
,

1
8 pro x ∈

[
1
27 ,

2
27

]
,

3
8 pro x ∈

[
7
27 ,

8
27

]
,

5
8 pro x ∈

[
19
27 ,

20
27

]
,

7
8 pro x ∈

[
25
27 ,

26
27

]
,

. . . . . .

Jinak můžeme definici Cantorovy funkce popsat takto: Interval [0, 1] rozděĺıme na tři stejně
dlouhé intervaly. Na prostředńım intervalu definujeme funkci jako konstantńı, nabývaj́ıćı
hodnotu 1/2. Oba zbylé intervaly zase rozděĺıme na tři stejně dlouhé intervaly. Na prostředńıch
intervalech definujeme funkci jako konstantńı a to 1/4 a 3/4. Zbylé intervaly (už jsou čtyři)
opět každý rozděĺıme na tři části a pokračujeme v podobném duchu dál. Graf Cantorovy
funkce je možno vidět na Obrázku 4.4.

Poznámka 4.8 Mluv́ıme-li o reálné funkci, mysĺıme t́ım, že jej́ımi funkčńımi hodnotami
jsou pouze reálná č́ısla. Také se můžeme setkat s funkcemi, jejichž funkčńı hodnoty jsou
komplexńı č́ısla – pak mluv́ıme o komplexńıch funkćıch. Oproti tomu, mluv́ıme-li o reálné
proměnné, mysĺıme t́ım, že definičńı obor je podmnožinou reálných č́ısel, tzn. do funkce
dosazujeme reálná č́ısla. Naproti tomu můžeme mı́t funkci komplexńı proměnné, což je
funkce, jej́ıž definičńı obor je podmnožina komplexńıch č́ısel.
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x

y

x1

f(x1)

x2

f(x2)

Obrázek 4.5: Graf rostoućı funkce.

4.2 Monotónńı a ohraničené funkce

Definice 4.9 Necht’ f : R→ R, ∅ 6= M ⊂ D(f). Řekneme, že f je na množině M

• rostoućı, jestliže ∀x1, x2 ∈M : x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2),

• klesaj́ıćı, jestliže ∀x1, x2 ∈M : x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2),

• neklesaj́ıćı, jestliže ∀x1, x2 ∈M : x1 < x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2),

• nerostoućı, jestliže ∀x1, x2 ∈M : x1 < x2 ⇒ f(x1) ≥ f(x2).

Souhrnně ř́ıkáme, že f je na množině M monotónńı. Je-li dokonce klesaj́ıćı nebo rostoućı,
ř́ıkáme, že je na množině M ryze monotónńı.

Př́ıklad 4.10 Monotónnost funkce na daném intervalu se velmi dobře dá vidět z grafu
funkce. Na Obrázku 4.5 vid́ıme graf rostoućı funkce.

Definice 4.11 Funkce se nazývá zdola ohraničená/shora ohraničená/ohraničená, je-li ta-
kový jej́ı obor hodnot. Funkci f : R → R nazýváme nazýváme zdola ohraničenou/shora
ohraničenou/ohraničenou na množině M ⊂ D(f), jestliže je taková množina f(M).

Cvičeńı 4.12 Dokažte, že funkce f : R → R je ohraničená na množině M ⊂ D(f) právě
tehdy, když

∃K ∈ R,K > 0 ∀x ∈M : |f(x)| ≤ K.
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Definice 4.13 Necht’ f : R→ R, ∅ 6= M ⊂ D(f). Pak definujeme

sup
M

f = sup f(M) = sup{f(x) ; x ∈M},

inf
M
f = inf f(M) = inf{f(x) ; x ∈M}

a nazýváme postupně supremum/infimum funkce f na množině M . A dále

max
M

f = max f(M) = max{f(x) ; x ∈M},

min
M

f = min f(M) = min{f(x) ; x ∈M},

kterým ř́ıkáme postupně maximum/minimum funkce f na množině M , neboli
nejvěťśı/nejmenš́ı funkčńı hodnota funkce f na množině M (pokud tato č́ısla v̊ubec existuj́ı).

Poznámka 4.14 Zřejmě plat́ı, že funkce f je na množině M

• ohraničená zdola právě tehdy, když inf f(M) ∈ R,

• ohraničná shora právě tehdy, když sup f(M) ∈ R,

• neohraničená zdola právě tehdy, když inf f(M) = −∞,

• neohraničená shora právě tehdy, když sup f(M) =∞.

4.3 Parita a periodicita

Představme si tři vlastnosti funkce: lichost, sudost a periodičnost.

Definice 4.15 Necht’ f : R → R má definičńı obor symetrický podle nuly, tzn. pro každé
x ∈ D(f) plat́ı −x ∈ D(f). Řekneme, že funkce f : R→ R je sudá (resp. lichá), jestliže

∀x ∈ D(f) : f(−x) = f(x) (resp. f(−x) = −f(x)) .

Sudost/lichost funkce souhrnně nazýváme paritou funkce.

Poznámka 4.16 Reprezentativńım př́ıkladem sudé, resp. liché funkce, je funkce mocninná
s přirozenou mocninou. Jde o funkci s definičńım oborem rovným R a předpisem xk, kde
k ∈ N. Přitom plat́ı, že je-li k ∈ N sudé, pak

(−x)k = (−1)kxk = xk,

tedy jde o sudou funkci, a je-li k ∈ N liché, pak

(−x)k = (−1)kxk = −xk,

tedy jde o lichou funkci. Je asi jasné, odkud pojmy lichosti/sudosti źıskaly své názvy.

Př́ıklad 4.17 Dokažte, že

f(x) =
x2 − 1

x2 + 1

je sudá funkce.
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x

y

x−x

f(x) = f(−x)

Obrázek 4.6: Graf sudé funkce.

x

y

x
−x

f(x)

f(−x) = −f(x)

Obrázek 4.7: Graf liché funkce.

Řešeńı. Definičńı obor funkce f je celá množina R, tedy symetrická podle počátku. Dále
pro všechna x ∈ R plat́ı

f(−x) =
(−x)2 − 1

(−x)2 + 1
=
x2 − 1

x2 + 1
= f(x). ©

Poznámka 4.18 Parita funkce má velmi názorný geometrický význam, který plyne př́ımo
z jej́ı definice. Graf sudé funkce je osově symetrický podle osy y, protože

(x, y) ∈ graf f ⇔ (−x, y) ∈ graf f.

Graf liché funkce je středově symetrický podle počátku, protože

(x, y) ∈ graf f ⇔ (−x,−y) ∈ graf f.

Dokažte tyto ekvivalence. Na Obrázku 4.6 vid́ıme graf sudé funkce a na Obrázku 4.7 je
načtrtnut graf liché funkce.

Definice 4.19 Necht’ p ∈ R, p > 0. Necht’ f : R → R má p-periodický definičńı obor, tzn.
pro každé x ∈ D(f) plat́ı x± p ∈ D(f). Řekneme, že funkce f je p-periodická, jestliže

∀x ∈ D(f) : f(x+ p) = f(x).

Poznámka 4.20 Je-li p perioda funkce f , n ∈ N, pak np je také perioda funkce f .
Nejznáměǰśı periodické funkce jsou např. funkce sinus a kosinus maj́ıćı periody 2π, 4π, atd.
Nejzaj́ımavěǰśı je perioda nejmenš́ı, takže se zmiňuje právě tato. Dále, periodické funkce
jsou i funkce tangens a kotangens, maj́ıćı nejmenš́ı periodu π.

Př́ıklad 4.21 Zjistěte, zda je funkce

f(x) = sin 2x+ cos 3x

periodická. Najděte jej́ı periodu.
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x

y

x x+ p

f(x) = f(x+ p)

Obrázek 4.8: Graf periodické funkce s periodou p.

Řešeńı. Definičńı obor funkce f je množina všech reálných č́ısel, což je p-periodická množina
pro každé p > 0. Pokusme se nyńı určit periodu této funkce. Jak už v́ıme z předchoźıho
studia, funkce sin a cos jsou periodické funkce s nejmenš́ı periodou 2π, tzn. plat́ı

∀x ∈ R : sin(x+ 2π) = sinx ∧ cos(x+ 2π) = cosx.

Odtud plyne, že funkce s předpisem sin 2x má periody

π, 2π, 3π, . . . ,

protože pro každé x ∈ R plat́ı

sin 2(x+ π) = sin(2x+ 2π) = sin 2x

Podobně zjist́ıme, že cos má periody

2

3
π,

4

3
π,

6

3
π,

8

3
π, . . .

Z Poznámky 4.20 vid́ıme, že nejmenš́ı společnou periodou obou funkćı je 2π (jde o nejmenš́ı
společný násobek period1 těchto dvou funkćı). Opravdu, pro každé x ∈ R plat́ı

f(x+ 2π) = sin 2(x+ 2π) + cos 3(x+ 2π)

= sin(2x+ 4π) + cos(3x+ 6π) = sin 2x+ cos 3x = f(x). ©

Poznámka 4.22 Periodickou funkci poznáme z jej́ıho grafu velmi jednoduše.
”
Posuneme-

li“ graf funkce ve směru osy x doprava o periodu této funkce, dostaneme stejnou množinu,
protože

(x, y) ∈ graf f ⇔ (x+ p, y) ∈ graf f,

kde p je perioda funkce f . Na Obrázku 4.8 vid́ıme graf periodické funkce.

4.4 Základńı operace s funkcemi

Nejprve si představme aritmetické operace s funkcemi – tzn. funkce můžeme sč́ıtat, odč́ıtat,
násobit i dělit. Následuje přesná definice.

1Násobkem periody rozumı́me součin této periody s přirozeným č́ıslem.
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Definice 4.23 Necht’ f, g : R→ R. Definujeme

• součet/rozd́ıl funkćı f a g takto:

(f ± g)(x) = f(x)± g(x), x ∈ D(f ± g) = D(f) ∩ D(g),

• součin funkćı f a g takto:

(f · g)(x) = f(x) · g(x), x ∈ D(f · g) = D(f) ∩ D(g),

• pod́ıl funkćı f a g takto:(
f

g

)
(x) =

f(x)

g(x)
, x ∈ D

(
f

g

)
= D(f) ∩ {x ∈ D(g) ; g(x) 6= 0}.

Vytvářet nové funkce budeme také jejich skládáńım a v př́ıpadě, že jsou prosté, budeme
uvažovat funkce k nim inverzńı. Všechny tyto pojmy máme už definované v Definićıch 1.55,
1.57 a 1.60. Pod́ıvejme se, jak tyto pojmy vypadaj́ı speciálně pro funkce.

Poznámka 4.24 Jestliže pro funkce f, g : R→ R plat́ı

M = {x ∈ D(f) ; f(x) ∈ D(g)} 6= ∅,

Pak složenou funkćı g ◦ f je funkce daná předpisem

(g ◦ f)(x) = g(f(x)), x ∈M.

Přitom funkce f se nazývá jej́ı vnitřńı složkou, funkce g jej́ı vněǰśı složkou. Jej́ı definičńı
obor je tedy množina M .

Př́ıklad 4.25 Uvažujme funkce

f(x) = 1− x2, x ∈ R, g(x) =
√
x, x ∈ [0,∞).

Plat́ı

D(g ◦ f) = {x ∈ R ; 1− x2 ∈ [0,∞)} = [−1, 1].

Tedy (g ◦ f)(x) =
√

1− x2, x ∈ [−1, 1].

Poznámka 4.26 Funkce f : R→ R je prostá, jestliže

∀x1, x2 ∈ D(f) : x1 6= x2 ⇒ f(x1) 6= f(x2).

Prostá funkce je tedy taková, která pro každé dva r̊uzné body definičńıho oboru nabývá
r̊uzných funkčńıch hodnot. Prostotu funkce lze snadno určit z jej́ıho grafu pomoćı jedno-
duchého pravidla: jestliže existuje př́ımka rovnoběžná s osou x, která prot́ıná graf funkce
v alespoň dvou bodech, pak funkce neńı prostá; v opačném př́ıpadě prostá je – viz Obrázek
4.9.

Poznámka 4.27 Je-li f : R → R prostá, pak inverzńı funkćı k funkci f je funkce f−1 :
R→ R taková, že D(f−1) = H(f) a pro každé x ∈ D(f) a každé y ∈ H(f) plat́ı

f−1(y) = x ⇔ f(x) = y.
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x

y

(a) Neńı prostá.
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y

(b) Je prostá.

Obrázek 4.9: Jak zjistit prostotu funkce.

x

y y = xf

f−1

Obrázek 4.10: Graf funkce a funkce k ńı inverzńı.

Poznámka 4.28 Z definice inverzńı funkce př́ımo plyne

∀x ∈ D(f) ∀y ∈ H(f) : (x, y) ∈ graf(f) ⇔ (y, x) ∈ graf(f−1)

což znamená, že graf f−1 je obrazem grafu funkce f v osové souměrnosti podle osy y = x
(protože body o souřadnićıch (x, y) a (y, x) jsou osově souměrné podle př́ımky y = x), viz
Obrázek 4.10.

4.5 Elementárńı funkce

Doposud jsme pracovali s pojmem funkce a jej́ımi vlastnostmi. Kromě toho jsme si ř́ıkali,
jak pomoćı již existuj́ıćıch funkćı definovat daľśı funkce. Je ale nejprve potřeba vyj́ıt z nějaké
základńı množiny jednoduchých funkćı. S těmito funkcemi jsme se setkali už i na základńı
a středńı škole. Jde o následuj́ıćı typy funkćı:

• polynomy a racionálńı funkce,

• mocninné funkce,
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• exponenciálńı a logaritmické funkce,

• goniometrické a cyklometrické funkce,

• hyperbolické a hyperbolometrické funkce.

Elementárńımi funkcemi pak rozumı́me funkce z tohoto seznamu. Kromě toho, jsou-li f a g
dvě elementárńı funkce, pak f + g, f − g, f · g, f/g, f ◦ g nazýváme také elementárńımi
funkcemi (pokud jsou tyto funkce dobře definovány).

4.5.1 Polynomy

Polynomy jsou nejjednodušš́ı možné funkce: v tom smyslu, že v jejich předpisu figuruje
pouze sč́ıtáńı a násobeńı.

Definice 4.29 Funkci P : R→ R (D(P ) = R) definovanou předpisem

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0, (4.1)

kde a0, a1, . . . , an ∈ R, nazýváme polynomem či polynomiálńı funkćı. Č́ısla a0, . . . , an
nazýváme koeficienty polynomu P . Je-li an 6= 0, pak č́ıslu n ř́ıkáme stupeň polynomu P ,
znač́ı se stP nebo degP .

Poznámka 4.30

(a) Všimněte si, že v Definici 4.29 neńı zmı́nka o stupni nulového polynomu. Nejde o opo-
menut́ı, stupeň nulového polynomu definován neńı (někdy se pro jednodušš́ı formulace
vět pokládá stupeň nulového polynomu jako −1 nebo −∞).

(b) Součet, rozd́ıl a součin polynomů je opět polynom. Přitom jsou-li P , Q polynomy, pak

deg(P ±Q) ≤ max{degP,degQ} (nejsou-li P , Q, P ±Q nulové),

deg(P ·Q) = degP + degQ (nejsou-li P , Q nulové).

(c) V předpisu polynonu se vyskytuje pouze sč́ıtáńı a násobeńı. Je tedy bez problémů
možné rozš́ı̌rit definičńı obor polynomu na množinu všech komplexńıch č́ısel. Takové
funkce pak každému komplexńımu č́ıslu přǐrazuj́ı opět komplexńı č́ıslo. Toto rozš́ı̌reńı
je vhodné vzhledem k definici komplexńıho kořenu polynomu – viz dále Definici 4.32.
Komplexńımi kořeny se zde budeme zabývat hlavně kv̊uli tomu, že př́ıslušná teorie je
elegantněǰśı – např. viz základńı větu algebry či rozklad polynomu v C.

(d) Do předpisu (4.1) lze dosazovat za x komplexńı č́ısla, je tedy přirozené zabývat se
polynomy s komplexńımi koeficienty, tzn. a0, . . . , an ∈ C. Plat́ı totiž řada d̊uležitých
tvrzeńı, které budou mı́t d̊uležité d̊usledky pro polynomy s reálnými koeficienty s
reálnou proměnnou. O polynomech s komplexńımi koeficienty budeme mluvit zejména
v Poznámce 4.34. Pokud nebude řečeno jinak, polynomem budeme rozumět polynom
s reálnými koeficienty a reálnou proměnnou.

(d) V daľśım textu budeme občas použ́ıvat obrat
”
polynom nejvýše n-tého stupně“, kde

n ∈ N ∪ {0}. Mezi takové polynomy patř́ı nulový polynom a polynomy všech stupň̊u
menš́ıch nebo rovných n.
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Poznámka 4.31 (krátce o komplexńıch č́ıslech) Připomeňme jen potřebná fakta o kom-
plexńıch č́ıslech známá ze středńı školy. Komplexńım č́ıslem budeme chápat výraz a + bi,
kde a, b ∈ R a i je

”
č́ıslo“ takové, že i2 = −1 (zřejmě i nemůže být reálné). Č́ıslu a ř́ıkáme

reálná část komplexńıho č́ısla, č́ıslu b ř́ıkáme imaginárńı část komplexńıho č́ısla. Č́ıslo i
nazýváme imaginárńı jednotka a poč́ıtáme s ńım jako s nenulovým reálným č́ıslem s t́ım
podstatným rozd́ılem, že

i2 = −1.

Potom pro součet/rozd́ıl/součin komplexńıch č́ısel a+ bi a c+ di plat́ı:

(a+ bi)± (c+ di) = (a± c) + (b± d)i,

(a+ bi) · (c+ di) = ac+ (bc+ ad)i + bdi2 = ac− bd+ (bc+ ad)i.

Pro zaj́ımavost uved’me, jak určit reálnou a komplexńı část pod́ılu komplexńıch č́ısel:

a+ bi

c+ di
=
a+ bi

c+ di

c− di

c− di
=

(ac+ bd) + (cb− da)i

c2 + d2
=
ac+ bd

c2 + d2
+
cb− da
c2 + d2

i.

Množinu všech komplexńıch č́ısel znač́ıme symbolem C. Je-li z = a+ bi ∈ C (tzn. a, b ∈ R),
pak komplexńı č́ıslo z̄ = a− bi nazýváme komplexně sdruženým k č́ıslu z. Nav́ıc pro a, b ∈ C
plat́ı

a± b = ā± b̄, ab = āb̄.

Protože a+ 0i = a ∈ R pro každé a ∈ R, plat́ı R ⊂ C. Jako je modelem množiny R př́ımka
a tedy každé reálné č́ıslo můžeme chápat jako bod na př́ımce, tak modelem množiny C je
rovina a tedy každé komplexńı č́ıslo můžeme chápat jako bod roviny (tzv. Gaussovy roviny),
kde reálná část komplexńıho č́ısla je x-ová souřadnice a imaginárńı část komplexńıho č́ısla
je y-ová souřadnice. Tedy č́ıslo a+bi si představujeme jako uspořádanou dvojici (a, b) ∈ R2.
Gaussova rovina má dvě ortogonálńı osy souřadnic – reálnou (odpov́ıdaj́ıćı množině reálných
č́ısel) a imaginárńı.

Definice 4.32 Č́ıslo α ∈ C se nazývá kořen polynomu P , jestliže

P (α) = 0.

Č́ıslo α ∈ C nazveme k-násobným kořenem polynomu P , existuje-li polynom Q tak, že α
neńı kořenem Q (tzn. Q(α) 6= 0) a

P (x) = (x− α)kQ(x) ∀x ∈ R.

Je-li k = 1, pak α nazýváme jednoduchým kořenem polynomu P . Č́ıslo k se nazývá násobnost
kořene α polynomu P . Je-li α kořen P , pak se polynom (x − α) nazývá kořenový činitel
polynomu P př́ıslušný k α.

Př́ıklad 4.33 Určete všechny kořeny polynomu

P (x) =
(
x3 − 1

)2
.

Řešeńı. Použit́ım známého vzorce

A3 −B3 = (A−B)(A2 +AB +B2)
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dostáváme

x3 − 1 = (x− 1)(x2 + x+ 1).

Odtud vid́ıme, že P (1) = 0, tedy 1 je kořenem polynomu P . Vyšetřeme, zda kvadratický
polynom x2 + x+ 1 je pro nějaké x nulový, tzn. řešme kvadratickou rovnici

x2 + x+ 1 = 0.

Protože diskriminant D = 1− 4 = −3 je záporný, dostáváme dvě komplexńı řešeńı

x1,2 =
−1± i

√
|1− 4|

2
= −1

2
± i

√
3

2
.

Tedy

P (x) = (x− 1)2

(
x+

1

2
− i

√
3

2

)2(
x+

1

2
+ i

√
3

2

)2

.

Takže podle Definice 4.32 má polynom P tři kořeny

1, −1

2
+ i

√
3

2
, −1

2
− i

√
3

2
.

přitom všechny tři jsou násobnosti 2. Můžeme také ř́ıct (viz Základńı větu algebry), že
polynom P má

”
až na násobnost“ celkem šest kořen̊u – každý kořen poč́ıtáme tolikrát,

kolik čińı jeho násobnost. ©

Poznámka 4.34 (Krátce o polynomech s komplexńımi koeficienty) V této poznámce si
shrňme některé základńı vlastnosti plat́ıćı pro polynomy s komplexńımi koeficienty (následně
plat́ıćı i pro polynomy s reálnými koeficienty, protože R ⊂ C):

(a) Je-li α ∈ C kořenem polynomu P , pak existuje polynom Q takový, že

P (x) = (x− α)Q(x).

(b) (Základńı věta algebry)
”
Každý polynom stupně alespoň jedna má alespoň jeden kořen.“

(c) Z (a) a (b) pak společně se vzorcem pro stupeň součinu polynomů plyne:
”
Každý

polynom stupně n ∈ N má právě n kořen̊u – každý poč́ıtáme tolikrát, kolik čińı jeho
násobnost.“

(d) (Rozklad polynomu na součin kořenových činitel̊u v C) Každý polynom

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0,

kde a0, . . . , an ∈ C, an 6= 0, lze zapsat ve tvaru

P (x) = an(x− α1)
`1(x− α2)

`2 . . . (x− αk)`k ,

kde α1, . . . , αk ∈ C jsou právě všechny navzájem r̊uzné kořeny polynomu P násobnost́ı
`1, . . . , `k ∈ N. Přitom plat́ı

`1 + `2 + . . .+ `k = n.
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Lemma 4.35. Necht’ a ∈ R, P je polynom stupně n ∈ N ∪ {0}. Pak existuj́ı konstanty
b0, b1, . . . , bn ∈ R, bn 6= 0 tak, že

P (x) = bn(x− a)n + bn−1(x− a)n−1 + . . .+ b1(x− a) + b0.

D̊ukaz. V polynomu P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0 (an 6= 0) lze nahradit (podle
binomické věty) každý člen xk výrazem

xk =
(
(x− a) + a

)k
=

k∑
`=0

(
k

`

)
(x− a)`ak−`.

Pak dostáváme žádané vyjádřeńı polynomu, přitom bn = an 6= 0. 2

Následuj́ıćı lemma je speciálńı př́ıpad tvrzeńı z Poznámky 4.34(a).

Lemma 4.36. Necht’ P je polynom stupně n (n ∈ N) a α ∈ R je jeho kořen. Pak existuje
polynom Q stupně n− 1 takový, že

P (x) = (x− α)Q(x).

D̊ukaz. Podle Lemmatu 4.35 lze polynom P vyjádřit jako

P (x) = bn(x− α)n + bn−1(x− α)n−1 + . . .+ b1(x− α) + b0.

Pak 0 = P (α) = b0. Odtud okamžitě plyne

P (x) = (x− α)
(
bn(x− α)n−1 + bn−1(x− α)n−2 + . . .+ b1

)
kde výraz v druhé závorce je žádaný polynom Q stupně n− 1. 2

Důsledek 4.37. Necht’ P je polynom stupně n ∈ N a α ∈ R jeho k-násobný kořen, kde
k ∈ N, k < n. Pak existuje polynom Q stupně n− k takový, že Q(α) 6= 0 a

P (x) = (x− α)kQ(x).

Poznámka 4.38 (Hornerovo schema) Jak efektivně poč́ıtat funkčńı hodnoty polynomu?
To se hod́ı třeba v př́ıpadě, že chceme ověřit, zda dané č́ıslo je či neńı kořenem polynomu.
Pod́ıváme-li se na obecný tvar polynomu z Definice 4.29, vid́ıme, že při dosazeńı nějakého
č́ısla za jeho proměnnou nás čeká úmorný výpočet mocnin stejného č́ısla, která pak ještě
muśıme vynásobit koeficienty polynomu a to nakonec seč́ıst. Existuje něco jednodušš́ıho?
Odpověd́ı je Hornerovo schéma. Celá jeho myšlenka spoč́ıvá v chytrém zápisu polynomu
– konkrétně ve změně pořad́ı jednotlivých operaćı: postupným vytýkáńım proměnné. Plat́ı
totiž

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a2x
2 + a1x+ a0

= (anx
n−1 + an−1x

n−2 + . . .+ a2x+ a1)x+ a0

= ((anx
n−2 + an−1x

n−3 + . . .+ a2)x+ a1)x+ a0

. . .

= (. . . (anx+ an−1)x+ . . .+ a2)x+ a1)x+ a0.
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Chceme-li vypoč́ıtat hodnotu polynomu P v bodě α, stač́ı pak zač́ıt dosazovat do nej-
vnitřněǰśı závorky a pak postupně dosazovat za x = α a k posledńı – vněǰśı závorce. Me-
zivýpočty si budeme označovat č́ısly bn−1, . . . , b0, takže plat́ı

bn−1 = an,

bn−2 = bn−1α+ an−1,

bn−3 = bn−2α+ an−2,

. . . ,

b0 = b1α+ a1

a konečně
P (α) = b0α+ a0.

Všimněte si např. že bn−2 je výsledek dosazeńı α do úplně vnitřńı závorky, atp. Toto se
mnohem přehledněji zapisuje to tabulky (tzv. Hornerova schematu):

P (x) an an−1 . . . a1 a0
α bn−1 bn−2 . . . b0 P (α)

Je jasné, že α je kořenem polynomu P , jestliže na konci druhého řádku Hornerova schématu
je nula. Zaj́ımavé ale také je, že pro polynom, jehož koeficienty jsou právě vypoč́ıtané
konstanty bi, tzn. pro polynom

Q(x) = bn−1x
n−1 + bn−2x

n−2 + . . .+ b1x+ b0,

plat́ı rovnost
P (x) = Q(x)(x− α) + P (α).

Ověřte dosazeńım do obou stran! Z toho plyne, že pod́ılem polynomů P a x−α je polynom Q
se zbytkem P (α). Nakonec dodejme, že Hornerovo schéma lze použ́ıt opakovaně, zjistit nejen
násobnost př́ıslušného kořene, ale také nalézt velice efektivně polynom Q z Důsledku 4.37.

Př́ıklad 4.39 Zjistěte, zda je 1 kořenem polynomu

P (x) = x3 − 5x2 + 7x− 3.

Pokud je kořenem, zjistěte jeho násobnost.

Řešeńı. Hornerovo schema pro polynom P a č́ıslo α vypadá takto

P (x) 1 −5 7 −3

α = 1 1 −4 3 0

α = 1 1 −3 0

α = 1 1 −2

Z druhého řádku Hornerova schematu vid́ıme, že č́ıslo 1 je skutečně kořenem a plat́ı

P (x) = (x− 1)(x2 − 4x+ 3).

Třet́ı řádek nám ř́ıká, že je dokonce kořenem alespoň násobnosti 2 a plat́ı

P (x) = (x− 1)2(x− 3).

Čtvrtý řádek ř́ıká, že 1 je kořenem násobnosti 2. ©
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Poznámka 4.40 Necht’ P je polynom s reálnými koeficienty.

(a) Pokud α ∈ C je k-násobným kořenem polynomu P , je č́ıslo ᾱ ∈ C (komplexně sdružené
k α) rovněž k-násobným kořenem polynomu P .

(b) Pro kořenové činitele př́ıslušné komplexńım kořen̊um α = u± iv, u, v ∈ R, v 6= 0 plat́ı

(x−(u+ iv))k(x− (u− iv))k = [(x− (u+ iv))(x− (u− iv))]k

= [((x− u)− iv)((x− u) + iv)]k =
[
(x− u)2 + v2

]k
.

Následuj́ıćı věta nám umožńı pro naše potřeby obej́ıt se bez komplexńıch č́ısel.

Věta 4.41 (o rozkladu na kořenové činitele polynomu v R). Každý nenulový polynom

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a0

s reálnými koeficienty, lze vyjádřit jako součin o činiteĺıch v tomto tvaru:

• an,

• (x− α)k, pro každý reálný kořen α ∈ R polynomu P násobnosti k ∈ N,

• ((x − u)2 + v2)k, pro každé dva komplexně sdružené komplexńı kořeny β = u + iv,
β̄ = u− iv (u, v ∈ R, v 6= 0) polynomu P násobnosti k.

D̊ukaz. Podle Poznámky 4.34(d) a Poznámky 4.40(a) se polynom P dá zapsat ve tvaru

P (x) = a0(x− α1)
k1 . . . (x− αr)kr(x− β1)`1(x− β̄1)`1 . . . (x− βs)`s(x− β̄s)`s ,

kde α1, . . . , αr ∈ R jsou navzájem r̊uzné kořeny násobnost́ı k1, . . . , kr a β1, β̄1, β2, β̄2,
. . . , βs, β̄s ∈ C\R jsou navzájem r̊uzné kořeny násobnost́ı `1, `1, `2, `2, . . . , `s, `s. Označ́ıme-
li βi = ui + ivi pro i = 1, . . . , s, pak podle Poznámky 4.40(b) dostáváme

(x− βi)`i(x− β̄i)`i = [(x− ui)2 + v2i ]
`i . 2

Poznámka 4.42 Kvadratické výrazy (x− u)2 + v2 v tvrzeńı Věty 4.41 se zapisuj́ı sṕı̌se ve
tvaru x2 + px+ q se záporným diskriminantem (tj. D = p2 − 4q < 0).

Př́ıklad 4.43 Rozložte v R polynomy

P (x) = x4 + 1

a

Q(x) = x5 + x4 + x3 − x2 − x− 1.

Řešeńı. Plat́ı

P (x) = x4 + 1 = x4 + 2x2 + 1− 2x2 = (x2 + 1)2 − 2x2

= (x2 −
√

2x+ 1)(x2 +
√

2x+ 1).
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Snadno spoč́ıtáme, že diskriminant kvadratických polynomů za posledńı rovnost́ı je záporný,
tedy skutečně jde o rozklad polynomu v R. V druhém př́ıpadě poč́ıtáme takto:

Q(x) = x3(x2 + x+ 1)− (x2 + x+ 1) = (x3 − 1)(x2 + x+ 1)

= (x− 1)(x2 + x+ 1)(x2 + x+ 1) = (x− 1)(x2 + x+ 1)2.

Opět, snadno spoč́ıtáme, že diskriminant polynomu x2 + x+ 1 je záporný. Tedy př́ıklad je
vyřešen. Poznamenejme, že pokud bychom se pokoušeli o rozklad polynomu v C, je třeba
ještě naj́ıt komplexńı kořeny kvadratického polynomu. ©

4.5.2 Racionálńı funkce

Definice 4.44 Necht’ P,Q jsou nenulové polynomy. Pak funkce

R =
P

Q

se nazývá racionálńı (lomená) funkce. Tuto funkci nazveme ryze lomenou (neboli ryźı ra-
cionálńı), jestliže degP < degQ a neryze lomenou, jestliže degP ≥ degQ.

Poznámka 4.45

(i) Definičńı obor racionálńı funkce R = P/Q je množina

{x ∈ R ; Q(x) 6= 0}

neboli R \ {α1, . . . , αm}, kde α1, . . . , αm jsou kořeny Q.

(ii) Je-li degP ≥ degQ pak existuj́ı polynomy P1, P2, degP2 < degQ tak, že

P

Q
= P1 +

P2

Q

(tzn. děleńı polynomu polynomem, které známe ze středńı školy). Smysl tohoto faktu
spoč́ıvá v tom, že P2/Q je ryze lomená funkce.

Lemma 4.46. Necht’ R = P/Q je ryźı racionálńı funkce a x0 je reálný k-násobný kořen
polynomu Q, tzn.

Q(x) = Q1(x)(x− x0)k,

kde Q1(x0) 6= 0. Pak existuj́ı taková reálná č́ısla A1, . . . , Ak, že pro všechna x ∈ D(R) plat́ı

R(x) =

k∑
j=1

Aj
(x− x0)j

+
P1(x)

Q1(x)
,

kde P1 je bud’ nulový polynom nebo degP1 < degQ1.

D̊ukaz. Proved’me matematickou indukćı vzhledem ke k ∈ N. Dokažme nejprve tvrzeńı pro
k = 1. Necht’ x0 je jednoduchý kořen polynomu Q, tedy plat́ı Q(x) = Q1(x)(x − x0), kde
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Q1(x0) 6= 0 a degQ1 = degQ−1. Protože je funkce R ryźı lomená, plat́ı pak degQ1 ≥ degP .
Máme dokázat existenci A1 ∈ R a polynomu P1 tak, že degP1 < degQ1 a

P (x)

Q1(x)(x− x0)
=

A1

x− x0
+
P1(x)

Q1(x)
,

což je ekvivalentńı s rovnost́ı

P (x)

Q1(x)(x− x0)
=
A1Q1(x) + (x− x0)P1(x)

Q1(x)(x− x0)
,

tedy P (x) = A1Q1(x) + (x− x0)P1(x), a to lze napsat jako

P (x)−A1Q1(x) = (x− x0)P1(x). (4.2)

Tyto úvahy nás přivedly k myšlence uvažovat polynom S(x) = P (x)−A1Q1(x), kde polož́ıme

A1 =
P (x0)

Q1(x0)
.

Zřejmě degS ≤ max{degP,degQ1} = degQ1 a x0 je kořenem polynomu S, protože

S(x0) = P (x0)−
P (x0)

Q1(x0)
Q1(x0) = 0.

Podle Lemmatu 4.36 existuje polynom P1 takový, že S(x) = (x − x0)P1(x). T́ım jsme
dostali platnost (4.2). Nav́ıc, je-li P1 nenulový, pak plat́ı degP1 + 1 = degS ≤ degQ1, tedy
degP1 < degQ1.

Proved’me nyńı indukčńı krok. Necht’ pro k ∈ N věta plat́ı. Dokažme, že plat́ı také pro
k + 1. Uvažujme ryźı lomenou funkci R = P/Q, tedy polynom P , x0 ∈ R a polynom Q1

takový, že Q1(x0) 6= 0, Q(x) = (x−x0)k+1Q1(x). Z faktu, že R je ryźı, dostáváme nerovnost
degP < degQ1 + k. Dokažme nejprve, že existuje konstanta Ak+1 a polynom P0 tak, že
degP0 < degQ1 + k (nebo P0 je nulový) a

P (x)

(x− x0)k+1Q1(x)
=

Ak+1

(x− x0)k+1
+

P0(x)

(x− x0)kQ1(x)
, (4.3)

což je podobně jako v počátečńım kroku ekvivalentńı s

P (x)−Ak+1Q1(x) = (x− x0)P0(x).

Definujme polynom S(x) = P (x)−Ak+1Q1(x), kde polož́ıme

Ak+1 =
P (x0)

Q1(x0)
.

Protože x0 je opět kořenem polynomu S, podle Lemmatu 4.36 existuje polynom P0 tak, že
S(x) = (x − x0)P0(x). Je-li P0 nulový polynom, pak z (4.3) plyne tvrzeńı věty pro k + 1
a d̊ukaz je ukončen. V opačném př́ıpadě pokračujeme dál a plat́ı

degP0 = degS − 1 ≤ degQ1 + k,

tzn. degP0 < degQ1 + k. Odtud plyne, že racionálńı funkce

P0(x)

(x− x0)kQ1(x)
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je ryźı a Q1(x0) 6= 0. Tato racionálńı funkce tedy splňuje indukčńı předpoklad a tedy pak
existuj́ı konstanty A1, . . . , Ak ∈ R a polynom P1, degP1 < degQ1 (nebo nulový P1) tak, že

P0(x)

(x− x0)kQ1(x)
=

k∑
j=1

Aj
(x− x0)j

+
P1(x)

Q1(x)
.

Dosazeńım této rovnosti do (4.3) dostáváme požadované tvrzeńı pro k + 1. 2

Lemma 4.47. Necht’ R = P/Q je ryźı racionálńı funkce a x0 = u + iv je komplexńı (tzn.
v 6= 0) k-násobný kořen polynomu Q(x), tzn.

Q(x) = [(x− u)2 + v2]kQ1(x), Q1(x0) 6= 0.

Pak existuj́ı taková reálná č́ısla B1, C1, B2, C2, . . ., Bk, Ck, že

R(x) =

k∑
j=1

Bjx+ Cj
[(x− u)2 + v2]j

+
P1(x)

Q1(x)
,

kde P1 je bud’ nulový polynom nebo degP1 < degQ1.

D̊ukaz. Provede se podobným zp̊usobem jako d̊ukaz předchoźıho lemmatu. 2

Zlomky tvaru
A

(x− x0)k
,

Bx+ C

[(x− u)2 + v2]k

jsou v jistém smyslu nejjednodušš́ı ryźı racionálńı funkce, ř́ıkáme jim parciálńı zlomky.
Z předchoźıch dvou lemmat plyne následuj́ıćı d̊uležitá věta.

Věta 4.48. (o rozkladu racionálńı funkce na parciálńı zlomky) Každá ryźı racionálńı funkce
se dá vyjádřit jako součet parciálńıch zlomk̊u. Přitom každému k-násobném reálném kořenu
x0 jmenovatele odpov́ıdá součet k parciálńıch zlomk̊u tvaru

A1

x− x0
,

A2

(x− x0)2
, . . . ,

Ak
(x− x0)k

a každému komplexńımu k-násobnému kořenu u ± iv jmenovatele odpov́ıdá součet
k parciálńıch zlomk̊u tvaru

B1x+ C1

(x− u)2 + v2
,

B2x+ C2

[(x− u)2 + v2]2
, . . . ,

Bkx+ Ck
[(x− u)2 + v2]k

.

Poznámka 4.49 Hodnoty konstant v parciálńıch zlomćıch nalezneme metodou neurčitých
koeficient̊u, tzn. naṕı̌seme formálńı tvar rozkladu a vynásob́ıme jmenovatelem rozkládané ra-
cionálńı funkce. Dostáváme tak rovnost dvou polynomů. Porovnáńım koeficient̊u u př́ıslušných
člen̊u, dosazeńım za x vhodná č́ısla, nebo kombinaćı obou nalezneme neznámé koeficienty.
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Př́ıklad 4.50 Rozložte na parciálńı zlomky racionálńı funkce

(a) P (x) = 2x+7
x2−9x+18

,

(b) Q(x) = x+2
x3−x ,

(c) R(x) = x3+1
x4−x3 ,

(d) S(x) = 3x2+x+2
x3−1 .

Řešeńı.

(a) Protože x2 − 9x + 18 = (x − 3)(x − 6), podle Věty 4.48 existuj́ı konstanty A,B ∈ R
tak, že

2x+ 7

x2 − 9x+ 18
=

A

x− 3
+

B

x− 6
.

Vynásob́ıme obě strany nerovnosti jmenovatelem rozkládané racionálńı funkce a dos-
távásme

2x+ 7 = A(x− 6) +B(x− 3).

Ukažme si dvě nejjednodušš́ı metody nalezeńı konstant A a B:

(i) Dva polynomy jsou si rovny právě tehdy, když jsou si rovny koeficienty u člen̊u
se stejnou mocninou. Porovnáme-li koeficienty u lineárńıho členu, dostáváme
rovnost

2 = A+B

a porovnáme-li absolutńı členy, pak dostaneme

7 = −6A− 3B.

Máme tak soustavu dvou rovnic o dvou neznámých A,B. Řešeńım je A = −13/3,
B = 19/3.

(ii) Do vzniklé rovnice dosad́ıme x = 6 (tedy jeden z kořen̊u jmenovatele) a dostáváme

2 · 6 + 7 = B(6− 3),

odkud snadno spoč́ıtáme, že B = 19/3. Dosad́ıme-li za x = 3 (tedy druhý
z kořen̊u jmenovatele) dostáváme podobně A = −13/3.

Tedy v obou př́ıpadech dostáváme

2x+ 7

x2 − 9x+ 18
= −13

3

1

x− 3
+

19

3

1

x− 6
.

(b) Zřejmě plat́ı
x3 − x = x(x2 − 1) = x(x− 1)(x+ 1).

Podle Věty 4.48 existuj́ı konstanty A,B,C ∈ R takové, že

x+ 2

x3 − x
=
A

x
+

B

x− 1
+

C

x+ 1
.

Vynásob́ıme obě strany polynomem x3 − x a dostáváme

x+ 2 = A(x2 − 1) +Bx(x+ 1) + Cx(x− 1).

Dosad́ıme-li postupně do rovnice za x = 0, x = 1 a x = −1, dostáváme hodnoty
jednotlivých konstant: A = −2, B = 3

2 a C = 1
2 .
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(c) Snadno vypočteme, že
x4 − x3 = x3(x− 1).

Pak podle Věty 4.48 existuj́ı konstanty A,B,C,D ∈ R takové, že

x3 + 1

x4 − x3
=
A

x
+
B

x2
+
C

x3
+

D

x− 1
,

Vynásob́ıme obě strany výrazem x4 − x3, pak dostáváme

x3 + 1 = Ax2(x− 1) +Bx(x− 1) + C(x− 1) +Dx3.

Dosad́ıme x = 0 a dostáváme C = −1. Dosad́ıme x = 1 a dostáváme D = 2. Zbývá
naj́ıt hodnoty neznámých A a B. To provedeme porovnáńım koeficient̊u u př́ıslušných
mocnin. Protože již hledáme pouze dvě konstanty, stač́ı nám k tomu pouze dvě rov-
nice. Nejjednodušš́ı rovnice dostaneme porovnáńım koeficient̊u u člen̊u s nejvyšš́ımi
a nejnižš́ımi mocninami. Např. porovnáme-li koeficienty člen̊u s mocninou x3 a x2

dostáváme postupně A = −1 a B = −1.

(d) Protože
x3 − 1 = (x− 1)(x2 + x+ 1),

pak podle Věty 4.48 existuj́ı konstanty A,B,C ∈ R takové, že

S(x) =
3x2 + x+ 2

x3 − 1
=

A

x− 1
+

Bx+ C

x2 + x+ 1
.

Vynásob́ıme-li tuto rovnost jmenovatelem polynomu S dostáváme následuj́ıćı rovnost
polynomů:

3x2 + x+ 2 = A(x2 + x+ 1) + (Bx+ C)(x− 1).

Dosazeńım x = 1 do této rovnosti dostáváme, že A = 2. Porovnáńım koeficient̊u
u členu x2 dostáváme B = 1 a porovnáńım absolutńıch člen̊u dostaneme C = 0. Tedy
plat́ı

S(x) =
2

x− 1
+

x

x2 + x+ 1
. ©

4.5.3 Mocninné a exponenciálńı funkce

V předpisech následuj́ıćıch funkćı se vyskytuje obecná mocnina. Přitom u mocninné funkce
je v základu proměnná a v exponentu je konstanta. U exponenciálńı funkce je to naopak, v
základu se vyskytuje konstanta a v exponentu proměnná.

Definice 4.51 Necht’ α ∈ R. Funkce

x 7→ xα, x ∈ (0,∞)

se nazývá mocninnou funkćı (o exponentu α). Znač́ı se powα.

Poznámka 4.52

(i) D(powα) = (0,∞), α 6= 0 a tedy H(powα) = (0,∞).
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x

y

1

1

α > 1

α ∈ (0, 1)

α = 1

α = 0

α = −1
α < −1

α ∈ (−1, 0)

Obrázek 4.11: Grafy funkćı powα pro r̊uzné hodnoty parametru α.

(ii) Funkce powα je pro α > 0 rostoućı a pro α < 0 klesaj́ıćı.

(iii) Graf funkce powα pro r̊uzné hodnoty parametru α lze vidět na Obrázku 4.11.

(iv) Pro některé speciálńı hodnoty č́ısla α je D(powα) větš́ı než (0,∞), a to podle toho,
pro které x je výraz xα definován (viz Definice 2.28, 2.35). Zejména:

(1) pro α ∈ N je D(powα) = R (jde vlastně o polynom α-tého stupně),

(2) pro α ∈ Z, α ≤ 0 je D(powα) = R \ {0},
(3) pro α ∈ Q, α = m

n , kde m ∈ Z, n ∈ N a zlomek m
n je v základńım tvaru, přitom

(a) n je liché a m > 0, pak D(powα) = R,

(b) n je liché a m < 0, pak D(powα) = R \ {0},
(c) n je sudé a m > 0, pak D(powα) = [0,∞).

(v) Častěji se mocninná funkce znač́ı svým předpisem, tzn. např. mı́sto pow5 ṕı̌seme x5.

Definice 4.53 Necht’ a ∈ R, a > 0. Funkci

x 7→ ax, x ∈ R

nazýváme exponenciálńı funkćı o základu a, znač́ıme expa.

Poznámka 4.54

(i) Je-li a = 1, je exponenciálńı funkce konstantńı (tzn. neńı prostá). Jde vlastně o poly-
nom nultého stupně. Taková exponenciálńı funkce neńı pro nás zaj́ımavá, a proto ji
z našich úvah budeme většinou vylučovat.

(ii) Funkce expa je rostoućı pro a > 1 a klesaj́ıćı pro a ∈ (0, 1) (tedy je prostá).

(iii) Pro a ∈ (0, 1) ∪ (1,∞) plat́ı D(expa) = R, H(expa) = (0,∞).
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x

y a > 1

a ∈ (0, 1)

Obrázek 4.12: Grafy funkćı expa pro a > 1 a a ∈ (0, 1).

(iv) Grafem exponenciálńı funkce je tzv. exponenciála – viz Obrázek 4.12.

(v) Nejd̊uležitěǰśı mezi exponenciálńımi funkcemi je ta se základem a = e (tzv. přirozená
exponenciálńı funkce), mı́sto expe se ṕı̌se pouze exp.

(vi) Pro jednoduchost se často exponenciálńı funkce znač́ı svým předpisem, tzn. např.
mı́sto exp5 ṕı̌seme jen 5x.

Cvičeńı 4.55 Dokažte, že pro a > 0 je graf funkce exp 1
a

obrazem grafu funkce expa v osové

souměrnosti podle osy y.

4.5.4 Logaritmické funkce

Definice 4.56 Necht’ a ∈ R, a > 0, a 6= 1. Inverzńı funkce k exponenciálńı funkci o základu
a nazýváme logaritmickou funkćı o základu a, znač́ı se loga x, tzn.

∀x ∈ R ∀y ∈ R, y > 0 : loga y = x ⇔ ax = y.

Poznámka 4.57 Z faktu, že je logaritmická funkce inverzńı k exponenciálńı, plyne řada
jej́ıch vlastnost́ı:

(i) Pro a > 0, a 6= 1 plat́ı

D(loga) = (0,∞), H(loga) = R.

(ii) Funkce loga je rostoućı pro a > 1 a klesaj́ıćı pro a ∈ (0, 1).

(iii) Z Poznámky 1.61(iii) plyne, že pro každé x ∈ R plat́ı

aloga x = x

a pro všechna y ∈ R, y > 0 plat́ı

loga a
y = y.
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x

y

a > 1

a ∈ (0, 1)

Obrázek 4.13: Grafy funkćı loga pro a > 1 a a ∈ (0, 1).

(iv) Z předchoźıho se daj́ı odvodit následuj́ıćı vzorce:

loga x
α = α loga x,

loga xy = loga x+ loga y,

loga
x

y
= loga x− loga y,

loga x =
logb x

logb a
,

aα = bα logb a

pro všechna α ∈ R, a, b ∈ (0, 1) ∪ (1,∞), x, y > 0. Dokažte je. Posledńı dvě rovnosti
použ́ıváme zejména pro a = e.

(v) Graf logaritmické funkce je osově symetrický k exponenciále podle osy y = x – viz
Obrázek 4.13.

(vi) Nejd̊uležitěǰśı mezi logaritmickými funkcemi je ta o základu a = e (tzv. přirozená
logaritmická funkce), mı́sto loge ṕı̌seme ln.

4.5.5 Goniometrické funkce

Začněme funkcemi sinus (sin) a kosinus (cos). Existuje několik definic těchto funkćı. Nám
bude stačit geometrická definice pomoćı jednotkové kružnice. Vyskytuj́ı se v ńı pojmy jako
orientovaný úhel, radián a délka křivky, kteréžto pojmy chápeme jen intuitivně.

Uvažujme jednotkovou kružnici (to je kružnice se středem v počátku a poloměru 1, tzn.
jde o množinu všech bod̊u v rovině o souřadnićıch (x, y) splňuj́ıćı rovnost x2+y2 = 1). Necht’

α ∈ R je orientovaný úhel s počátkem na kladné poloose x. Uvažujme tento úhel v radiánech,
tedy jde o

”
orientovanou délku“2 př́ıslušné části jednotkové kružnice. Připomeňme, že délka

2To znamená, že zač́ınáme v bodě o souřadnićıch (1, 0) a je-li α > 0 ob́ıháme kružnici proti směru
hodinových ručiček, v opačném př́ıpadě je −α délka oběhnuté křivky – přitom kružnici můžeme oběhnout
i několikrát.
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jednotkové kružnice je 2π. Pak y-ová souřadnice bodu na jednotkové kružnici je rovna sinα
a x-ová souřadnice tohoto bodu je rovna cosα – viz Obrázek 4.14. T́ımto jsou tyto dvě
funkce definované na celé množině všech reálných č́ısel.

x

y

0 1

α

cosα

sinα

Obrázek 4.14: Geometrická definice funkćı sin a cos.

Poznámka 4.58 Z naš́ı
”
definice“ můžeme vidět spoustu vlastnost́ı těchto dvou funkćı:

(i) D(sin) = R, H(sin) = [−1, 1]. Funkce je lichá, 2π-periodická funkce.

(ii) D(cos) = R, H(sin) = [−1, 1]. Funkce je sudá, 2π-periodická funkce.

(iii) Z Obrázku 4.14 s využit́ım definice sinu a kosinu úhlu v pravoúhlém trojúhelńıku ze
základńı školy lze poměrně snadno spoč́ıtat hodnoty funkćı v některých význačných
bodech

”
z prvńıho kvadrantu“:

x 0 π
6

π
4

π
3

π
2

sinx 0 1
2

√
2
2

√
3
2 1

cosx 1
√
3
2

√
2
2

1
2 1

(iv) Plat́ı tzv. součtové vzorce: Pro každé x, y ∈ R plat́ı

sin(x+ y) = sinx cos y + sin y cosx,

cos(x+ y) = cosx cos y − sinx sin y.

(v) Grafy funkćı sin a cos jsou načtrnuty na Obrázku 4.15. Odtud je vidět celá řada
symetríı, které maj́ı grafy těchto funkćı. Např. graf funkce sin je středově symetrický
podle počátku, ale je také středově symetrický podle bod̊u (kπ, 0) (kde k ∈ Z) a osově
symetrický podle př́ımek x = π/2 + kπ (kde k ∈ Z). To má za následek, že hodnoty
těchto funkćı stač́ı znát pouze v intervalu [0, π/2] (tzn. 1. kvadrant), protože všechny
ostatńı se daj́ı z těchto symetríı (a využit́ım periodičnosti funkćı) vyjádřit jako hodnoty
funkce sin a cos na tomto intervalu. Tato fakta ovšem plynou již z geometrické definice.
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x

y

sin
cos

0 π
2

π 3π
2

2π

Obrázek 4.15: Grafy funkćı sin a cos.

Cvičeńı 4.59 S využit́ım informaćı z Poznámky 4.58 dokažte, že pro všechna x, y ∈ R
plat́ı:

1. sin2 x+ cos2 x = 1,

2. sin 2x = 2 sinx cosx,

3. cos 2x = cos2 x− sin2 x,

4. sin(x− y) = sinx cos y − sin y cosx,

5. cos(x− y) = cosx cos y + sinx sin y,

6. sinx± sin y = 2 sin x±y
2 cos x∓y2 ,

7. cosx+ cos y = 2 cos x+y2 cos x−y2 ,

8. cosx− cos y = −2 sin x+y
2 sin x−y

2 ,

9. sinx sin y = 1
2(cos(x− y)− cos(x+ y)),

10. cosx cos y = 1
2(cos(x−y)+cos(x+y)),

11. sinx cos y = 1
2(sin(x− y) + sin(x+ y)),

12. cos2 x = 1+cos(2x)
2 ,

13. sin2 x = 1−cos(2x)
2 ,

14. sin(x+ π/2) = cosx,

15. sin(x± π) = − sinx,

16. cos(x± π) = − cosx.

Konečně můžeme definovat i funkce tangens a kotangens – již korektńı definićı:

Definice 4.60 Funkci definovanou předpisem

x 7→ sinx

cosx
, x ∈ R, x 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z,

nazýváme funkce tangens, znač́ıme tg.
Funkci definovanou předpisem

x 7→ cosx

sinx
, x ∈ R, x 6= kπ, k ∈ Z,

nazýváme funkce kotangens, znač́ıme cotg.

Poznámka 4.61 Funkce tg a cotg maj́ı následuj́ıćı vlastnosti:

(i) H(tg) = R. Funkce tg je lichá, π-periodická funkce.

(ii) H(cotg) = R. Funkce cotg je sudá, π-periodická funkce.

(iii) Tyto funkce nabývaj́ı ve význačných bodech
”
z prvńıho kvadrantu“ těchto hodnot:
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x 0 π
6

π
4

π
3

π
2

tg x 0
√
3
3 1

√
3 ×

cotg x ×
√

3 1
√
3
3 1

(iv) Grafy funkćı tg a cotg jsou načtrnuty na Obrázćıch 4.16a a 4.16b.

x

y

−π
2

0 π
2

π−π

tg

(a) Graf funkce tg.

x

y

−π
2

0 π
2

π−π

cotg

(b) Graf funkce cotg.

Obrázek 4.16: Grafy funkćı tangens a cotangens.

4.5.6 Cyklometrické funkce

Tyto funkce jsou
”
skoro inverzńı“ ke goniometrickým funkćım. Totiž kv̊uli periodicitě, goni-

ometrické funkce nejsou prosté na svých definičńıch oborech, tedy nemaj́ı inverzńı funkce.
Přesto potřebujeme definovat inverzńı hodnoty těchto funkćı. Bude nám stačit definovat in-
verzńı funkce pouze k restrikćım goniometrických funkćı na jistých intervalech (na nichž
jsou tyto funkce prosté).

Př́ıklad 4.62 Funkce sin je definovaná na celém R a neńı prostá. Ale funkce sin |[−π
2
,π
2
] již

prostá funkce je, viz Obrázek 4.17.

x

y

−π
2

−1

π
2

1

Obrázek 4.17: Restrikce funkce sin na intervalu [−π
2 ,

π
2 ].

Poznámka 4.63 Pohledem na grafy goniometrických funkćı můžeme snadno odtušit, že
následuj́ıćı funkce jsou prosté:

sin |[−π
2
,π
2
], cos |[0,π], tg |(−π

2
,π
2
), cotg |(0,π).
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K těmto funkćım tedy existuj́ı funkce inverzńı.

Definice 4.64 Funkce arcsin, arccos, arctg, arccotg definujeme takto:

arcsin =
(

sin |[−π
2
,π
2
]

)−1
, arccos =

(
cos |[0,π]

)−1
,

arctg =
(

tg |(−π
2
,π
2
)

)−1
, arccotg =

(
cotg |(0,π)

)−1
.

Nazýváme je po řadě arkus sinus, arkus kosinus, arkus tangens a arkus kotangens.

Poznámka 4.65 Shrňme základńı vlastnosti cyklometrických funkćı:

(i) D(arcsin) = [−1, 1], H(arcsin) = [−π
2 ,

π
2 ], funkce arcsin je rostoućı a lichá.

(ii) D(arccos) = [−1, 1], H(arccos) = [0, π], funkce arccos je klesaj́ıćı.

(iii) D(arctg) = R, H(arctg) = (−π
2 ,

π
2 ), funkce arctg je rostoućı a lichá.

(iv) D(arccotg) = R, H(arccotg) = (0, π), funkce arccotg je klesaj́ıćı.

(v) Grafy lze snadno načrtnout – viz Obrázek 4.18 a 4.19.

(vii) Známé funkčńı hodnoty a limity v krajńıch bodech definičńıch obor̊u:

x 0 1
2

√
2
2

√
3
2 1
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Obrázek 4.18: Grafy funkćı arcsin a arccos.
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Obrázek 4.19: Grafy funkćı arctg a arccotg.

4.5.7 Hyperbolické funkce

Funkce goniometrické jsme definovali tak, že popisovaly parametricky kružnici, konkrétně,
bod (cos t, sin t), pro t ∈ R lež́ı na jednotkové kružnici (protože sin2 t + cos2 t = 1). Pro
hyperbolické funkce plat́ı něco podobného, akorát mı́sto pro kružnici o rovnici x2 + y2 = 1
to plat́ı pro hyperbolu o rovnici y2−x2 = 1. V tomto př́ıpadě si ale můžeme dovolit přesnou
definici.

Definice 4.66 Funkci definovanou předpisem

x 7→ ex − e−x

2
, x ∈ R

nazýváme hyperbolický sinus a znač́ıme sh.
Funkci definovanou předpisem

x 7→ ex + e−x

2
, x ∈ R

nazýváme hyperbolický kosinus a znač́ıme ch.
Funkci definovanou předpisem

x 7→ shx

chx
=

ex − e−x

ex + e−x
, x ∈ R

nazýváme hyperbolický tangens a znač́ıme tgh.
Funkci definovanou předpisem

x 7→ chx

shx
=

ex + e−x

ex − e−x
, x ∈ R \ {0}

nazýváme hyperbolický kotangens a znač́ıme cth.
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(a) Grafy funkćı sh a ch.
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(b) Grafy funkćı tgh a cth.

Obrázek 4.20: Grafy hyperbolických funkćı.

Poznámka 4.67 Z předpisu hyperbolických funkćı snadno vyšetř́ıme některé jejich vlast-
nosti:

• D(sh) = R, H(sh) = R, funkce sh je rostoućı (tedy prostá) a lichá.

• D(ch) = R, H(ch) = [1,∞), funkce ch je sudá.

• D(tgh) = R, H(tgh) = (−1, 1), funkce tgh je rostoućı (tedy prostá) a lichá.

• D(cth) = R \ {0}, H(cth) = (−∞,−1) ∪ (1,∞), funkce cth je prostá a lichá.

• Grafy těchto funkćı je možné vidět na Obrázćıch 4.20a a 4.20b.

• Plat́ı sh 0 = 0, ch 0 = 1.

Cvičeńı 4.68 Dokažte, že pro všechna x, y ∈ R plat́ı

1. sh(x− y) = shx ch y − sh y chx,

2. ch(x− y) = chx ch y − shx sh y,

3. sh 2x = 2 shx chx,

4. ch 2x = ch2x+ sh2x,

5. ch2x− sh2x = 1,

6. sh2x = ch 2x−1
2 ,

7. ch2x = ch 2x+1
2 ,

8. chx+ shx = ex,

9. chx− shx = e−x,

10. tghx = 1
cthx ,

11. cthx = 1
tghx , pro x 6= 0.

4.5.8 Hyperbolometrické funkce

Funkce sh, ch, cth jsou prosté na svých definičńıch oborech, funkce ch prostá neńı, ale
funkce ch|[0,∞) již prostá je. Funkce inverzńı k hyperbolickým funkćım (popř. restrikci ch
na interval [0,∞)) nazýváme hyperbolometrické.
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Definice 4.69 Inverzńı funkce k funkćım sh, ch |[0,∞), tgh a cth nazýváme po řadě argument
hyperbolického sinu, kosinu, tangens a kotangens a znač́ıme argsh, argch, argth a argcth.

x

y

argsh

argch

1

0

(a) Grafy funkćı argsh a argch.

x

y

1−1

argtgh

argcth

0

(b) Grafy funkćı argtgh a argcth.

Obrázek 4.21: Grafy hyperbolometrických funkćı.

Poznámka 4.70 Shrňme základńı vlastnosti hyperbolometrických funkćı:

• D(argsh) = R, H(argsh) = R, funkce argsh je lichá.

• D(argch) = [0,∞), H(argch) = [0,∞).

• D(argcth) = (−1, 1), H(argcth) = R, funkce argcth je rostoućı a lichá.

• f(x) = argcotghx(= argcthx) : D(argcth) = (−∞,−1)∪(1,∞), H(argcth) = R\{0},
funkce argcth je lichá.

• Grafy těchto funkćı je možné vidět na Obrázku 4.21.

Cvičeńı 4.71 Dokažte, že plat́ı

1. argshx = ln(x+
√
x2 + 1), x ∈ R,

2. argchx = ln(x−
√
x2 + 1), x ∈ [0,∞),

3. argthx = 1
2 ln

(
1+x
1−x

)
, x ∈ (−1, 1),

4. argcthx = 1
2 ln

(
x+1
x−1

)
,

x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞).



Kapitola 5

Limita a spojitost funkce

Pojem limity jsme již slyšeli, ovšem v souvislosti s posloupnostmi reálných č́ısel. Zaj́ımalo
nás, co se děje s členy posloupnosti se stále rostoućım indexem. Nyńı se budeme bavit
o limitách funkćı. Myšlenka bude stejná, tedy zkuśıme stavět na tom, co již umı́me. U po-
sloupnost́ı jsme zkoumali, co se děje s n-tým členem posloupnosti {an}∞n=1, když n bereme

”
č́ım dál větš́ı a větš́ı“ – konkrétně nás zaj́ımalo, jestli se neomezeně přibližuje k nějakému

reálnému č́ıslu (vlastńı limita), popř. se
”
zvětšuje nad či zmenšuje pod všechny meze“ (ne-

vlastńı limita). U funkćı máme již v́ıce možnost́ı. Bude nás zaj́ımat, co se děje s funkčńı
hodnotou f(x) funkce f , přibližuje-li se x k nějaké hodnotě či roste nad resp. klesá pod
všechny meze.

5.1 Definice limity a spojitosti v bodě

U posloupnost́ı jsme rozlǐsovali tři typy limit: vlastńı, ∞ a −∞, přitom je lze zahrnout do
jediné definice. Typ̊u limit funkćı je celkem devět. Opět je budeme schopni pomoćı pojmu
okoĺı napsat do jedné všezahrnuj́ıćı definice (viz dále Definici 5.15). Nejprve si ale jednotlivé
typy limit postupně představ́ıme.

5.1.1 Vlastńı limita ve vlastńım bodě

Budeme se ptát, zda se funkčńı hodnoty funkce f v bodech x přibližuj́ı neomezeně k nějakému
reálnému č́ıslu L ∈ R (budeme mu pak ř́ıkat vlastńı limita), pokud se x neomezeně přibližuje
k nějakému reálnému č́ıslu x0 ∈ R.

Pod́ıvejme se na jeden konkrétńı př́ıklad.

Př́ıklad 5.1 Uvažujme funkci

f(x) =
sinx

x
, D(f) = R \ {0}.

Zaj́ımá nás
”
k čemu se přibližuj́ı“ funkčńı hodnoty f(x) funkce f ,

”
bĺıž́ı-li se argument x

k nule“. Vypoč́ıtejme několik funkčńıch hodnot:

f(0,1)
.
= 0.9983341664,

f(0,01)
.
= 0.9999833334,

f(0,001)
.
= 0.9999998333,

f(0,0001)
.
= 0.9999999983.

147
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x

y

1

0

Obrázek 5.1: Graf funkce f(x) = sinx
x na intervalu [−3.5, 3.5].

Vid́ıme, že poč́ıtáme-li funkčńı hodnoty funkce f v č́ıslech, které jsou č́ım dál bližš́ı nule,
vypoč́ıtané funkčńı hodnoty se

”
(neomezeně) přibližuj́ı“ k č́ıslu jedna. Přitom funkce f neńı

v bodě nula v̊ubec definovaná. Graf funkce f je na Obrázku 5.1. ©

Hlavńı d̊uvod, proč se otázkami vznesenými v předchoźım př́ıkladu zabývat, se dozv́ıme
v kapitole o derivaci funkce.

Definice 5.2 Necht’ f : R→ R, x0 ∈ R∗. Řekneme, že funkce f je definovaná na nějakém
R(x0), jestliže existuje R(x0) tak, že

R(x0) ⊂ D(f).

Tuto zkratku budeme použ́ıvat i pro daľśı typy okoĺı bodu x0.

Definice 5.3 Necht’ f : R → R je definovaná na nějakém R(x0), kde x0 ∈ R, L ∈ R.
Řekneme, že funkce f má ve vlastńım bodě x0 vlastńı limitu L, jestliže

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀x ∈ R, 0 < |x− x0| < δ : |f(x)− L| < ε,

neboli
∀Uε(L) ∃Rδ(x0) : f(Rδ(x0)) ⊂ Uε(L).

Ṕı̌seme limx→x0 f(x) = L.

Poznámka 5.4 (a) Všimněme si d̊uležitého předpokladu v Definici 5.3, což je existence
okoĺı R(x0) takového, že R(x0) ⊂ D(f). Důvodem tohoto vztahu mezi x0 a D(f) je
to, abychom

”
se mohli s x přibližovat libovolně bĺızko k x0“. Asi by nemělo smysl,

definovat limitu funkce ln v bodě −1 (proč asi?). Technicky vzato, tato podmı́nka muśı
platit už jen proto, aby výraz f(Rδ(x0)) z výroku v Definici 5.3 byl dobře definován.
Pro jednoduchost v tomto výroku nebudeme explicitně psát, že Rδ(x0) ⊂ D(f) –
budeme to mlčky předpokládat.

(b) Funkce f nemuśı být v x0 definovaná – zaj́ımaj́ı nás funkčńı hodnoty f pouze na
nějakém redukovaném okoĺı bodu x0.

(c) Mı́sto lim
x→x0

f(x) = L se někdy ṕı̌se
”
f(x)→ L pro x→ x0“.

(d) Ještě jednou: funkce f má v bodě x0 limitu L, jestliže
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Obrázek 5.2: Definice vlastńı limity funkce ve vlastńım bodě.

– pro libovolně malé ε > 0

– lze naj́ıt δ > 0

– tak, že pro ∀x ∈ R splňuj́ıćı 0 < |x− x0| < δ (neboli x ∈ Rδ(x0)),
– plat́ı |f(x)− L| < ε (neboli f(x) ∈ Uε(L)).

Viz Obrázek 5.2.

(e) Důležité je také umět znegovat výrok z definice limity. Plat́ı, že L neńı limitou funkce
f v bodě x0 právě tehdy, když

∃ε ∈ R, ε > 0 ∀δ ∈ R, δ > 0 ∃x ∈ R, 0 < |x− x0| < δ : |f(x)− L| ≥ ε.

neboli
∃Uε(L) ∀Rδ(x0) : f(Rδ(x0)) \ Uε(L) 6= ∅.

Př́ıklad 5.5 Dokažte, že

lim
x→1

x2 − 1

x− 1
= 2.

Řešeńı. Zvolme ε ∈ R, ε > 0 libovolně. Podle definice limity máme být schopni nalézt δ > 0
tak, že pro každé x ∈ R plat́ı implikace

0 < |x− 1| < δ ⇒
∣∣∣∣x2 − 1

x− 1
− 2

∣∣∣∣ < ε.

Necht’ x ∈ R je takové, že 0 < |x − 1| < δ (konkrétńı hodnotu č́ısla δ ještě neznáme –
teprve se ho pokuśıme určit). Všimněte si, že z prvńı nerovnosti plyne x 6= 1 a tedy výraz
(x2 − 1)/(x− 1) je definovaný. Nav́ıc pro takové x plat́ı∣∣∣∣x2 − 1

x− 1
− 2

∣∣∣∣ = |x+ 1− 2| = |x− 1|.

Pro dané ε lze položit
δ = ε,
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protože je-li 0 < |x− 1| < δ = ε, pak∣∣∣∣x2 − 1

x− 1
− 2

∣∣∣∣ = |x− 1| < ε.

©

5.1.2 Spojitost v bodě

Zavedeńı pojmu vlastńı limity ve vlastńım bodě jsme motivovali t́ım, že bychom rádi určili
č́ıslo, ke kterému se neomezeně přibližuj́ı funkčńı hodnoty f(x), přibližuje-li se neomezeně
argument x k nějakému č́ıslu x0, které nepatř́ı do definičńıho oboru funkce f . Pojem limity
funkce je ale užitečný i v př́ıpadě, že x0 naopak lež́ı v definičńım oboru funkce f – velmi
d̊uležitá je totiž otázka, zda se f(x) neomezeně přibližuj́ı k f(x0), jestliže se x neomezeně
přibližuje k x0.

Definice 5.6 Necht’ f : R→ R je definovaná na nějakém U(x0), kde x0 ∈ R. Řekneme, že
funkce f je spojitá v bodě x0, jestliže

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Poznámka 5.7 (a) Z Definice 5.6 ihned plyne, že je-li funkce v daném bodě spojitá, má
v tomto bodě vlastńı limitu.

(b) Předpoklad v Definici 5.6 lze ř́ıci jednoduše pomoćı pojmu vnitřńı bod:
”
x0 je vnitřńı

bod definičńıho oboru funkce f“ nebo také
”
x0 ∈ intD(f)“ – viz Definici 2.57.

(c) Neńı těžké ověřit, že za předpokladu, že x0 ∈ intD(f) jsou následuj́ıćı výroky ekviva-
lentńı:

(i) funkce f je spojitá v bodě x0,

(ii) ∀ε ∈ R, ε > 0 ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀x ∈ R, |x− x0| < δ : |f(x)− L| < ε,

(iii) ∀Uε(f(x0)) ∃Uδ(x0) ∀x ∈ Uδ(x0) : f(x) ∈ Uε(f(x0))

(iv) ∀U(f(x0)) ∃U(x0) ∀x ∈ U(x0) : f(x) ∈ U(f(x0))

(v) ∀U(f(x0)) ∃U(x0) : f(U(x0)) ⊂ U(f(x0))

Tato ekvivalentńı vyjádřeńı spojitosti budeme často využ́ıvat v d̊ukazech! Výroky jsou
ilustrovány na Obrázku 5.3. Všimněme si rozd́ıl̊u mezi těmito ekvivalentńımi výroky
a výroky z definice limity funkce. Důležitý je zejména fakt, že nyńı nás zaj́ımá celé
okoĺı bodu x0, tedy i funkčńı hodnota v tomto bodě.

Př́ıklad 5.8 Dokažte, že funkce f(x) = x2 je spojitá v bodě π.

Řešeńı. Zřejmě D(f) = R. Máme dokazovat

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀x ∈ R, |x− π| < δ : |x2 − π2| < ε.

Vezmeme ε > 0 libovolné. Je-li |x− π| < 1, tedy

− 1 < x− π < 1,

π − 1 < x < π + 1,

2π − 1 < x+ π < 2π + 1.
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Obrázek 5.3: Spojitost funkce f v bodě x0.

Zvoĺıme δ = min{1, ε/(2π + 1)}. Protože pak bude pro všechna x ∈ D(f) splňuj́ıćı

|x− π| < δ = min

{
1,

ε

2π + 1

}
(tedy |x− π| < 1 a zároveň |x− π| < ε/(2π + 1)) platit

|x2 − π2| = |(x− π)(x+ π)| = |x− π||x+ π| < δ(x+ π) <
ε

2π + 1
(2π + 1) = ε.

Tedy f je spojitá v π. ©

Poznámka 5.9 A co vlastně znamená výsledek z Př́ıkladu 5.8 prakticky? Představme si,
že jsme postaveni před úkol, vypoč́ıtat hodnotu č́ısla π2. Protože č́ıslo π je iracionálńı,
nikdy nejsme schopni toto č́ıslo vyjádřit přesně, ale vždy jen jeho přibližnou hodnotu (teo-
reticky jsme vždy schopni naj́ıt přibližnou hodnotu č́ısla π s jakoukoliv přesnost́ı). Vezmeme
přibližnou hodnotu č́ısla π, označme ho třeba ṕısmenem x. Očekáváme pak, že č́ıslo x2 bude
dostatečně bĺızké č́ıslu π2. Je to na mı́stě? V Př́ıkladu 5.8 jsme dokázali, že

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀x ∈ R, |x− π| < δ : |x2 − π2| < ε.

Pomaleji: Zvolme si ε > 0 libovolně. K němu se nám vždy podař́ı naj́ıt č́ıslo δ > 0 (i když
může být hodně malé) takové, že pro všechna x, která se od π lǐśı o méně než δ, si můžeme
být jist́ı t́ım, že č́ıslo x2 se bude od π2 lǐsit o méně než ε. Tedy parametr ε zde figuruje jako
požadovaná přesnost našeho výsledku, přitom spojitost nám zaručuje, že naše očekáváńı je
namı́stě. Je třeba zmı́nit fakt, že se v definici spojitosti ale nic neř́ıká jak moc velké to δ
má být, mluv́ı se pouze o jeho samotné existenci.

5.1.3 Nevlastńı limita a limita v nevlastńım bodě

Nyńı si představme oněch osm zbývaj́ıćıch definic limity funkce.
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Definice 5.10 Necht’ f : R → R je definovaná na nějakém R(x0), kde x0 ∈ R. Řekneme,
že funkce f má ve vlastńım bodě x0 nevlastńı limitu

(a) ∞, jestliže

∀h ∈ R ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀x ∈ R, 0 < |x− x0| < δ : f(x) > h,

ṕı̌seme limx→x0 f(x) =∞,

(b) −∞, jestliže

∀h ∈ R ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀x ∈ R, 0 < |x− x0| < δ : f(x) < h

ṕı̌seme limx→x0 f(x) = −∞.

Poznámka 5.11 Podobnými úvahami jako v Poznámce 3.32 se lze přesvědčit, že limx→x0 f(x) =
∞ právě tehdy, když

∀U(∞) ∃R(x0) : f(R(x0)) ⊂ U(∞)

a limx→x0 f(x) =∞ právě tehdy, když

∀U(−∞) ∃R(x0) : f(R(x0)) ⊂ U(−∞),

Definice 5.12 Necht’ f : R → R je definovaná na nějakém R(∞). Řekneme, že funkce f
má v nevlastńım bodě ∞

(i) vlastńı limitu L ∈ R, jestliže

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃k ∈ R ∀x ∈ R, x > k : |f(x)− L| < ε,

ṕı̌seme limx→∞ f(x) = L,

(ii) nevlastńı limitu ∞, jestliže

∀h ∈ R ∃k ∈ R ∀x ∈ R, x > k : f(x) > h,

ṕı̌seme limx→∞ f(x) =∞,

(iii) nevlastńı limitu −∞, jestliže

∀h ∈ R ∃k ∈ R ∀x ∈ R, x > k : f(x) < h,

ṕı̌seme limx→∞ f(x) = −∞.
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Definice 5.13 Necht’ f : R→ R je definovaná na nějakém R(−∞). Řekneme, že f : R→ R
má v nevlastńım bodě −∞

(i) vlastńı limitu L ∈ R, jestliže

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃k ∈ R ∀x ∈ R, x < k : |f(x)− L| < ε,

ṕı̌seme limx→−∞ f(x) = L,

(ii) nevlastńı limitu ∞, jestliže

∀h ∈ R ∃k ∈ R ∀x ∈ R, x < k : f(x) > h,

ṕı̌seme limx→−∞ f(x) =∞,

(iii) nevlastńı limitu −∞, jestliže

∀h ∈ R ∃k ∈ R ∀x ∈ R, x < k : f(x) < h,

ṕı̌seme limx→−∞ f(x) = −∞.

Poznámka 5.14 Výroky z Definic 5.12 a 5.13 lze opět přepsat za pomoci pojmu okoĺı č́ısla
z R∗. Plat́ı, že

lim
x→∞

f(x) = L ∈ R ⇐⇒ ∀U(L) ∃R(∞) : f (R(∞)) ⊂ U(L),

lim
x→∞

f(x) =∞ ⇐⇒ ∀U(∞) ∃R(∞) : f (R(∞)) ⊂ U(∞),

lim
x→∞

f(x) = −∞ ⇐⇒ ∀U(−∞) ∃R(∞) : f (R(∞)) ⊂ U(−∞),

lim
x→−∞

f(x) = L ∈ R ⇐⇒ ∀U(L) ∃R(−∞) : f (R(−∞)) ⊂ U(L),

lim
x→−∞

f(x) =∞ ⇐⇒ ∀U(∞) ∃R(−∞) : f (R(−∞)) ⊂ U(∞),

lim
x→−∞

f(x) = −∞ ⇐⇒ ∀U(−∞) ∃R(−∞) : f (R(−∞)) ⊂ U(−∞),

Př́ıklady funkćı s jednotlivými typy limit jsou ukázány na Obrázku 5.4

Shrňme všechny předchoźı definice limit funkce do definice jediné!

Definice 5.15 Necht’ f : R→ R je definovaná na nějakém R(x0), x0, L ∈ R∗. Řekneme, že
funkce f má v bodě x0 limitu L, jestliže

∀U(L) ∃R(x0) ∀x ∈ R(x0) : f(x) ∈ U(L)

neboli
∀U(L) ∃R(x0) : f(R(x0)) ⊂ U(L).

Ṕı̌seme limx→x0 f(x) = L, nebo f(x)→ L pro x→ x0.

Poznámka 5.16 Je velmi vhodné vš́ımat si podobnost́ı mezi limitou posloupnosti a limi-
tou funkce (vskutku neńı čistě náhodná). Definici pojmu limity posloupnosti předcházela
definice pojmu

”
pro skoro všechna n“ neboli

”
pro dostatečně velké n“. Zde bychom mohli
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Obrázek 5.4: Limita L funkce f v bodě x0.

nadefinovat analogický pojem. Je-li x0 ∈ R∗, V (x) výroková funkce pro x ∈ R, slovńım
spojeńım

”
V (x) plat́ı pro x dostatečně bĺızká č́ıslu x0“ rozumı́me výrok: existuje R(x0) tak,

že pro všechna x ∈ R(x0) plat́ı V (x). Pak výrok v Definici 5.15 by šel přeformulovat takto:

∀U(L) : f(x) ∈ U(L) pro všechna x dostatečně bĺızká x0.

5.1.4 Jednostranné limity a spojitost

Všimněme si, že limita funkce ve vlastńım bodě záviśı na funkčńıch hodnotách funkce na
nějakém redukovaném okoĺı tohoto bodu. Někdy potřebujeme zjǐst’ovat limitńı chováńı
funkce pouze na pravém či levém redukovaném okoĺı – dostáváme tak daľśı pojmy – li-
mitu zprava a zleva ve vlastńım bodě.

Definice 5.17 Necht’ f : R → R je definovaná na nějakém R+(x0) (resp. R−(x0)), kde
x0 ∈ R. Řekneme, že funkce f : R → R má v x0 ∈ R limitu zprava (resp. zleva) rovnu
L ∈ R∗, jestliže plat́ı

∀U(L) ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀x ∈ R, x0 < x < x0 + δ : f(x) ∈ U(L).

(resp.
∀U(L) ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀x ∈ R, x0 − δ < x < x0 : f(x) ∈ U(L).)

Ṕı̌seme lim
x→x0+

f(x) = L (resp. lim
x→x0−

f(x) = L).
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x

y

f

2 3

1

0

Obrázek 5.5: Graf funkce z Př́ıkladu 5.19.

Poznámka 5.18 Definici jednostranných limit lze samozřejmě zapsat pomoćı okoĺı bodu
x0, např.:

lim
x→x0+

f(x) = L ⇔ ∀U(L) ∃R+(x0) ∀x ∈ R+(x0) : f(x) ∈ U(L),

⇔ ∀U(L) ∃R+(x0) : f(R+(x0)) ⊂ U(L).

Př́ıklad 5.19 Necht’

f(x) =

{
x
2 pro x ∈ [0, 2],

(x− 2)2 pro x ∈ (2, 3].

Vypočtěte jednostranné limity v bodě x0 = 2.

Řešeńı. Plat́ı
lim
x→2+

f(x) = lim
x→2+

(x− 2)2 = 0,

protože při výpočtu limity je třeba brát funkčńı hodnoty f(x) pro x > 2. Ze stejného d̊uvodu
pak

lim
x→2−

f(x) = lim
x→2−

x

2
= 1.

Graf funkce je načrtnut na Obrázku 5.5. ©

Plat́ı následuj́ıćı jednoduchý ale d̊uležitý vztah mezi limitou a jednostrannými limitami.

Věta 5.20. Necht’ f : R → R je definovaná na nějakém R(x0). Pak existuje limx→x0 f(x)
právě tehdy, když existuj́ı obě jednostranné limity limx→x0+ f(x), limx→x0− f(x), které jsou
si rovny. Nav́ıc, pokud tyto limity existuj́ı, jsou stejné.

D̊ukaz. (⇒): Necht’ existuje limita funkce f v bodě x0 – označme ji L. Zvolme Uε(L) libo-
volně. Podle Definice 5.3 existuje Rδ(x0) tak, že pro všechna x ∈ Rδ(x0) plat́ı f(x) ∈ Uε(L).
Pak

• pro každé x ∈ R+
δ (x0) plat́ı f(x) ∈ Uε(L), tzn. existuje limita funkce f v bodě x0

zprava a je rovna L, a také

• pro každé x ∈ R−δ (x0) plat́ı f(x) ∈ Uε(L), tzn. existuje limita funkce f v bodě x0
zleva a je rovna L.

(⇐): Necht’ nyńı existuj́ı obě jednostranné limity funkce f v bodě x0 a jsou rovny společné
hodnotě L ∈ R. Zvolme Uε(L) libovolně. Pak
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• existuje R−δ1(x0) takové, že pro všechna x ∈ R−δ1(x0) plat́ı f(x) ∈ Uε(L) a

• existuje R+
δ2

(x0) takové, že pro všechna x ∈ R+
δ2

(x0) plat́ı f(x) ∈ Uε(L).

Položme δ = min{δ1, δ2} (pak totiž Rδ(x0) ⊂ R−δ1(x0)∪R+
δ2

(x0)). Pak pro každé x ∈ Rδ(x0)
plat́ı f(x) ∈ Uε(L). Dokázali jsme, že limx→x0 f(x) existuje a je rovna L. 2

Definice 5.21 Necht’ f : R→ R je definovaná na nějakém U+(x0) (resp. U−(x0)), x0 ∈ R.
Ř́ıkáme, že funkce f je spojitá zprava (resp. zleva) v bodě x0, jestliže

lim
x→x0+

f(x) = f(x0)
(
resp. lim

x→x0−
f(x) = f(x0)

)
.

Poznámka 5.22 Neńı těžké ověřit, že za předpokladu, že existuje U±(x0) takové, že
U±(x0) ⊂ D(f) jsou následuj́ıćı výroky ekvivalentńı:

(i) funkce f je spojitá v bodě x0 zprava/zleva,

(ii) ∀U(f(x0)) ∃U±(x0) ∀x ∈ U±(x0) : f(x) ∈ U(f(x0)),

(iv) ∀U(f(x0)) ∃U±(x0) : f(U±(x0)) ⊂ U(f(x0)).

Plat́ı jednoduchý vztah mezi spojitost́ı a jednostrannou spojitost́ı v bodě plynoućı z
Věty 5.20 – jej́ı d̊ukaz je snadným cvičeńım.

Věta 5.23. Necht’ f : R → R, x0 ∈ intD(f). Pak f je spojitá v bodě x0 právě tehdy, když
je spojitá v x0 zprava i zleva.

5.2 Základńı vlastnosti limity

Věta 5.24. Funkce má v daném bodě nejvýše jednu limitu.

D̊ukaz. (sporem) Předpokládejme, že funkce f má v bodě x0 dvě limity L1, L2, L1 < L2.
Pak podle Věty 2.68 existuj́ı okoĺı U(L1) a U(L2) taková, že U(L1)∩U(L2) = ∅. Dále podle
definice limity

• k U(L1) existuje Rδ1(x0) takové, že pro všechna x ∈ Rδ1(x0) plat́ı f(x) ∈ U(L1)
a současně

• k U(L2) existuje Rδ2(x0) takové, že pro všechna x ∈ Rδ2(x0) plat́ı f(x) ∈ U(L2).

Položme δ = min{δ1, δ2}, tzn. Rδ(x0) = Rδ1(x0)∩Rδ2(x0). Pak pro každé x ∈ Rδ(x0) plat́ı
f(x) ∈ U(L1)∩U(L2), což je ve sporu s t́ım, že pr̊unik těchto okoĺı je prázdná množina. 2
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Věta 5.25 (limita a ohraničenost).

(a) Má-li f vlastńı limitu v bodě x0, pak existuje R(x0), na kterém je f ohraničená.

(b) Má-li f nevlastńı limitu ∞ v bodě x0, pak na každém R(x0) je f neohraničená shora
a existuje R(x0), na kterém je f ohraničená zdola.

(c) Má-li f nevlastńı limitu −∞ v bodě x0, pak na každém R(x0) je f neohraničená zdola
a existuje R(x0), na kterém je ohraničená shora.

D̊ukaz. ad (a): Necht’ limx→x0 f(x) = L ∈ R. Pak podle definice vlastńı limity k ε = 1
existuje R(x0) takové, že pro všechna x ∈ R(x0) plat́ı |f(x)− L| < 1, tzn.

|f(x)| ≤ |f(x)− L+ L| ≤ |f(x)− L|+ |L| < 1 + |L|.

Tedy funkce f je ohraničená na R(x0).
ad (b): Necht’ limx→x0 f(x) =∞. Zvolme libovolněRδ0(x0) ⊂ D(f). Pak pro libovolné h ∈ R
podle definice limity existuje Rδ1(x0) tak, že pro všechna x ∈ Rδ1(x0) plat́ı, že f(x) > h.
Přitom pro toto Rδ1(x0) plat́ı Rδ1(x0) ⊂ Rδ0(x0), tzn. existuje x ∈ Rδ0(x0) takové, že
f(x) > h. To znamená, že f(Rδ0(x0)) je neohraničená shora. Naopak, opět podle definice
existuje Rδ2(x0) takové, že pro všechna x ∈ Rδ2(x0) plat́ı f(x) > 0. To ale znamená, že f
je na Rδ2(x0) ohraničená zdola. 2

Věta 5.26. Je-li funkce f : R → R monotónńı na nějakém R−(x0), (x0 ∈ R ∪ {∞}), pak
existuje lim

x→x0−
f(x). Je-li f na R−(x0) ohraničená, pak je tato limita vlastńı. Podrobněji:

• je-li funkce f na R−(x0) neklesaj́ıćı, pak

lim
x→x0−

f(x) = sup
R−(x0)

f,

• je-li funkce f na R−(x0) nerostoućı, pak

lim
x→x0−

f(x) = inf
R−(x0)

f.

D̊ukaz. Předpokládejme, že f je na R−(x0) neklesaj́ıćı. Označme G = supR−(x0) f . Jsou dvě
možnosti: (a) G =∞ nebo (b) G ∈ R.
ad (a): G = ∞. Zvolme K ∈ R libovolně. Podle definice suprema funkce pak existuje
x1 ∈ R−(x0) tak, že f(x1) > K. Z monotónnosti funkce f na R−(x0) plyne, že

K < f(x1) ≤ f(x)

pro každé x ∈ R−(x0) takové, že x > x1. T́ım jsme dokázali, že limx→x0− f(x) = ∞ =
supR−(x0) f .
ad (b): G ∈ R. Zvolme ε > 0 libovolně. Protože G je supremum funkce f na R−(x0), plat́ı
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• f(x) ≤ G pro všechna x ∈ R−(x0) a

• existuje x1 ∈ R−(x0) tak, že f(x1) > G− ε.

Z monotónnosti funkce f na R−(x0) a předchoźıch výrok̊u plyne, že

G− ε < f(x1) < f(x) ≤ G < G+ ε

pro všechna x ∈ R−(x0) taková, že x > x1. T́ım je d̊ukaz hotov. 2

Podobně lze dokázat existenci jednostranné limity zprava. Důkaz lze nechat čtenáři jako
cvičeńı.

Věta 5.27. Je-li funkce f : R→ R monotónńı na nějakém R+(x0), (x0 ∈ R∪{−∞}), pak
existuje lim

x→x0+
f(x). Je-li f na R+(x0) ohraničená, pak je tato limita vlastńı. Podrobněji:

• je-li funkce f na R+(x0) neklesaj́ıćı, pak

lim
x→x0+

f(x) = inf
R+(x0)

f,

• je-li funkce f na R+(x0) nerostoućı, pak

lim
x→x0+

f(x) = sup
R+(x0)

f.

Věta 5.28 (o invarianci). Necht’ pro funkce f, g : R→ R existuje R(x0) tak, že

∀x ∈ R(x0) : f(x) = g(x),

Pak existuje limx→x0 f(x) právě tehdy, když existuje limx→x0 g(x). Pokud limity existuj́ı,
rovnaj́ı se.

D̊ukaz. Necht’ existuje limx→x0 f(x) = L ∈ R∗. Dokážeme, že pak také limx→x0 g(x) = L.
Zvolme libovolně okoĺı U(L). K němu podle definice limity funkce f existuje redukované
okoĺı Rδ(x0) ⊂ R(x0) tak, že pro všechna x ∈ Rδ(x0) plat́ı

f(x) ∈ U(L).

Pak pro všechna x ∈ Rδ(x0) plat́ı

g(x) = f(x) ∈ U(L).

K U(L) jsme našli redukované okoĺı Rδ(x0) takové, že g(Rδ(x0)) = f(Rδ(x0)) ⊂ U(L). 2
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Věta 5.29. Necht’ f, g : R→ R, maj́ı limity limx→x0 f(x) = L1, limx→x0 g(x) = L2. Pak:

(a) Existuje-li R(x0) tak, že plat́ı

f(x) ≤ g(x) pro všechna x ∈ R(x0),

pak L1 ≤ L2.

(b) Je-li L1 < L2, pak existuje R(x0) tak, že

f(x) < g(x) pro všechna x ∈ R(x0).

D̊ukaz. ad (a): (sporem) Necht’ existuje Rδ0(x0) takové, že f(x) ≤ g(x) pro všechna x ∈
Rδ0(x0) a přitom L1 > L2. Pak podle Věty 2.68 existuj́ı (disjunktńı) okoĺı U(L1) a U(L2)
taková, že plat́ı

∀y1 ∈ U(L1) ∀y2 ∈ U(L2) : y1 > y2.

Podle předpokladu existence limit funkćı existuj́ı okoĺı Rδ1(x0) a Rδ2(x0) taková, že

∀x ∈ Rδ1(x0) : f(x) ∈ U(L1) a ∀x ∈ Rδ2(x0) : g(x) ∈ U(L2).

Necht’ x̃ ∈ Rδ0(x0) ∩Rδ1(x0) ∩Rδ2(x0). Pak f(x̃) > g(x̃), což je ve sporu s předpokladem.
ad (b): Protože L1 < L2, pak podle Věty 2.68 existuj́ı (disjunktńı) okoĺı U(L1) a U(L2) tak,
že plat́ı

∀y1 ∈ U(L1) ∀y2 ∈ U(L2) : y1 < y2.

Podle definic L1 a L2, pak existuj́ı Rδ1(x0) a Rδ2(x0) tak, že

∀x ∈ Rδ1(x0) : f(x) ∈ U(L1) a ∀x ∈ Rδ2(x0) : g(x) ∈ U(L2).

Položme Rδ0(x0) = Rδ1(x0) ∩Rδ2(x0). Pak pro všechna x ∈ Rδ0(x0) plat́ı f(x) < g(x). 2

Poznámka 5.30 Důležité je dodat, že plat́ı-li ve Větě 5.29(a) ostré nerovnosti f < g na
R(x0), nelze z toho usuzovat, že plat́ı ostré nerovnosti pro limity v bodě x0. Např. pro
f(x) = 0, g(x) = x2 plat́ı, že f(x) < g(x) pro každé x 6= 0, a přitom limity obou funkćı v
bodě nula jsou stejné (rovny nule).

Věta 5.31. Necht’ funkce f : R → R má kladnou limitu L ∈ R∗ v bodě x0. Pak existuje
R(x0) takové, že

f(x) > 0 pro všechna x ∈ R(x0).

Je-li nav́ıc tato limita vlastńı, pak existuje R(x0) takové, že

f(x) >
L

2
pro všechna x ∈ R(x0).

D̊ukaz. Tvrzeńı věty plyne např́ıklad z Věty 5.29(b). 2
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Věta 5.32 (o dvou limitách). Necht’ f, g : R → R jsou funkce takové, že existuje R(x0)
tak, že

f(x) ≤ g(x) pro všechna x ∈ R(x0).

Pak plat́ı implikace

• je-li lim
x→x0

f(x) =∞, pak lim
x→x0

g(x) =∞,

• je-li lim
x→x0

g(x) = −∞, pak lim
x→x0

f(x) = −∞.

D̊ukaz. Dokažme pouze prvńı implikaci, druhá se dokáže podobně. Necht’ limx→x0 f(x) =∞.
Dokažme limx→x0 g(x) = ∞. Zvolme h ∈ R libovolně. Pak podle předpokladu existuje
Rδ1(x0) tak, že

f(x) > h pro všechna x ∈ Rδ1(x0).

Dále podle prvńıho předpokladu existuje Rδ2(x0) tak, že pro všechna x ∈ Rδ2(x0) plat́ı
nerovnost f(x) ≤ g(x). Položme Rδ0(x0) = Rδ1(x0) ∩ Rδ2(x0). Pak pro každé x ∈ Rδ0(x0)
plat́ı

g(x) ≥ f(x) > h. 2

Věta 5.33 (o třech limitách). Necht’ f, g, h : R→ R jsou takové, že

∃R(x0) ∀x ∈ R(x0) : f(x) ≤ g(x) ≤ h(x),

limx→x0 f(x) = limx→x0 h(x) = L ∈ R. Pak existuje limx→x0 g(x) a je rovna L.

D̊ukaz. Dokažme limx→x0 g(x) = L ∈ R. Zvolme ε ∈ R, ε > 0 libovolně. Pak podle
předpoklad̊u existence limit existuj́ı Rδ1(x0) a Rδ2(x0) tak, že

∀x ∈ Rδ1(x0) : L− ε < f(x) < L+ ε

a

∀x ∈ Rδ2(x0) : L− ε < h(x) < L+ ε

Podle prvńıho předpokladu existuje Rδ3(x0) takové, že f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) pro všechna
x ∈ Rδ3(x0). Položme

Rδ0(x0) = Rδ1(x0) ∩Rδ2(x0) ∩Rδ3(x0).

Pak pro každé x ∈ Rδ0(x0) plat́ı

L− ε < f(x) < g(x) < h(x) < L+ ε,

tzn. pro každé x ∈ Rδ0(x0) plat́ı |g(x)− L| < ε. 2



5.2. ZÁKLADNÍ VLASTNOSTI LIMITY 161

Věta 5.34 (Heineova o limitě). Necht’ f : R→ R je definovaná na nějakém R(x0), x0 ∈ R∗.
Pak plat́ı:

(a) Jestlǐze existuje limx→x0 f(x) = L ∈ R∗ pak pro každou posloupnost bod̊u {xn}∞n=1 z
R(x0) splňuj́ıćı lim

n→∞
xn = x0 plat́ı, že lim

n→∞
f(xn) = L.

(b) Jestlǐze pro každou posloupnost bod̊u {xn}∞n=1 z R(x0) splňuj́ıćı lim
n→∞

xn = x0 plat́ı, že

existuje lim
n→∞

f(xn), pak existuje limita limx→x0 f(x).

D̊ukaz. ad (a): Předpokládejme, že L = limx→x0 f(x) a uvažujeme posloupnost {xn}∞n=1

č́ısel z nějakého R(x0) ⊂ D(f) takovou, že

lim
n→∞

xn = x0.

Dokážeme, že lim
n→∞

f(xn) = L, tzn. že plat́ı

∀U(L) ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N n ≥ n0 : f(xn) ∈ U(L).

Zvolme U(L) libovolně. Z definice limity funkce plyne existence Rδ(x0) takového, že

∀x ∈ Rδ(x0) : f(x) ∈ U(L). (5.1)

K Uδ(x0) lze d́ıky faktu lim
n→∞

xn = x0 (definice limity posloupnosti) nalézt n0 ∈ N tak, že

pro každé n ∈ N, n ≥ n0 plat́ı xn ∈ Uδ(x0). Podle předpokladu ovšem pro každé n ≥ n0
plat́ı xn ∈ Rδ(x0). Dosazeńım xn za x do (5.1) dostáváme

f(xn) ∈ U(L)

pro všechna n ≥ n0.
ad (b): Předpokládejme, že pro každou posloupnost {xn}∞n=1 č́ısel z nějakého R(x0) ⊂
D(f) takovou, že lim

n→∞
xn = x0 existuje lim

n→∞
f(xn). Dokažme, že pak existuje limx→x0 f(x).

Provedeme to ve dvou kroćıch:
Krok 1. Nejprve dokažme, že hodnota lim

n→∞
f(xn) nezáviśı na posloupnosti {xn}∞n=1 –

sporem. Předpokládejme, že existuj́ı dvě posloupnosti {xn}∞n=1, {yn}
∞
n=1, takové že xn, yn ∈

R(x0), lim
n→∞

xn = x0, lim
n→∞

yn = x0 a přitom lim
n→∞

f(xn) = L1 6= L2 = lim
n→∞

f(yn). Uvažujme

novou posloupnost {zn}∞n=1 takovou, že

zn =

{
xn je-li n sudé,

yn je-li n liché.

Zřejmě pak zn ∈ R(x0) pro všechna n ∈ N, lim
n→∞

zn = x0, ale {zn}∞n=1 má dva hromadné

body L1 a L2, tzn. lim
n→∞

zn neexistuje, což je spor s předpokladem. Dokázali jsme tedy, že

existuje L ∈ R∗ takové, že

∀{xn}∞n=1 : (∀n ∈ N : xn ∈ R(x0), lim
n→∞

xn = x0) ⇒ lim
n→∞

f(xn) = L. (5.2)
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Krok 2. Dokažme limx→x0 f(x) = L, kde L je z kroku 1 – a to sporem. Předpokládejme,
že plat́ı (5.2) a zároveň L neńı limita funkce f v bodě x0, tedy

∃Uε(L) ∀Rδ(x0) ∃x ∈ Rδ(x0) : f(x) 6∈ Uε(L). (5.3)

Výrok (5.3) tedy ř́ıká, že existuje Uε(L) tak, že pro každou volbu Rδ(x0) najdeme x splňuj́ıćı

x ∈ Rδ(x0) ∧ f(x) 6∈ Uε(L).

Pro každé n ∈ N polož́ıme δ = 1/n a z (5.3) dostáváme existenci takového x = xn, že

xn ∈ R 1
n

(x0) ∧ f(xn) 6∈ Uε(L).

Uvažujme posloupnost {xn}∞n=1 vytvořenou z těchto bod̊u. S využit́ım Cvičeńı 3.51 dostáváme

lim
n→∞

xn = x0

a přitom pro všechna n ∈ N plat́ı f(xn) 6∈ Uε(L). To znamená, že L nemůže být limita
posloupnosti {f(xn)}∞n=1, což je ve sporu s (5.2). 2

Následuj́ıćı d̊usledek Heineovy věty nám často stač́ı:

Důsledek 5.35. Necht’ f : R → R je definovaná na nějakém R(x0), x0 ∈ R∗, L ∈ R∗.
Pak limx→x0 f(x) = L právě tehdy, když pro každou posloupnost bod̊u {xn}∞n=1 z R(x0)
splňuj́ıćıch lim

n→∞
xn = x0 plat́ı, že lim

n→∞
f(xn) = L.

Poznámka 5.36 Heineova věta tedy ř́ıká, že naše definice limity funkce by šla zaměnit
za následuj́ıćı:

”
Necht’ f : R → R je definovaná na nějakém R(x0), x0, L ∈ R∗. Řekneme,

že funkce f má v bodě x0 limitu L, jestliže pro každou posloupnost {xn}∞n=1 č́ısel z R(x0)
takovou, že lim

n→∞
xn = x0 plat́ı lim

n→∞
f(xn) = L.“ Nevýhodou je fakt, že pro takovou defi-

nici by byla nutná předchoźı znalost pojmu limity posloupnosti. Výhodou může být lepš́ı
názornost – v́ıce odpov́ıdá motivačńımu Př́ıkladu 5.1 než Definice 5.3.

Ačkoliv Heineovu větu budeme použ́ıvat zejména v d̊ukazech, v následuj́ıćım př́ıkladu
si ilustrujme možné použit́ı Heinovy věty i pro výpočet konkrétńı limity.

Př́ıklad 5.37 Dokažte, že
lim
x→0

ex = 1.

Řešeńı. Použijme Heineovu větu, tzn. zvolme libovolnou posloupnost {xn}∞n=1 nenulových
reálných č́ısel takovou, že lim

n→∞
xn = 0. Dokažme, že

lim
n→∞

exn = 1.

Máme tedy dokázat, že

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 : 1− ε < exn < 1 + ε.

Zvolme ε > 0 libovolně. Ze Cvičeńı 3.76 v́ıme, že

lim
n→∞

e
1
n = lim

n→∞
e−

1
n = 1,
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tzn. existuje n1 ∈ N takové, že pro všechna n ∈ N, n ≥ n1 plat́ı 1 − ε < e
1
n < 1 + ε,

a existuje n2 ∈ N takové, že pro všechna n ∈ N, n ≥ n2 plat́ı 1− ε < e−
1
n < 1 + ε. Položme

n3 = max{n1, n2}. Pak

1− ε < e
− 1
n3 < e

1
n3 < 1 + ε.

Protože lim
n→∞

xn = 0, pak konečně existuje n0 ∈ N takové, že pro všechna n ≥ n0 plat́ı

− 1

n3
< xn <

1

n3
.

Vzhledem k tomu, že ex je rostoućı, pak pro n ≥ n0 plat́ı

1− ε < e
− 1
n3 < exn < e

1
n3 < 1 + ε. ©

Cvičeńı 5.38 Dokažte
lim
x→∞

ex =∞ a lim
x→−∞

ex = 0.

[Návod: Důkaz ved’te podobně jako v Př́ıkladu 5.37, kde použijte Heinovu větu a výsledky
Př́ıkladu 3.34 (konkrétně limity posloupnost́ı {en}∞n=1 a {(1/e)n}∞n=1).]

Heineovu větu také použ́ıváme k d̊ukazu neexistence limity.

Př́ıklad 5.39 Dokažte, že
lim
x→∞

sinx

neexistuje.

Řešeńı. Uvažujme dvě posloupnosti {xn}∞n=1, {yn}
∞
n=1 definované jako

xn =
π

2
+ 2πn, yn = nπ, n ∈ N.

Zřejmě lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn =∞ a přitom

lim
n→∞

sinxn = 1 a lim
n→∞

sin yn = 0.

Podle Důsledku 5.35 nemůže limx→∞ sinx existovat. ©

Cvičeńı 5.40 Dokažte, že neexistuj́ı limity

lim
x→0+

sin
1

x
, lim

x→0−
sin

1

x
.

Věta 5.41 (Bolzanova–Cauchyova o existenci vlastńı limity funkce). Necht’ f : R → R je
definována na nějakém R(x0), x0 ∈ R∗. Pak existuje vlastńı limx→x0 f(x) právě tehdy, když

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃Rδ(x0) ∀x1, x2 ∈ Rδ(x0) : |f(x1)− f(x2)| < ε. (5.4)

D̊ukaz. (⇒): Necht’ existuje vlastńı limx→x0 f(x) = L. Zvolme ε > 0 libovolně. Pak podle
definice limity existuje Rδ(x0) tak, že

∀x ∈ Rδ(x0) : |f(x)− L| < ε

2
.
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Tedy pro každé x1, x2 ∈ Rδ(x0) plat́ı

|f(x1)− f(x2)| = |f(x1)− L+ L− f(x2)| ≤ |f(x1)− L|+ |L− f(x2)| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

(⇐): Necht’ plat́ı podmı́nka (5.4). K tomu abychom dokázali, že existuje vlastńı limita
limx→x0 f(x) podle Heineovy věty stač́ı dokázat, že pro každou posloupnost {xn}∞n=1 č́ısel
z R(x0) splňuj́ıćı lim

n→∞
xn = x0, posloupnost {f(xn)}∞n=1 konverguje. Necht’ {xn}∞n=1 je

posloupnost bod̊u z R(x0) taková, že lim
n→∞

xn = x0. Zvolme ε ∈ R, ε > 0 libovolně. Podle

(5.4) existuje Rδ(x0) ⊂ R(x0) tak, že

∀x1, x2 ∈ Rδ(x0) : |f(x1)− f(x2)| < ε.

Z faktu lim
n→∞

xn = x0 plyne, že existuje n0 ∈ N takové, že pro všechna n ≥ n0 plat́ı

xn ∈ Uδ(x0). Protože nav́ıc xn ∈ R(x0), pro n ≥ n0 dokonce plat́ı, že xn ∈ Rδ(x0). Odtud
plyne, že

∀m,n ∈ N,m, n ≥ n0 : |f(xn)− f(xm)| < ε.

T́ım jsme dokázali, že posloupnost {f(xn)}∞n=1 je cauchyovská a podle Bolzanovy–Cauchyovy
věty pro posloupnosti (Věta 3.98) je rovněž konvergentńı. T́ım je d̊ukaz proveden. 2

5.3 Metody výpočtu limity funkce

Př́ıklad 5.8 měl ilustrovat, že dokázat spojitost resp. poč́ıtat limitu již jednoduché mocninné
funkce může být celkem pracné. Jak dále uvid́ıme, bude stačit umět vypoč́ıtat limity nej-
jednodušš́ıch funkćı a pak použ́ıt př́ıslušnou větu o limitě součtu, rozd́ılu, součinu, pod́ılu
funkćı a větu o limitě složené funkce.

Začněme výpočtem limit těch nejjednodušš́ıch funkćı.

Př́ıklad 5.42 Dokažte, že pro x0 ∈ R∗, c ∈ R plat́ı

(a) lim
x→x0

c = c,

(b) lim
x→x0

x = x0.

Řešeńı. ad (a): Máme dokázat pravdivost výroku

∀ε ∈ R, ε > 0, ∃R(x0) ∀x ∈ R(x0) : |c− c| < ε.

Nerovnost |c− c| < ε je ale zřejmě pro kladné ε pravdivá, tedy je pravdivý celý výrok.
ad (b): Necht’ x0 ∈ R. Podle Definice 5.3 máme dokázat, že k libovolnému ε ∈ R, ε > 0
existuje δ ∈ R, δ > 0 tak, že pro všechna x ∈ R plat́ı implikace

0 < |x− x0| < δ =⇒ |x− x0| < ε.

Uvažujme tedy libovolné ε ∈ R, ε > 0. Zřejmě stač́ı položit δ = ε.
Necht’ x0 =∞. Podle Definice 5.12 máme ke každému h ∈ R naj́ıt k ∈ R tak, že pro každé
x ∈ R plat́ı implikace

x > k =⇒ x > h.

K danému h lze zvolit k = h. Podobně dokážeme rovnost pro x0 = −∞. ©
Nyńı představme větu a aritmetice limit funkćı, kterou při výpočtech budeme velmi

často použ́ıvat.



5.3. METODY VÝPOČTU LIMITY FUNKCE 165

Věta 5.43. Necht’ f, g : R → R, limx→x0 f(x) = L1 ∈ R∗, limx→x0 g(x) = L2 ∈ R∗. Pak
plat́ı

(i) limx→x0 |f(x)| = |L|,

(ii) limx→x0 (f(x)± g(x)) = L1 ± L2,

(iii) limx→x0 f(x) · g(x) = L1 · L2,

(iv) limx→x0
f(x)
g(x) = L1

L2
,

je-li na pravé straně výraz definovaný v R∗, viz Poznámku 2.60(a).

D̊ukaz. K dokázáńı této věty lze s výhodou použ́ıt větu o aritmetice limit posloupnost́ı
(Věta 3.60) a Heineovu větu (stač́ı Důsledek 5.35). Ukažme si to třeba na limitě součinu,
tzn. na rovnosti (iii). Zvolme posloupnost {xn}∞n=1 č́ısel z okoĺı R(x0) (takového, že R(x0) ⊂
D(f)∩D(g)), pro které plat́ı lim

n→∞
xn = x0. Podle předpoklad̊u limx→x0 f(x) = L1, limx→x0 g(x) =

L2 a Důsledku 5.35 plat́ı, že

lim
n→∞

f(xn) = L1 a lim
n→∞

g(xn) = L2.

Podle Věty 3.60 pak plat́ı
lim
n→∞

f(xn)g(xn) = L1L2,

a to pokud je výraz na pravé straně definován v Poznámce 2.60(a). Podle Důsledku 5.35
aplikované na funkci fg dostáváme, že limx→x0 f(x)g(x) = L1L2. 2

Poznámka 5.44

(i) Tvrzeńı (i) z předchoźı věty lze pro a = 0 obrátit, tzn. plat́ı

lim
x→x0

f(x) = 0 ⇐⇒ lim
x→x0

|f(x)| = 0.

(ii) Je-li limx→x0 fi(x) = Li ∈ R, ci ∈ R, kde fi : R→ R pro i = 1, . . . , n, n ∈ N, pak

lim
x→x0

[c1f1(x) + c2f2(x) + . . .+ cnfn(x)] = c1L1 + c2L2 + . . .+ cnLn.

(iii) Je-li limx→x0 f(x) = L ∈ R∗, n ∈ N, pak

lim
x→x0

fn(x) = Ln.

(iv) Je-li P polynom, pak limx→x0 P (x) = P (x0). Je-li R = P
Q racionálńı funkce, x0 neńı

kořen Q, pak limx→x0 R(x) = R(x0). Tedy, polynomy a racionálńı funkce jsou spojité
ve všech bodech svých definičńıch obor̊u.

(v) Je-li limx→x0 f(x) = 0 a g je ohraničená na nějakém R(x0), pak limx→x0 f(x)g(x) = 0.

Př́ıklad 5.45 Vypočtěte

lim
x→2

(x2 − x− 2)20

(x3 − 12x+ 16)10
.
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Řešeńı. Funkce, jej́ıž limitu máme spoč́ıtat, je racionálńı, ovšem č́ıslo 2 nepatř́ı do jej́ıho
definičńıho oboru. Vid́ıme, že jde opět o výraz 0/0. Protože jde o pod́ıl dvou polynomů, pra-
vidlo je opět jednoduché: Je-li č́ıslo 2 k-násobným kořenem čitatele/jmenovatele, vytkneme
z čitatele/jmenovatele výraz (x− 2)k. Jednou z možnost́ı je vyjádřeńı čitatele/jmenovatele
ve tvaru rozkladu na součin kořenových činitel̊u. Podle středoškolského vzorečku snadno
spoč́ıtáme, že

x2 − x− 2 = (x− 2)(x+ 1)

a tedy

(x2 − x− 2)20 = (x− 2)20(x+ 1)20.

Co se jmenovatelem? Výraz x3−12x+16 je polynom třet́ıho stupně a ne každý umı́ spoč́ıtat
všechny kořeny tohoto polynomu. Naštěst́ı my nepotřebujeme spoč́ıtat všechny kořeny, ale
pouze vyjádřit tento polynom ve tvaru součinu (x− 2)m (kde m ∈ N) a nějakého

”
zbytku“.

Toho dosáhneme tak, že poděĺıme polynom x3 − 12x + 16 polynomem x − 2. Pokud je 2
v́ıcenásobným kořenem, děĺıme vzniklý pod́ıl ještě jednou a tak dále. K tomu je možno
použ́ıt Hornerovo schéma – viz Poznámku 4.38. Proved’me to:

(x3 − 12x+ 16) : (x+ 2) = . . . = x2 + 2x− 8.

Ale č́ıslo 2 je kořenem i tohoto pod́ılu. Podělme ještě jednou:

(x2 + 2x− 8) : (x+ 2) = . . . = x+ 4.

Dostáváme tak

x3 − 12x+ 16 = (x+ 2)2(x+ 4).

Pod́ıvejme se zpět na naši limitu. Můžeme upravovat

lim
x→2

(x2 − x− 2)20

(x3 − 12x+ 16)10
= lim

x→2

(x+ 2)20(x+ 1)20

(x+ 2)20(x+ 4)10
= lim

x→2

(x+ 1)20

(x+ 4)10
=

320

610
=

(
3

2

)10

,

kde jsme v druhé rovnosti využili Větu 5.28 a v předposledńı rovnosti využili spojitosti
racionálńı funkce v každém bodě svého definičńıho oboru (tj. Poznámku 5.44(iv)). ©

Př́ıklad 5.46 Vypočtěte

lim
x→1

xm − 1

xn − 1
,

kde m,n ∈ N.

Řešeńı. Opět máme vypoč́ıtat limitu racionálńı funkce v bodě, který nelež́ı v jej́ım de-
finičńım oboru, přitom dostáváme neurčitý výraz 0/0. Postup je stejný jako vždy, je třeba
si z čitatele a jmenovatele vytknout (x − 1)k (kde k ∈ N je násobnost 1 jakožto kořene)
a pak pokrátit. Jak to provést zde? Možnost́ı je podělit čitatele/jmenovatele polynomem
x−1, ale vzhledem k obecnosti zadáńı to někomu může činit problém. Jednodušš́ı je použ́ıt
středoškolský vzoreček ze Cvičeńı 1.69. Plat́ı tedy

lim
x→1

xm − 1

xn − 1
= lim

x→1

(x− 1)(xm−1 + xm−2 + . . .+ x+ 1)

(x− 1)(xn−1 + xn−2 + . . .+ x+ 1)

= lim
x→1

xm−1 + xm−2 + . . .+ x+ 1

xn−1 + xn−2 + . . .+ x+ 1
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Uvědomme si nyńı, že č́ısla m a n jsou sice libovolná ale během našeho výpočtu pevná č́ısla
– měńı se pouze x (přibližuje se k 1). Dostáváme tak racionálńı funkci jej́ımž kořenem neńı
1. Plat́ı tedy

lim
x→1

xm−1 + xm−2 + . . .+ x+ 1

xn−1 + xn−2 + . . .+ x+ 1
=

1 + . . .+ 1

1 + . . .+ 1
=
m

n
,

kde v předposledńım výrazu bylo v čitateli právě m jedniček a ve jmenovateli n jedniček
(po sečteńı dostáváme č́ısla m a n). Pokud máte problém s pochopeńım, zkuste si spoč́ıtat
tento př́ıklad pro konkrétńı hodnoty parametr̊u m, n, např. m = 2 a n = 3, tzn. vypočtěte
stejným postupem limitu

lim
x→1

x2 − 1

x3 − 1
.

©

Stejně jako u posloupnost́ı, pod́ıvejme se na neurčitý výraz 1/0.

Věta 5.47. Necht’ limx→x0 f(x) = 0. Pokud nav́ıc

(a) existuje R(x0) takové, že f(x) > 0 pro všechna x ∈ R(x0), pak

lim
x→x0

1

f(x)
=∞,

(b) existuje R(x0) takové, že f(x) < 0 pro všechna x ∈ R(x0), pak

lim
x→x0

1

f(x)
= −∞,

(c) existuje R(x0) takové, že f(x) 6= 0 pro všechna x ∈ R(x0), pak

lim
x→x0

1

|f(x)|
=∞.

D̊ukaz. Důkazy se provedou podobným stylem jako analogické věty pro limity posloupnost́ı.
2

Může se také hodit následuj́ıćı věta, ve které dokonce u jedné z funkćı v̊ubec nevyžadujeme
existenci limity – opět si všimněte analogíı s limitou posloupnosti.

Věta 5.48. Necht’ f, g : R→ R jsou funkce takové, že limx→x0 f(x) = 0 a existuje Rδ(x0)
takové, že g je na Rδ(x0) ohraničená. Pak

lim
x→x0

f(x)g(x) = 0.

D̊ukaz. Zvolme ε ∈ R, ε > 0 libovolně. Protože g je ohraničená na Rδ(x0), existuje K ∈ R,
K > 0 tak, že pro všechna x ∈ Rδ(x0) plat́ı g(x) < K. Z předpokladu nulovosti limity
funkce f v x0 plyne, že existuje Rδ0(x0) tak, že pro všechna x ∈ Rδ0(x0) plat́ı

|f(x)| < ε

K
.
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Položme Rδ1(x0) = Rδ(x0) ∩Rδ0(x0). Pak pro všechna x ∈ Rδ1(x0) plat́ı

|f(x)g(x)− 0| = |f(x)||g(x)| < ε

K
K = ε.

2

Věta 5.49 (o limitě složené funkce). Necht’ f, g : R→ R jsou takové, že

lim
x→x0

f(x) = L1, lim
y→L1

g(y) = L2.

Jestlǐze nav́ıc

(I) existuje R(x0) tak, že pro všechna x ∈ R(x0) plat́ı f(x) 6= L1, nebo

(II) g je v L1 spojitá (tedy L1, L2 ∈ R a L2 = g(L1)),

pak
lim
x→x0

(g ◦ f)(x) = L2.

D̊ukaz. Máme tedy dokázat, že

∀Uε(L2) ∃Rδ(x0) ∀x ∈ Rδ(x0) : g(f(x)) ∈ Uε(L2).

Necht’ plat́ı (I). Zvolme Uε(L2) libovolně. Pak z předpokladu na funkci g plyne, že existuje
Rη(L1) ⊂ D(g) takové, že

∀y ∈ Rη(L1) : g(y) ∈ Uε(L2).

Podle předpokladu limx→x0 f(x) = L1, existuje Rδ(x0) ⊂ D(f) tak, že

∀x ∈ Rδ(x0) : f(x) ∈ Uη(L1),

přitom Rδ(x0) lze volit tak malé, že Rδ(x0) ⊂ R(x0), kde R(x0) je z podmı́nky (I). Pak ale
právě z (I) vyplývá, že

∀x ∈ Rδ(x0) : f(x) ∈ Rη(L1).

Dohromady dostáváme, že

∀x ∈ Rδ(x0) : (g ◦ f)(x) = g(f(x)) ∈ Uε(L2).

T́ım je současně dokázáno, že funkce f ◦ g je definovaná na nějakém R(x0) a limx→x0(g ◦
f)(x) = L2.
Necht’ plat́ı (II). Zvolme Uε(L2) libovolně. Podle předpokladu (II) existuje Uη(L1) tak, že

∀y ∈ Uη(L1) : g(y) ∈ Uε(L2).

Z definice limx→x0 f(x) = L1, pak existuje Rδ(x0) takové, že

∀x ∈ Rδ(x0) : f(x) ∈ Uη(L1).

Dohromady dostáváme, že

∀x ∈ R(x0) : g ◦ f(x) = g(f(x)) ∈ U(L2).

T́ım je opět dokázáno, že funkce f ◦g je definovaná na nějakém R(x0) a limx→x0(g◦f)(x) =
L2. 2
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Poznámka 5.50 Všechny zmı́něné věty plat́ı i pro jednostranné limity (za lehce změněných
předpoklad̊u – např. jedná-li se o pravostrannou limitu v x0, nahrad́ı se v předpokladech
okoĺı R(x0) okoĺım R+(x0)).

Př́ıklad 5.51 Vypočtěte

lim
x→8

√
9 + 2x− 5
3
√
x− 2

.

Řešeńı. Vid́ıme, že zde je opět neurčitý výraz 0/0. Bohužel, nemáme racionálńı funkci, jej́ıž
limitu bychom nalezli zkráceńım př́ıslušných kořenových činitel̊u. Ale výpočet můžeme na
tento př́ıpad převést. Je potřeba zbavit se těch odmocnin.

Pod́ıvejme se nejprve na čitatel. Plat́ı

(
√

9 + 2x− 5)(
√

9 + 2x+ 5) = 9 + 2x− 25 = 2(x− 8),

kde jsme využili středoškolský vzorec ze Cvičeńı 1.69 pro n = 1. Můžeme psát

lim
x→8

√
9 + 2x− 5
3
√
x− 2

= lim
x→8

√
9 + 2x− 5
3
√
x− 2

·
√

9 + 2x+ 5√
9 + 2x+ 5

= lim
x→8

2(x− 8)
3
√
x− 2

· 1√
9 + 2x+ 5

= 2 lim
x→8

x− 8
3
√
x− 2

· 1√
9 + 2x+ 5

= 2 lim
x→8

x− 8
3
√
x− 2

· lim
x→8

1√
9 + 2x+ 5

=
1

5
lim
x→8

x− 8
3
√
x− 2

.

Podrobně si od̊uvodněme platnost předposleńı rovnosti, která plat́ı d́ıky Větě 5.43. Jej́ı
použit́ı je oprávněno pouze v př́ıpadě, že

lim
x→8

x− 8
3
√
x− 2

· lim
x→8

1√
9 + 2x+ 5

neńı neurčitý výraz. Opravdu neńı? Vždyt’ v okamžiku použit́ı této věty jsme neznali hod-
notu prvńı limity. To je sice pravda, nicméně znali jsme hodnotu druhé limity, což je 1/10.
Již v́ıme, že jediný neurčitý výraz pro násobeńı je typu 0 · ∞. Odtud plyne, že o neurčitý
výraz nemůže j́ıt.

Podobně si porad́ıme s jmenovatelem, kde použijeme vzorec ze Cvičeńı 1.69 pro n = 2.
Plat́ı totiž

( 3
√
x− 2)(

3
√
x2 + 2 3

√
x+ 4) = x− 8.

Tedy opět rozš́ı̌ŕıme vhodným výrazem a dostaneme

lim
x→8

x− 8
3
√
x− 2

·
3
√
x2 + 2 3

√
x+ 4

3
√
x2 + 2 3

√
x+ 4

= lim
x→8

(x− 8)(
3
√
x2 + 2 3

√
x+ 4)

x− 8

= lim
x→8

(
3
√
x2 + 2 3

√
x+ 4) = 12.

Výsledek je tedy 12/5.

Při tak rozvláčném výkladu se může snadno ztratit hlavńı myšlenka. Ukažme si proto



170 KAPITOLA 5. LIMITA A SPOJITOST FUNKCE

rychleǰśı verzi našich úprav (zbav́ıme se odmocnin v čitateli i jmenovateli současně):

lim
x→8

√
9 + 2x− 5
3
√
x− 2

= lim
x→8

√
9 + 2x− 5
3
√
x− 2

·
√

9 + 2x+ 5√
9 + 2x+ 5

·
3
√
x2 + 2 3

√
x+ 4

3
√
x2 + 2 3

√
x+ 4

= lim
x→8

2(x− 8)(
3
√
x2 + 2 3

√
x+ 4)

(x− 8)(
√

9 + 2x+ 5)

= lim
x→8

2(
3
√
x2 + 2 3

√
x+ 4)√

9 + 2x+ 5
=

2 · 12

10
=

12

5
.

©

Př́ıklad 5.52 Vypočtěte

lim
x→±∞

(√
x2 + x− x

)
.

Řešeńı. Jde vlastně o dva př́ıklady. Nejprve vypočteme

lim
x→∞

(√
x2 + x− x

)
,

kde máme neurčitý výraz ∞−∞. Kdybychom mı́sto x psali n, mohli jsme zadáńı pochopit
jako výpočet limity posloupnosti. Použijeme postup, který zabere jak na limitu funkce tak
na limitu posloupnosti. Jak se zbavit neurčitého výrazu? Třeba tak, že se nějak zbav́ıme té
odmocniny. Použit́ım vzorce ze Cvičeńı 1.69 pro n = 1 máme(√

x2 + x− x
)(√

x2 + x+ x
)

= x2 + x− x2 = x.

Všimněme si dvou pozitivńıch věćı: výrazy
√
x2 + x+ x ani x nejsou pro x→∞ neurčité,

a plat́ı

lim
x→∞

(
√
x2 + x+ x) =∞ = lim

x→∞
x.

Proved’me vhodné rozš́ı̌reńı našeho výrazu:

lim
x→∞

(
√
x2 + x− x)

√
x2 + x+ x√
x2 + x+ x

= lim
x→∞

x√
x2 + x+ x

.

Zde zase sice máme neurčitý výraz typu ∞/∞, ale s t́ım si už umı́me poradit (viz př́ıklady
s posloupnostmi): Vytkneme z čitatele a jmenovatele člen, který nejrychleji roste a pak
porovnáme tyto členy. Plat́ı

lim
x→∞

x√
x2 + x+ x

= lim
x→∞

x

x
(√

1 + 1
x + 1

) = lim
x→∞

1√
1 + 1

x + 1
=

1

2
.

Nyńı se pod́ıvejme na druhý př́ıklad. Máme spoč́ıtat

lim
x→−∞

(√
x2 + x− x

)
.

Zde trochu muśıme zbystřit, protože x→ −∞ a vyskytuje se ve výrazu pod sudou odmoc-
nina. Je v̊ubec taková limita dobře definovaná? Snadno vid́ıme, že

lim
x→−∞

(x2 + x) = lim
x→−∞

x2
(

1 +
1

x

)
=∞ · (1 + 0) =∞,
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tzn. výraz pod odmocninou je pro dostatečně malá x kladné č́ıslo, z čehož plyne, že funkce
je definovaná na nějakém R(−∞). Odmocnina tedy pot́ıž nedělá, nav́ıc jsme také určili, že

lim
x→−∞

√
x2 + x =∞

(to vlastně plyne z Věty 5.32). Protože pak

lim
x→−∞

−x =∞,

vid́ıme, že nyńı v̊ubec nebojujeme s neurčitým výrazem, ale př́ımo plat́ı

lim
x→−∞

(√
x2 + x− x

)
=∞+∞ =∞. ©

Poznámka 5.53 Z Př́ıkladu 5.37, výsledk̊u Cvičeńı 5.38 a Věty 5.49 plyne, že pokud
limx→x0 f(x) ∈ R∗, kde x0 ∈ R∗, pak plat́ı

lim
x→x0

ef(x) = elimx→x0 f(x),

přitom pokládáme e−∞ = limx→−∞ ex = 0 a e∞ = limx→∞ ex =∞. Prakticky si to můžeme
pamatovat jako tak, že s limitou lze j́ıt do argumentu exponenciálńı funkce.

Př́ıklad 5.54 Dokažte

∀x0 ∈ R : lim
x→x0

sinx = sinx0, lim
x→x0

cosx = cosx0,

∀x0 ∈ D(tg) : lim
x→x0

tg x = tg x0,

∀x0 ∈ D(cotg) : lim
x→x0

cotg x = cotg x0.

Řešeńı. Nejprve dokažme tvrzeńı pro funkci sinus. Ukažme nejprve, že pro všechna

∀x ∈ R : | sinx| ≤ |x|. (5.5)

Důkaz provedeme částečně geometricky. Necht’ x ∈
(
0, π2

)
. Z Obrázku 5.6 snadno nahlédneme,

že
0 < sinx = |BC| < |AC| < x.

Protože funkce f(x) = sinx a g(x) = x jsou liché funkce, pak pro x ∈
(
−π

2 , 0
)

plat́ı
0 > sinx > x. Dohromady pro x ∈

(
−π

2 ,
π
2

)
dostáváme | sinx| ≤ |x|. Je-li dále |x| ≥ π

2 , pak

| sinx| ≤ 1 <
π

2
≤ |x|.

T́ım jsme tedy dokázali nerovnost (5.5). Konečně dokažme, že limx→x0 sinx = sinx0, tzn.

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀x ∈ R, |x− x0| < δ : | sinx− sinx0| < ε.

Zvolme ε ∈ R libovolně. Pak stač́ı zvolit δ = ε, protože pro všechna x ∈ R, |x − x0| < δ
plat́ı s využit́ım nerovnosti (5.5), že

| sinx− sinx0| =
∣∣∣∣2 sin

x− x0
2

cos
x+ x0

2

∣∣∣∣ ≤ 2

∣∣∣∣x− x02

∣∣∣∣ = |x− x0| < δ = ε.
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B A

C

xsinx

Obrázek 5.6: Nerovnost sinx < x pro x ∈ (0, π2 ).

S pomoćı vzorce cosx = sin(π2 − x) pro všechna x ∈ R, věty o limitě složené funkce
a předcházej́ıćı části dostáváme

lim
x→x0

cosx = lim
x→x0

sin
(π

2
− x
)

= sin
(π

2
− x0

)
.

S použit́ım Věty 5.43(iv) dostáváme zbytek rovnost́ı. ©

Př́ıklad 5.55 Dokažte, že plat́ı

lim
x→0

sinx

x
= 1.

Řešeńı. Funkci sin jsme
”
definovali“ geometricky, i zde budou některá fakta plynout z geo-

metrické úvahy. Nejprve ukažme, že pro všechna x ∈
(
0, π2

)
= R+

π
2
(0) plat́ı nerovnosti

sinx < x < tg x. (5.6)

Prvńı nerovnost již v́ıme z řešeńı Př́ıkladu 5.54. Dokažme nerovnost druhou. V Obrázku 5.7
vid́ıme, že trojúhelńıky 4OBC a 4OAD jsou podobné, tedy

BC

OB
=
AD

OA
, tzn.

sinx

cosx
=
AD

1
,

č́ımž dostáváme AD = tg x. Protože obsah kruhové výseče určené body O, A a C je menš́ı
než obsah 4OAD, plat́ı

1

2
x <

1

2
tg x, tzn. x < tg x.

Z nerovnosti (5.6) poděleńım kladným výrazem sinx dostáváme

1 <
x

sinx
<

1

cosx
.

Tedy konečně

cosx <
sinx

x
< 1

pro všechna x ∈ R+
π
2
(0). Z věty o třech limitách pak dostáváme, že

lim
x→0+

sinx

x
= 1.

Ze sudosti této funkce dostáváme, že i limita zleva je rovna 1. ©



5.3. METODY VÝPOČTU LIMITY FUNKCE 173

D

O B A

C

x

sinx

tg x

Obrázek 5.7: K řešeńı Př́ıkladu 5.55.

Př́ıklad 5.56 Dokažte, že

lim
x→0

ex − 1

x
= 1.

Řešeńı. Dokažme nejprve, že

lim
x→0+

ex − 1

x
= 1.

Uvažujme x ∈
(
0, 12
)
. Označme

n =

⌊
1

x

⌋
,

tzn. n ≤ 1
x < n+ 1, n ∈ N. Protože x < 1

2 , plat́ı, že n ≥ 2. Pak také

1

n+ 1
< x ≤ 1

n
. (5.7)

Z této nerovnosti a Poznámky 3.103(a) plynou nerovnosti

1 +
1

n+ 1
< e

1
n+1 < ex ≤ e

1
n < 1 +

1

n− 1
.

Přitom z (5.7) také dostáváme, že

x

x+ 1
≤ 1

n+ 1
a 1 +

1

n− 1
<

x

1− 2x
.

Dohromady dostáváme
x

x+ 1
< ex <

x

1− 2x

pro všechna x ∈
(
0, 12
)
. Z věty o třech limitách dostáváme požadovanou identitu pro limitu

zprava. S použit́ım věty o limitě složené funkce dostáváme

lim
x→0−

ex − 1

x
= lim

y→0+

e−y − 1

−y
= − lim

y→0+

1−ey
ey

y
= lim

y→0+

ey − 1

y
· ey = 1.

©
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Př́ıklad 5.57 Dokažte, že

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1.

Řešeńı. Provedeme substituci

y = ln(1 + x), tzn. x = ey − 1,

přitom když x→ 0, pak y → 0. Plat́ı pak

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= lim

y→0

y

ey − 1
= lim

y→0

1
ey−1
y

= 1,

kde posledńı rovnost plynula z Př́ıkladu 5.56 a Věty 5.43. Takto budeme běžně postupovat
při použ́ıváńı věty o limitě složené funkce (Věta 5.49). Je ale vhodné zde přesně popsat
použit́ı této věty. Věta 5.49 byla použita pro

g(y) =
y

ey − 1
, f(x) = ln(1 + x), L1 = 0, L2 = 0.

Ověřte splněńı předpoklad̊u této věty pro tyto konkrétńı funkce a limity. Třeba fakt, že
limx→0 f(x) = 0 plyne ze spojitosti funkce ln (viz dále Poznámku 5.81). ©

Věta 5.49 dohromady s Př́ıklady 5.55, 5.56 a 5.57 nám dává velmi užitečné tvrzeńı:

Důsledek 5.58. Necht’ x0 ∈ R∗, limx→x0 f(x) = 0 a existuje R(x0) takové, že

∀x ∈ R(x0) : f(x) 6= 0.

Pak plat́ı

lim
x→x0

sin f(x)

f(x)
= 1, lim

x→x0

ef(x) − 1

f(x)
= 1, lim

x→x0

ln(1 + f(x))

f(x)
= 1.

Př́ıklad 5.59 Vypočtěte

lim
x→0

sinx2

x
.

Řešeńı. Nejprve urč́ıme o jaký jde výraz. Podle Poznámky 5.44(iii) plat́ı

lim
x→0

x2 = 0,

tzn. podle Věty 5.49 také
lim
x→0

sinx2 = sin 0 = 0,

tedy vid́ıme, že jde o neurčitý výraz 0/0. Pokrátit nijak nemůžeme. Pomoci nám může
Důsledek 5.58, podle kterého plat́ı

lim
x→0

sinx2

x2
= 1.

Můžeme pak psát

lim
x→0

sinx2

x
= lim

x→0

sinx2

x

x

x
= lim

x→0

sinx2

x2
x,
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kde jsme v prvńı rovnosti rozš́ı̌rili výraz výrazem x/x. To bylo možné d́ıky Větě 5.28. Nyńı
již můžeme použ́ıt Větu 5.43, protože již nejde o neurčitý výraz. Plat́ı totiž

lim
x→0

sinx2

x2
x = lim

x→0

sinx2

x2
· lim
x→0

x = 1 · 0 = 0.

©

Př́ıklad 5.60 Vypočtěte

lim
x→0

tg x− sinx

sin3 x
.

Řešeńı. U př́ıklad̊u s goniometrickými funkcemi je dobré si pamatovat goniometrické vzorce.
Pod́ıváme-li se na zadáńı, jde opět o neurčitý výraz 0/0. Je potřeba něco zkrátit, nebo
vhodně použ́ıt vzoreček z Důsledku 5.58. Plat́ı

lim
x→0

tg x− sinx

sin3 x
= lim

x→0

sinx
(

1
cosx − 1

)
sin3 x

= lim
x→0

1
cosx − 1

sin2 x
= lim

x→0

1− cosx

sin2 x cosx
,

kde jsme pokrátili výrazem sinx a upravili. Znovu prozkoumejme, o jaký jde výraz. Opět
jde o neurčitý výraz 0/0. Každopádně je jednodušš́ı. To, že je výraz neurčitý, je zp̊usobeno
celým čitatelem a ve jmenovateli pouze výrazem sin2 x. Výraz cosx jde pro x → 0 k č́ıslu
1. Můžeme psát

lim
x→0

1− cosx

sin2 x cosx
= lim

x→0

1

cosx

1− cosx

sin2 x
= lim

x→0

1

cosx
· lim
x→0

1− cosx

sin2 x
= lim

x→0

1

cosx
· lim
x→0

1− cosx

sin2 x
.

T́ım jsme provedli daľśı zjednodušeńı. V předposledńı rovnosti jsme použili Větu 5.43, ovšem
někdo by mohl oprávněně namı́tnout, že jsme neověřili platnost předpoklad̊u zmı́něné věty.
Sice v́ıme, že

lim
x→0

1

cosx
= 1,

ale hodnotu limity

lim
x→0

1− cosx

sin2 x

ještě neznáme! Každopádně je jasné, že za předpokladu, že druhá limita existuje, nemůže se
jednat o neurčitý výraz, tedy použit́ı věty je korektńı. Existenci druhé limity bude ověřena
následným výpočtem. Pokračujme dále. Rádi bychom něco pokrátili. Můžeme si vzpome-
nout na vzoreček, kterému někteř́ı ř́ıkaj́ı

”
goniometrická jednička“ a upravit ho:

sin2 x = 1− cos2 x = (1− cosx)(1 + cosx).

Můžeme dále upravovat

lim
x→0

1− cosx

sin2 x
= lim

x→0

1− cosx

(1− cosx)(1 + cosx)
= lim

x→0

1

1 + cosx
.

Zde již lze jen konstatovat, že nejde o neurčitý výraz a s použit́ım faktu limx→0 cosx =
cos 0 = 1 a Věty 5.43 dostáváme

lim
x→0

1

1 + cosx
=

1

2
.

©
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Př́ıklad 5.61 Vypočtěte

lim
x→1

(1− x) tg
πx

2
.

Řešeńı. Rozmysleme si nejprve, o jaký jde výraz. Zřejmě

lim
x→1

(1− x) = 0.

Jde-li x k 1, pak výraz πx/2 jde k π/2. Vı́me ale, že

lim
x→π

2

tg x

neexistuje, protože
lim

x→π
2
−

tg x =∞ 6= −∞ = lim
x→π

2
+

tg x.

S trochou nepřesnosti můžeme výraz v zadáńı př́ıkladu prohlásit za neurčitý výraz 0 ·(±∞).
Funkce tangens sice limitu nemá, ale limita celé funkce existovat může. Zkusme tedy nějaké
úpravy. Podle definice funkce tangens plat́ı

lim
x→1

(1− x) tg
πx

2
= lim

x→1
(1− x)

sin πx
2

cos πx2
= lim

x→1

(1− x)

cos πx2
sin

πx

2
.

Vid́ıme, že výraz sin(πx2 )→ 1 pro x→ 1. Proto nezávisle na tom, jakou hodnotu má limita
zbytku, můžeme psát

lim
x→1

1− x
cos πx2

sin
πx

2
= lim

x→1

(1− x)

cos πx2
.

což je neurčitý výraz 0/0. Vid́ıme, že v čitateli je polynom a ve jmenovateli goniometrická
funkce – to by nás mohlo vést k tipu, že bychom mohli použ́ıt vzoreček z Důsledku 5.58. Je
potřeba rozmyslet, jak stávaj́ıćı výraz upravit do požadovaného tvaru. Vid́ıme, že argument
cos se přibližuje k π/2. My potřebujeme naopak aby se tam vyskytoval sin jehož argument
p̊ujde k nule. Zde se hod́ı znát nějaký vzoreček pro goniometrické funkce. Neexistuje jediná
cesta. Zkuśıme použ́ıt tento

∀a, b ∈ R : cos(a+ b) = cos a cos b− sin a sin b.

Naše a+b je rovno πx/2. Za a a b dosad́ıme tak, aby jeden z vzniklých
”
sin̊u“ měl argument

jdoućı k nule. Např. a = π(x− 1)/2, takže pak b = π/2. Potom plat́ı

cos
πx

2
= cos

(
π(x− 1)

2
+
π

2

)
= cos

π(x− 1)

2
cos

π

2
− sin

π(x− 1)

2
sin

π

2

= − sin
π(x− 1)

2
.

Můžeme pokračovat ve výpočtu limity:

lim
x→1

1− x
cos πx2

= lim
x→1

1− x
− sin π(x−1)

2

= lim
x→1

x− 1

sin π(x−1)
2

.

Protože

lim
x→1

π(x− 1)

2
= 0,
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pak podle Důsledku 5.58 plat́ı

lim
x→1

π(x−1)
2

sin π(x−1)
2

= 1.

Hodnotu této limity použijeme v našem výpočtu. Výraz vhodně rozš́ı̌ŕıme a dostáváme

lim
x→1

x− 1

sin π(x−1)
2

= lim
x→1

π(x−1)
2

sin π(x−1)
2

2

π
=

2

π
. ©

Př́ıklad 5.62 Vypočtěte

lim
x→0±

ln(1 + xex)

ln(1 +
√
x3 + x2)

.

Řešeńı. Nejprve vypočtěme limitu zprava. Opět jde o neurčitý výraz – typu 0/0. Vid́ıme,
že v čitateli i jmenovali se vyskytuje výraz ve formě ln(1 + f(x)) a přitom f(x)→ 0. To by
nás mělo navést k použit́ı Důsledku 5.58. Rozš́ı̌ŕıme zlomek vhodnými výrazy:

lim
x→0+

ln(1 + xex)

ln(1 +
√
x3 + x2)

· xex

xex
·
√
x3 + x2√
x3 + x2

= lim
x→0+

ln(1 + xex)

xex
·

√
x3 + x2

ln(1 +
√
x3 + x2)

· xex√
x3 + x2

Použit́ım Důsledku 5.58 se zbav́ıme logaritmu a dostáváme

lim
x→0+

xex√
x3 + x2

.

Vid́ıme, že jde opět o neurčitý výraz 0/0, přitom ex → 1 když x → 0+, tzn. můžeme ještě
upravit

lim
x→0+

xex√
x3 + x2

= e0 lim
x→0+

x√
x3 + x2

= lim
x→0+

x√
x3 + x2

.

Tuto úpravu jsme nutně dělat nemuseli, ale je dobrým zvykem udržovat poč́ıtaný výraz co
možná nejjednodušš́ı a tedy nejpřehledněǰśı. Co ted’? Potřebujeme něco s něč́ım pokrátit.
Výraz ze jmenovatele lze upravit takto√

x3 + x2 =
√
x2(x+ 1) = |x|

√
x+ 1 = x

√
x+ 1,

kde je třeba upozornit, že |x| = x protože x→ 0+, tzn. x uvažujeme kladné. Plat́ı tedy

lim
x→0+

x√
x3 + x2

= lim
x→0+

1√
x+ 1

= 1.

Pod́ıvejme se na limitu zleva. Jako u limity zprava jde o neurčitý výraz typu 0/0. Výpočet
bude identický jako pro pravostrannou limitu s jediným rozd́ılem a to, že |x| = −x, protože
x→ 0−, tzn. x uvažujeme záporné. Výsledek bude nyńı −1 (ověřte). ©

Poznámka 5.63 Zat́ım jsme se nezmı́nili o limitách funkćı ve tvaru

lim
x→x0

f(x)g(x),

kde předpokládáme, že existuje R(x0) takové, na kterém jsou funkce f a g definované
a f(x) > 0 pro všechna x ∈ R(x0). S využit́ım vzorečku

ab = eb ln a
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a Poznámky 5.53 můžeme snadno problém převést na výpočet limity

lim
x→x0

g(x) ln f(x).

Protože

lim
x→0+

lnx = −∞, lim
x→∞

lnx =∞ a lim
x→x0

lnx = lnx0 pro x0 ∈ (0,∞),

(prvńı dvě limity se daj́ı ověřit př́ımo z definice, třet́ı vyplývá ze spojitosti funkce ln – což
teprve uvid́ıme v Poznámce 5.81) snadno pak urč́ıme hodnotu této limity. Přitom neurčité
výrazy jsou právě tyto (ověřte!):

1±∞, 00 a ∞0.

Př́ıklad 5.64 Vypočtěte

lim
x→0

(x+ ex)
1
x .

Řešeńı. Jde o limitu funkce ve tvaru mocniny, přitom základ jde k 1 a exponent nemá limitu,
i když jeho absolutńı hodnota jde k ∞. Postupujme stejně jako v Poznámce 5.63. Podle ńı
můžeme upravit

lim
x→0

(x+ ex)
1
x = lim

x→0
e

1
x
ln(x+ex) = elimx→0

1
x
ln(x+ex),

kde posledńı rovnost plyne z Poznámky 5.53. Stač́ı tedy spoč́ıtat limitu

lim
x→0

1

x
ln (x+ ex)

a pak dosadit zpět. Zde jde ovšem zcela jasně o neurčitý výraz typu 0/0. Vid́ıme, že čitatel
jde k nule, protože argument logaritmu jde k jedničce. To by nás opět mohlo navést k aplikaci
vzorečku z Důsledku 5.58. Potřebujeme ale v čitateli výraz ln(1 + . . .). Můžeme psát

ln(x+ ex) = ln(1 + x+ ex − 1),

přitom x+ ex − 1→ 0 pro x→ 0. Odtud plyne

lim
x→0

ln (x+ ex)

x
· x+ ex − 1

x+ ex − 1
= lim

x→0

ln (1 + x+ ex − 1)

x+ ex − 1
· x+ ex − 1

x

= lim
x→0

x+ ex − 1

x
.

Opět sice máme neurčitý výraz typu 0/0, ale zbavili jsme se logaritmu. V čitateli plat́ı x→ 0
a ex − 1→ 0, tzn. mohla by nás napadnout vzhledem k limitě z Př́ıkladu 5.56 úprava

lim
x→0

x+ ex − 1

x
= lim

x→0

(
x

x
+

ex − 1

x

)
= lim

x→0
1 + lim

x→0

ex − 1

x
= 2.

Výsledek tedy je e2. ©

Př́ıklad 5.65 Vypočtěte

lim
x→0

ux − 1

x
,

kde u ∈ R, u > 0.
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Řešeńı. Zadáńı by nám mohlo připomı́nat limitu z Př́ıkladu 5.56 a to nejen vzhledem, ale
i t́ım, že jde o stejný neurčitý výraz, tzn. 0/0. Pokusme se náš př́ıklad převést na použit́ı
výsledku z Př́ıkladu 5.56, resp. jeho zobecněńı v Důsledku 5.58. S pomoćı vzorce ab = eb ln a

máme
ux = ex lnu.

Plat́ı x lnu→ 0 pro x→ 0, takže by se jevilo možné použ́ıt již zmı́něnou limitu z Důsledku
5.58. To ale možné neńı, protože neńı splněn předpoklad tohoto d̊usledku pro funkci f(x) =
x lnu. Totiž pro hodnotu u = 1 je f(x) = 0 pro všechna x ∈ R. Rozlǐsme proto dva př́ıpady:

(a) Necht’ u = 1. Pod́ıváme-li se na zadáńı př́ıkladu, vid́ıme, že výsledek źıskáme okamžitě:

lim
x→0

1x − 1

x
= lim

x→0

1− 1

x
= lim

x→0
0 = 0 = ln 1.

(b) Necht’ u > 0, u 6= 1. Pak podle Důsledku 5.58 můžeme psát

lim
x→0

ux − 1

x
= lim

x→0

ex lnu − 1

x
· lnu

lnu
= lim

x→0

ex lnu − 1

x lnu
· lnu = lnu.

Pro oba př́ıpady můžeme jednotně napsat výsledek

lim
x→0

ux − 1

x
= lnu.

©

Př́ıklad 5.66 Vypočtěte

lim
x→0

(
ux + vx + wx

3

) 1
x

,

kde u, v, w ∈ (0,∞).

Řešeńı. Jde o výraz typu 1±∞. Inspirováni řešeńım Př́ıkladu 5.64 uprav́ıme

lim
x→0

(
ux + vx + wx

3

) 1
x

= e
lim
x→0

1

x
ln
ux + vx + wx

3 ,

tedy stač́ı určit limitu

lim
x→0

ln ux+vx+wx

3

x
.

Jde o výraz typu 0/0 a opět vid́ıme, že argument logaritmu jde k jedničce – použijeme
vzoreček z Důsledku 5.58. Plat́ı

lim
x→0

ln ux+vx+wx

3

x
·
ux+vx+wx

3 − 1
ux+vx+wx

3 − 1
= lim

x→0

ln
(
1 + ux+vx+wx

3 − 1
)

ux+vx+wx

3 − 1
·
ux+vx+wx

3 − 1

x

= lim
x→0

ux + vx + wx − 3

3x
=

1

3
lim
x→0

ux + vx + wx − 3

x
.

Posledńı výraz je opět 0/0. A to proto, že ux + vx +wx → 3. Mohla by nás napadnout tato
úprava

ux + vx + wx − 3 = ux − 1 + vx − 1 + wx − 1,
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tzn. náš výpočet by pokračovat takto

1

3
lim
x→0

ux + vx + wx − 3

x
=

1

3
lim
x→0

(
ux − 1

x
+
vx − 1

x
+
wx − 1

x

)
.

Vzhledem k výsledku Př́ıkladu 5.65 je náš výsledek roven

1

3
(lnu+ ln v + lnw) =

1

3
lnuvw.

©

5.4 Základńı vlastnosti funkce spojité v bodě

Pod́ıvejme se nyńı co lze ř́ıct o spojitosti. V této sekci budeme využ́ıvat poznatk̊u z předchoźı
části.

Věta 5.67 (spojitost v bodě a ohraničenost). Je-li funkce f : R→ R spojitá v bodě x0, pak
existuje U(x0) tak, že f je na U(x0) ohraničená.

D̊ukaz. Ze spojitosti funkce plyne, že existuje vlastńı limita funkce f v x0. Pak podle Věty
5.25(a) existuje Rε(x0), na kterém je f ohraničená. Zřejmě je f ohraničená i na Uε(x0). 2

Věta 5.68. Necht’ f : R → R je spojitá v bodě x0 ∈ R. Jestlǐze f(x0) > 0, pak existuje
U(x0) takové, že

∀x ∈ U(x0) : f(x) ≥ f(x0)

2
> 0.

Podobně, je-li f(x0) < 0, pak existuje U(x0) takové, že

∀x ∈ U(x0) : f(x) ≤ f(x0)

2
< 0.

D̊ukaz. Protože limx→x0 f(x) = f(x0) ∈ R, f(x0) > 0, pak podle Věty 5.31 existuje Rε(x0)
tak, že pro všechna x ∈ Rε(x0) plat́ı

f(x) ≥ f(x0)

2
> 0.

Zřejmě tyto nerovnosti plat́ı i pro všechna x ∈ Uε(x0). 2

Cvičeńı 5.69 Dokažte obecněǰśı tvrzeńı: Jsou-li f, g : R→ R spojité v x0 a f(x0) < g(x0),
pak existuje U(x0) takové, že pro všechna x ∈ U(x0) plat́ı f(x) < g(x).

Věta 5.70 (Heineova o spojitosti). Necht’ f : R → R je definovaná na nějakém U(x0).
Funkce f je v bodě x0 spojitá právě tehdy, když pro každou posloupnost č́ısel {xn}∞n=1 z
U(x0) takovou, že lim

n→∞
xn = x0 plat́ı lim

n→∞
f(xn) = f(x0).
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D̊ukaz. (⇒): Necht’ f je spojitá v x0 a {xn}∞n=1 je taková, že lim
n→∞

xn = x0. Zvolme libovolně

Uε(f(x0)). K němu podle spojitosti f v x0 existuje Uδ(x0) tak, že f(Uδ(x0)) ⊂ Uε(f(x0)).
K tomuto Uδ(x0) existuje n0 ∈ N tak, že

∀n ∈ N, n ≥ n0 : xn ∈ Uδ(x0).

Tedy pro všechna n ≥ n0 plat́ı

f(xn) ∈ f(Uδ(x0)) ⊂ Uε(f(x0)).

Dokázali jsme tedy prvńı implikaci.
(⇐): (sporem) Necht’ xn → x0 implikuje f(xn) → f(x0) pro n → ∞ a předpokládejme, že
f neńı v x0 spojitá, tzn.

∃ε0 > 0 ∀δ > 0 ∃x ∈ R, |x− x0| < δ ∧ |f(x)− f(x0)| ≥ ε0.

To znamená, že k jakkoliv malému δ > 0 jsme schopni naj́ıt takové x, že |x − x0| < δ
a |f(x) − f(x0)| ≥ ε0. Volme postupně δ = 1, 12 ,

1
3 , . . . a dostáváme posloupnost {xn}∞n=1

takovou, že

∀n ∈ N : xn ∈ U 1
n

(x0) ∧ |f(xn)− f(x0)| ≥ ε0.

Podle Cvičeńı 3.51 pak lim
n→∞

xn = x0 a zároveň lim
n→∞

f(xn) 6= f(x0), což je žádaný spor. 2

Poznámka 5.71

(a) Z Věty 5.70 mimo jiné plyne, že funkce f je v bodě x0 nespojitá právě tehdy, když
existuje posloupnost bod̊u {xn}∞n=1 taková, že lim

n→∞
xn = x0 a přitom lim

n→∞
f(xn) 6=

f(x0) (nebo tato limita v̊ubec neexistuje).

(b) Dá se vyslovit a dokázat stejně i verze Věty 5.70 pro spojitost zprava/zleva. Jen je
potřeba vyměnit okoĺı bodu x0 za pravé/levé okoĺı tohoto bodu.

Věta 5.72. Necht’ f, g : R→ R jsou spojité v x0. Pak jsou v x0 spojité funkce

|f |, f + g, f − g, f · g.

Je-li nav́ıc g(x0) 6= 0, pak je spojitá v x0 i funkce f
g .

D̊ukaz. Tato věta je vlastně př́ımým d̊usledkem Věty 5.43. 2

Př́ıklad 5.73

(1) Polynom je funkce spojitá v každém bodě. Racionálńı funkce R = P
Q je spojitá

v každém bodě svého definičńıho oboru (tzn. v každém bodě, který neńı kořenem
polynomu Q).

(2) Funkce sin, cos, tg, cotg jsou spojité funkce ve všech bodech svých definičńıch obor̊u.

(3) Funkce mocninné, exponenciálńı i logaritmické jsou spojité ve všech bodech svých
definičńıch obor̊u.
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Věta 5.74. Necht’ f je spojitá v x0, g je spojitá v f(x0). Pak g ◦ f je spojitá v x0.

D̊ukaz. Stač́ı aplikovat Větu 5.49 pro L1 = f(x0), přičemž je splněna podmı́nka (II) této
věty. Pak

lim
x→x0

(g ◦ f)(x) = g(f(x0)),

tedy g ◦ f je v x0 spojitá. 2

5.5 Klasifikace bod̊u nespojitosti

Jak už v́ıme, funkce je v daném bodě spojitá, pokud má v tomto bodě vlastńı limitu, která
je nav́ıc rovna funkčńı hodnotě v tomto bodě. Pokud tomu tak neńı, ř́ıkáme, že funkce je
nespojitá – přitom rozlǐsujeme tři typy nespojitosti.

Definice 5.75 Necht’ f : R→ R, x0 ∈ R. Řekneme, že f má v bodě x0

(i) odstranitelnou nespojitost , jestliže existuje vlastńı limx→x0 f(x) a přitom bud’

(a) x0 6∈ D(f), nebo

(b) x0 ∈ D(f) a zároveň limx→x0 f(x) 6= f(x0),

(ii) nespojitost prvńıho druhu (typu
”

skok“), jestliže existuj́ı vlastńı ale r̊uzné limity
limx→x0− f(x) a limx→x0+ f(x),

(iii) nespojitost druhého druhu, jestliže jedna z jednostranných limit funkce f v bodě x0
neexistuje nebo je nevlastńı.

Př́ıklad 5.76 (a) Funkce

f(x) =
sinx

x
je spojitá v každém bodě až na 0, kde neńı definovaná. Přitom v bodě 0 má odstrani-
telnou nespojitost, protože

lim
x→0

f(x) = 1 ∈ R.

(b) Funkce

g(x) =

{
sinx
x pro x 6= 0,

0 pro x = 0

je opět spojitá ve všech bodech, až na 0. Je sice v bodě 0 definovaná, ale plat́ı

lim
x→0

g(x) = 0 6= 1 = g(0).

Funkce g má v bodě 0 také odstranitelnou nespojitost.

(c) Funkce sgn je spojitá ve všech bodech až na bod 0, protože neexistuje limita v bodě
0. Existuj́ı ale obě jednostranné limity, které jsou vlastńı:

lim
x→0+

sgnx = 1, lim
x→0−

sgnx = −1.

Proto má funkce sgn v bodě 0 nespojitost prvńıho druhu.
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(d) Funkce

k(x) = sin
1

x
, x ∈ R

je opět spojitá v každém bodě, až na bod 0. Dokonce neexistuje ani jedna z jedno-
stranných limit funkce k v bodě 0 (proč?). Funkce k má tedy v bodě 0 nespojitost
druhého druhu.

(e) Funkce cotg je spojitá ve všech bodech až na body x0 = kπ, kde k ∈ Z. Protože

lim
x→kπ+

cotg x =∞, lim
x→kπ−

cotg x = −∞,

funkce má v těchto bodech nespojitost druhého druhu.

5.6 Funkce spojité na intervalu

Definice 5.77 Řekneme, že f : R→ R je spojitá na intervalu I ⊂ D(f), jestliže

∀x ∈ I ∀ε ∈ R, ε > 0 ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀x′ ∈ I, |x− x′| < δ : |f(x)− f(x′)| < ε.

Poznámka 5.78 Funkce je tedy spojitá na daném intervalu právě tehdy, když je spojitá
v každém vnitřńım bodě intervalu I a spojitá z př́ıslušné strany v krajńıch bodech intervalu
I, které do něj patř́ı (tzn. zprava v levém koncovém bodě intervalu I nebo zleva v pravém
koncovém bodě intervalu I). Důkazy spojitosti na intervalu se někdy budou vést takto:

(i) Zvoĺı se bod z intervalu I, který neńı pravý koncový bod tohoto intervalu a dokáže
se, že funkce f je v něm spojitá zprava.

(ii) Zvoĺı se bod z intervalu I, který neńı levý koncový bod tohoto intervalu a dokáže se,
že funkce f je v něm spojitá zleva.

(iii) Z Věty 5.23 pak plyne, že funkce je v každém vnitřńım bodě intervalu I spojitá.

Věta 5.79. Necht’ f : R → R je ryze monotónńı funkce na intervalu I ⊂ R a f(I) je
interval. Pak f je na I spojitá.

D̊ukaz. Necht’ f : R→ R je rostoućı na intervalu I ⊂ R. Důkaz provedeme zp̊usobem, který
je popsán v Poznámce 5.78. Necht’ x0 ∈ I neńı pravý koncový bod intervalu I. Dokažme, že
f je v x0 spojitá zprava. Máme tedy dokázat, že

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀x ∈ U+
δ (x0) : f(x) ∈ Uε(f(x0)).

Zvolme ε > 0 libovolně. Protože x0 neńı pravý krajńı bod intervalu I, existuje x1 ∈ I
takový, že x0 < x1. Z monotonie pak plyne, že

∀x ∈ (x0, x1) : f(x0) < f(x) < f(x1). (5.8)

Mohou nastat dva př́ıpady: (a) f(x0) + ε > f(x1) nebo (b) f(x0) + ε ≤ f(x1).
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ad (a): Pak pro všechna x ∈ (x0, x1) = R+
x1−x0(x0) plat́ı

f(x0)− ε < f(x0) < f(x) < f(x1) < f(x0) + ε,

tzn. pro všechna x ∈ R+
x1−x0(x0) plat́ı f(x) ∈ Uε(f(x0)).

ad (b): Protože f(I) je interval, f(x0), f(x1) ∈ f(I), pak také f(x0) + ε ∈ f(I). Odtud a
z faktu, že f je rostoućı na I plyne, že existuje x2 ∈ (x0, x1) takové, že f(x2) = f(x0) + ε.
Z (5.8) plyne, že pro všechna x ∈ (x0, x2) = R+

x2−x0(x0) plat́ı

f(x0)− ε < f(x0) < f(x) < f(x2) = f(x0) + ε,

tzn pro všechna x ∈ R+
x2−x0(x0) plat́ı f(x) ∈ Uε(f(x0)). Důkaz spojitosti zleva pro každý

bod r̊uzný od levého krajńıho bodu intervalu se provede podobně. 2

Poznámka 5.80 Pro úplnost je třeba dodat, že tvrzeńı Věty 5.79 by platilo i kdybychom
předpoklad ryźı monotonie ve větě zeslabili na monotonii. Důkaz takového tvrzeńı je o něco
deľśı a nav́ıc nám v daľśım ryźı monotónnost bude zcela stačit.

Poznámka 5.81 Z Věty 5.79 a vlastnost́ı některých elementárńıch funkćı plyne:

(1) je-li a ∈ R, a > 0, a 6= 1, pak loga x je spojitá na (0,∞),

(2) je-li c ∈ R, pak xc je spojitá na (0,∞),

(3) arcsin, arccos jsou spojité na intervalu [−1, 1],

(4) arctg, arccotg jsou spojité na intervalu R.

Věta 5.82. Necht’ f : R→ R je spojitá na intervalu [a, b] (a, b ∈ R, a < b). Pak

(a) f je ohraničená na [a, b] (1. Weierstrassova věta),

(b) f nabývá na [a, b] své nejmenš́ı a nejvěťśı hodnoty, tj. existuj́ı α, β ∈ [a, b] tak, že

f(α) = max{f(x) ; x ∈ [a, b]}, f(β) = min{f(x) ; x ∈ [a, b]}.

D̊ukaz. ad (a): Důkaz provedeme sporem, tzn. předpokládejme, že funkce f je spojitá na
[a, b] a neńı na [a, b] ohraničená, tzn.

∀K ∈ R ∃x ∈ [a, b] : |f(x)| > K,

tedy postupně pro K nabývaj́ıćı hodnot 1, 2, 3, . . . existuj́ı x1, x2, x3, . . . z intervalu [a, b]
tak, že

|f(xn)| ≥ n pro všechna n ∈ N. (5.9)

Dostali jsme posloupnost {xn}∞n=1 bod̊u z intervalu [a, b] tak, že plat́ı (5.9). Protože [a, b]
je ohraničený, je i posloupnost {xn}∞n=1 ohraničená a podle Bolzanovy–Weierstrassovy věty
(Věta 3.94) existuje z ńı vybraná posloupnost {xkn}

∞
n=1, která je konvergentńı – označme

jej́ı limitu ṕısmenem c, tzn. c ∈ [a, b]. Protože f je spojitá na [a, b] a tedy i v c (popř. jen
jednostranně, je-li c = a nebo c = b), pak podle Heineovy věty (Věta 5.70) je

lim
n→∞

f(xkn) = f(c)
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a tedy

lim
n→∞

|f(xkn)| = |f(c)| <∞. (5.10)

Naopak, podle (5.9) plat́ı

|f(xkn)| ≥ kn ≥ n→∞, pro n→∞,

neboli lim
n→∞

|f(xkn)| =∞, což je ve sporu s (5.10).

ad (b): Podle části (a) je funkce ohraničená, tedy sup f([a, b]), inf f([a, b]) ∈ R. Dokažme,
že existuje max f([a, b]). Označme

G = sup f([a, b]) = sup{f(x) ; x ∈ [a, b]}.

Stač́ı tedy ukázat, že G ∈ f([a, b]). Podle Cvičeńı 3.50 existuje posloupnost {yn}∞n=1 č́ısel
z f([a, b]) taková, že lim

n→∞
yn = G. Podle definice množiny f([a, b]) existuje posloupnost

{xn}∞n=1 bod̊u z [a, b] taková, že f(xn) = yn pro n ∈ N, tzn.

lim
n→∞

f(xn) = G.

Protože [a, b] je ohraničený interval, je i posloupnost {xn}∞n=1 ohraničená a podle Bolzanovy–
Weierstrassovy věty (Věta 3.94) existuje z ńı vybraná posloupnost {xkn}

∞
n=1, která je kon-

vergentńı – označme jej́ı limitu ṕısmenem d, tzn. d ∈ [a, b]. Protože f je spojitá na [a, b]
a tedy i v d (popř. jen jednostranně, je-li d = a nebo d = b), pak podle Heineovy věty (Věta
5.70) je

lim
n→∞

f(xkn) = f(d).

Protože {f(xkn)}∞n=1 je vybraná z konvergentńı posloupnosti {f(xn)}∞n=1, má stejnou limitu,
tzn. f(d) = G, z čehož plyne, že

G ∈ f([a, b]).

To dokazuje, že množina f([a, b]) má největš́ı prvek a ten je roven f(d). 2

Poznámka 5.83 Předpoklad spojitosti funkce a uzavřenosti a ohraničenosti intervalu [a, b]
je nezbytný. Uvažujme funkci

f(x) =
1

x
, x ∈ (0, 1].

Tato funkce je sice na (0, 1] spojitá a interval je ohraničený, ale funkce f ohraničená neńı
(na každém pravém redukovaném okoĺı bodu 0).

Poznámka 5.84 Spojitost na funkce na intervalu závisela na pravdivosti výroku

∀x ∈ I ∀ε ∈ R, ε > 0 ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀x′ ∈ I, |x− x′| < δ : |f(x)− f(x′)| < ε.

Zde evidentně volba δ záviśı na volbě ε i x ∈ I. Co se stane, když bude volba δ nezávislá
na x? Dostáváme nový pojem spojitosti.

Definice 5.85 Funkce f se nazývá stejnoměrně spojitá na intervalu I ⊂ D(f), jestliže

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀x, x′ ∈ I, |x− x′| < δ : |f(x)− f(x′)| < ε.
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Poznámka 5.86 (Geometrický význam stejnoměrné spojitosti) Stejnoměrnou spojitost
funkce můžeme otestovat pomoćı jej́ıho grafu následuj́ıćım zp̊usobem. Funkce f : R→ R je
stejnoměrně spojitá na intervalu I ⊂ R právě tehdy, když pro každé ε ∈ R, ε > 0 existuje
δ ∈ R, δ > 0 tak, že graf f nesmı́ protnout současně horńı i dolńı základnu obdélńıku o š́ı̌rce
δ a výšce ε při jakémkoliv jeho umı́stěńı (jeho strany jsou rovnoběžné s osami x, y).

Př́ıklad 5.87 Dokažte, že

(1) funkce sin je stejnoměrně spojitá na R,

(2) funkce f(x) = 1
x neńı na (0, 1] stejnoměrně spojitá.

Řešeńı. ad (1): Zvolme ε > 0 libovolně. Aby sin byla stejnoměrně spojitá na R, je třeba
nalézt δ > 0 tak, aby pro každé dvě č́ısla x, x′ ∈ I takové, že |x− x′| < δ platilo

| sinx− sinx′| < ε.

To ale plyne z nerovnosti

| sinx− sinx′| ≤ |x− x′|,

plat́ıćı pro všechna x, x′ ∈ R, tzn. stač́ı zvolit 0 < δ ≤ ε.
ad (2): Máme dokázat, že

∃ε ∈ R, ε > 0 ∀δ ∈ R, δ > 0 ∃x, x′ ∈ I, |x− x′| < δ :

∣∣∣∣1x − 1

x′

∣∣∣∣ ≥ ε.
Označ́ıme-li xn = 1

n , x′n = 1
2n , pak

|xn − x′n| =
∣∣∣∣ 1n − 1

2n

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣2− 1

2n

∣∣∣∣ =
1

2n
<

1

n

a přitom ∣∣∣∣ 1

xn
− 1

x′n

∣∣∣∣ = |n− 2n| = n ≥ 1

pro všechna n ∈ N. Stač́ı tedy vźıt ε = 1 a pak pro všechna δ ∈ R, δ > 0 existuje (podle
Archimedova axiomu) n ∈ N tak, že δ ≥ 1

n . A k tomuto přirozenému č́ıslu existuje dvojice
xn, x

′
n ∈ (0, 1] tak, že |xn − x′n| ≤ 1/n < δ a∣∣∣∣ 1

xn
− 1

x′n

∣∣∣∣ ≥ 1 = ε. ©

Věta 5.88 (Heineova–Cantorova). Necht’ f : R → R je spojitá na [a, b] (a, b ∈ R, a < b).
Pak f je na [a, b] stejnoměrně spojitá.

D̊ukaz. (sporem) Předpokládejme, že f je spojitá na [a, b], ale neńı na tomto intervalu
stejnoměrně spojitá. To znamená, že

∃ε0 ∈ R, ε > 0 ∀δ ∈ R, δ > 0 ∃x, x′ ∈ [a, b], |x− x′| < δ : |f(x)− f(x′)| ≥ ε0.
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Postupnou volbou δ = 1, 12 ,
1
3 , . . . dostáváme dvě posloupnosti {xn}∞n=1 a {x′n}

∞
n=1 č́ısel

z intervalu [a, b] takové, že

|xn − x′n| <
1

n
∧ |f(xn)− f(x′n)| ≥ ε0

pro všechna n ∈ N. Z Bolzanovy–Weierstrassovy věty plyne, že z posloupnosti {xn}∞n=1 lze
vybrat konvergentńı podposloupnost {xkn}

∞
n=1, přitom zase podle Věty 3.41 plat́ı, že tato

limita lež́ı v intervalu [a, b], tzn. limn→∞ xkn = α ∈ [a, b]. Pak pro všechna n ∈ N plat́ı

0 ≤ |x′kn − α| ≤ |x
′
kn − xkn |+ |xkn − α| <

1

kn
+ |xkn − α| → 0 pro n→∞.

Tedy z věty o třech limitách také limn→∞ x
′
kn

= α. Ze spojitosti a Heineovy věty (Věta 5.70)
plyne, že

lim
n→∞

f(xkn) = lim
n→∞

f(x′kn) = f(α).

Pak pro všechna n ∈ N plat́ı

ε0 ≤ |f(xkn)− f(x′kn)| ≤ |f(xkn)− f(α)|+ |f(α)− f(x′kn)| → 0 pro n→∞,

což je spor s t́ım, že ε0 > 0. 2

Věta 5.89 (1. Bolzanova). Necht’ f : R→ R je spojitá na [a, b], f(a)·f(b) < 0. Pak existuje
c ∈ (a, b) tak, že f(c) = 0.

D̊ukaz. Pro určitost předpokládejme, že f(a) < 0 < f(b). Položme

M = {x ∈ [a, b] ; f(x) < 0}.

Zřejmě a ∈ M , tzn. M 6= ∅ a M ⊂ [a, b], tzn. M je ohraničená shora. Odtud plyne, že
supM ∈ R; označ́ıme-li ho ṕısmenem c, zřejmě c ∈ [a, b]. Dokážeme, že f(c) = 0. Existuje
posloupnost {xn}∞n=1 č́ısel z množiny M (tzn. xn ≤ c) tak, že lim

n→∞
xn = c (viz Cvičeńı 3.50).

Protože je f v bodě c spojitá, pak podle Heineovy věty (Věta 5.70) plat́ı lim
n→∞

f(xn) = f(c),

a podle Věty 3.41 plat́ı f(c) ≤ 0. Dokažme rovnost f(c) = 0 – sporem. Necht’ f(c) < 0. Pak
c < b. A ze spojitosti f v bodě c a z Věty 5.68 (vlastně z modifikace této věty pro spojitost
zprava) plyne existence R+

δ (c) = (c, c+ δ) tak, že

f(x) < 0, pro všechna x ∈ R+
δ (c).

To znamená, že (c, c + δ) ⊂ M , což je ve sporu s faktem c = supM . Opravdu tedy plat́ı
f(c) = 0. 2

Poznámka 5.90

• Předchoźı věta představuje tzv. postačuj́ıćı podmı́nku pro existenci řešeńı rovnice

f(x) = 0.

Kdybychom nav́ıc přidali podmı́nku ryźı monotonie funkce f , řešeńı rovnice f(x) = 0
by bylo jediné.
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• Z Bolzanovy věty také plyne, že pokud funkce je na nějakém intervalu nenulová a spo-
jitá, pak tato funkce má na celém intervalu bud’ všechny funkčńı hodnoty kladné nebo
všechny jsou záporné, ř́ıkáme, že

”
funkce neměńı na intervalu znaménko“. Toho se

často použ́ıvá na středńı škole při řešeńı nerovnic. Uvažujme nerovnici

(x− 2)(x+ 3) < 0.

Nejprve se vyřeš́ı př́ıslušná rovnice. Kořeny této rovnice rozděĺı množinu všech reálných
č́ısel na intervaly; v tomto př́ıpadě to jsou: (−∞,−3), (−3, 2), (2,∞). Pak se znaménko
levé strany nerovnice na jednotlivých intervalech urč́ı podle dosazeńı jediné hodnoty
z toho kterého intervalu.

Věta 5.91 (2. Bolzanova). Necht’ f : R→ R je spojitá na intervalu I ⊂ R; x1, x2 ∈ I, x1 6=
x2 jsou takové, že f(x1) < f(x2). Pak ke každému a ∈ R pro které plat́ı f(x1) < a < f(x2)
existuje c lež́ıćı v (otevřeném) intervalu s krajńımi body x1, x2 tak, že

f(c) = a.

D̊ukaz. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že x1 < x2 a f(x1) < f(x2). Definujme
pomocnou funkci

g(x) = f(x)− a, x ∈ I.
Pak je funkce g spojitá na intervalu [x1, x2] a

g(x1) = f(x1)− a < 0 a g(x2) = f(x2)− a > 0,

takže g splňuje předpoklady 1. Bolzanovy věty (Věta 5.89) na intervalu [x1, x2]. Podle ńı
existuje c ∈ (x1, x2) tak, že g(c) = 0, tzn. f(c)− a = 0. 2

Důsledek 5.92. Je-li f : R→ R spojitá na intervalu I ⊂ R, pak f(I) je také interval.

Věta 5.93. Necht’ f : R → R je spojitá a ryze monotónńı na intervalu I ∈ R, D(f) = I.
Pak f−1 je spojitá na intervalu f(I).

D̊ukaz. Z ryźı monotonie plyne existence inverzńı funkce. Pak ale i f−1 je ryze monotónńı.
Podle Důsledku 5.92 je f(I) interval. Tedy f−1 zobrazuje interval f(I) na interval f−1(f(I)) =
I. Pak podle Věty 5.79 je f−1 spojitá na f(I). 2

Lemma 5.94. Je-li f : R → R spojitá a ryze monotónńı na otevřeném intervalu (a, b),
a, b ∈ R∗, a < b, pak f((a, b)) = (c, d) (tedy obraz je rovněž otevřený interval) a plat́ı

(a) je-li f rostoućı na (a, b), pak

c = lim
x→a+

f(x) a d = lim
x→b−

f(x),

(b) je-li f klesaj́ıćı na (a, b), pak

c = lim
x→b−

f(x) a d = lim
x→a+

f(x).
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D̊ukaz. Předpokládejme pro určitost, že f je rostoućı na (a, b). Z Důsledku 5.92 plyne, že
f((a, b)) je interval. Podle Věty 5.26 a 5.27 plat́ı

c = lim
x→a+

f(x) = inf f((a, b)) ≤ sup f((a, b)) = lim
x→b−

f(x) = d. (5.11)

Kdyby c ∈ f((a, b), pak by existovalo x0 ∈ (a, b) tak, že c = f(x0). Vezmeme-li ovšem
x1 ∈ (a, x0), pak f(x1) < f(x0) = c, což je ve sporu s t́ım, že c je infimum f((a, b)). Tedy
c 6∈ f((a, b)). Podobně d 6∈ f((a, b)). Odtud okamžitě plyne, že

f((a, b)) ⊂ (c, d).

Plat́ı i opačná inkluze. Zvolme y ∈ (c, d) libovolně. Pak podle (5.11) existuje y0 ∈ f((a, b))
takový, že c < y0 < y, a také existuje y1 ∈ f((a, b)) takový, že y1 < y < d. Z faktu, že
f((a, b)) je interval plyne, že y ∈ f((a, b)). T́ım je dokázána i inkluze

(c, d) ⊂ f((a, b)).

Dohromady plat́ı f((a, b)) = (c, d). 2

Věta 5.95. Necht’ f : R→ R, x0, L ∈ R∗.

(a) Je-li f rostoućı (resp. klesaj́ıćı) a spojitá na nějakém R+
δ0

(x0) a limx→x0+ f(x) = L,
pak

lim
y→L+

f−1(y) = x0 (resp. lim
y→L−

f−1(y) = x0).

(b) Je-li f rostoućı (resp. klesaj́ıćı) a spojitá na nějakém R−δ0(x0) a limx→x0− f(x) = L,
pak

lim
y→L−

f−1(y) = x0 (resp. lim
y→L+

f−1(y) = x0).

(c) Je-li f ryze monotónńı na Rδ0(x0), je spojitá na R+
δ0

(x0) a R−δ0(x0), limx→x0 f(x) = L,
pak

lim
y→L

f−1(y) = x0.

D̊ukaz. ad (a): Protože R+
δ0

(x0) je otevřený interval, podle Lemmatu 5.94 je f(R+
δ0

(x0)) =

(L, d0), kde d0 > L. Tedy f−1 je definována na nějakém pravém redukovaném okoĺı bodu
L. Dokažme, že limita funkce f−1 v bodě L zprava je rovna x0, tzn. máme dokázat, že

∀Uδ(x0) ∃R+
ε (L) ∀y ∈ R+

ε (L) : f−1(y) ∈ Uδ(x0).

Zvolme tedy Uδ(x0) libovolně. Pak podle Lemmatu 5.94 plat́ı f(R+
δ (x0)) = (L, d), kde

d > L. Pak existuje R+
ε (L) takové, že

R+
ε (L) ⊂ (L, d).

Zvolme y ∈ R+
ε (L) libovolně. Pak také y ∈ f(R+

δ (x0)), tedy existuje x ∈ R+
δ (x0) takové, že

y = f(x). T́ım je tedy dokázáno, že

f−1(y) = x ∈ R+
δ (x0) ⊂ Uδ(x0).
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ad (b): Tvrzeńı se dokáže podobně jako (a).
ad (c): Podle (a) a (b) máme

lim
y→L+

f−1(y) = x0 = lim
y→L−

f−1(y),

tedy s využit́ım Věty 5.20 je d̊ukaz hotov. 2

Definice 5.96 Funkce f : R → R se nazývá darbouxovská na intervalu I ⊂ D(f), jestliže
má tuto vlastnost:
Pro každé x1, x2 ∈ I, x1 6= x2, f(x1) < f(x2) a každé γ ∈ (f(x1), f(x2)) existuje ξ lež́ıćı
mezi x1, x2 tak, že f(ξ) = γ.

Poznámka 5.97

(a) Věta 5.91 ř́ıká, že každá spojitá funkce na daném intervalu je na něm darbouxovská.

(b) Darbouxovská funkce nemuśı být spojitá, viz dále funkci f z Př́ıkladu 8.5.

(c) Funkce sgnx neńı darbouxovská.



Kapitola 6

Derivace funkce

Jedńım z hlavńıch d̊uvod̊u, proč se zabývat limitou funkce, bylo vytvořeńı matematického
aparátu umožňuj́ıćıho zavést pojem derivace funkce.

Úloha 6.1 (o okamžité rychlosti) Uvažujme hmotný bod, který se pohybuje po př́ımce.
Jeho pohyb je popsán funkćı

x : t 7→ x(t),

jej́ıž funkčńı hodnota x(t) ∈ R charakterizuje umı́stěńı hmotného bodu na př́ımce v časovém
okamžiku t ∈ R (t od anglického time) – viz Obrázek 6.1.

R
0 x(t0) x(t0 +4t)

Obrázek 6.1: Hmotný bod na př́ımce.

Zaj́ımá nás, čemu se rovná okamžitá rychlost hmotného bodu v nějakém časovém oka-
mžiku t0 ∈ R.

Řešeńı. Uvažujme kladné (malé) reálné č́ıslo 4t. Pak snadno lze vypoč́ıtat pr̊uměrnou
rychlost hmotného bodu v časovém intervalu [t0, t0 +4t], což je pod́ıl

x(t0 +4t)− x(t0)

4t
.

Ten se dá chápat jako přibližná hodnota okamžité rychlosti hmotného bodu v čase t0, přitom
č́ım je 4t menš́ı, t́ım je hodnota pod́ılu bližš́ı okamžité rychlosti v čase t0. Limitu

lim
4t→0

x(t0 +4t)− x(t0)

4t

(pokud existuje) lze tedy prohlásit za okamžitou rychlost hmotného bodu. Tento výsledek
se dá zobecnit pro pohyb hmotného bodu v prostoru (trojrozměrném). Stač́ı si uvědomit,
že polohu bodu v čase lze charakterizovat pomoćı souřadnic (v̊uči nějaké vztažné soustavě)
jako uspořádanou trojici funkćı (x1, x2, x3). Naši úvahu lze aplikovat na tyto tři souřadnice
zvlášt’ a dostáváme tak jednotlivé složky vektoru rychlosti hmotného bodu v čase t0, což je(

lim
4t→0

x1(t0 +4t)− x1(t0)
4t

, lim
4t→0

x2(t0 +4t)− x2(t0)
4t

, lim
4t→0

x3(t0 +4t)− x3(t0)
4t

)
.

©
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Úloha 6.2 (o tečně) Uvažujme funkci f : R→ R a x0 ∈ intD(f). Nalezněte tečnu ke grafu
funkce f v bodě (x0, f(x0)).

Řešeńı. Úkolem je naj́ıt př́ımku, která se
”
dotýká“ grafu funkce v daném bodě. Hledáme

tedy rovnici př́ımky
t : y = kx+ q.

Stač́ı naj́ıt hodnoty parametr̊u k, q ∈ R. Protože tečna obsahuje bod (x0, f(x0)), dosazeńım
tohoto bodu do rovnice př́ımky dostaváme

q = f(x0)− kx0.

Zbývá tedy určit hodnotu parametru k – tzv. směrnici př́ımky. Ta totiž udává, jaký má
př́ımka

”
sklon“, přesně řečeno:

k = tgα,

kde α ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
je orientovaný úhel, který sv́ırá př́ımka s kladnou poloosou x (α = 0,

je-li př́ımka rovnoběžná s osou x) – viz Obrázek 6.2. K jednoznačnému určeńı př́ımky
potřebujeme mı́t dva body. Kde ale vźıt druhý bod, když ze zadáńı sṕı̌s plyne, že by měla
tečna procházet jen jedńım bodem grafu funkce? Hlavńı myšlenka řešeńı tohoto zapeklitého
problému spoč́ıvá v tom, že za druhý bod si vezmeme bod grafu (x, f(x)) kde x ∈ D(f),
x 6= x0 a vyšetř́ıme co se děje pro x→ x0. Uvažujme pomocnou př́ımku p procházej́ıćı body
(x0, f(x0)) a (x, f(x)). Jej́ı směrnice je pak rovna pod́ılu

k̃(x) =
f(x)− f(x0)

x− x0
.

Všechno záviśı na předpokladu, že č́ım bližš́ı je x k č́ıslu x0, t́ım bližš́ı je k̃(x) ke směrnici
tečny – viz Obrázek 6.2. A nyńı přicháźı na scénu pojem limity funkce. Dı́ky němu lze naši

x

y f

x0

f(x0)

t

x

f(x)

p

α

Obrázek 6.2: Hledáńı směrnice tečny: graf funkce f , tečna t a pomocná př́ımka p.

úvahu přesně vyjádřit rovnost́ı

k = lim
x→x0

k̃(x) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
.

Ṕı̌seme-li mı́sto x výraz x0 + h, kde h→ 0, pak limitu lze napsat také ve tvaru

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
.
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x

y

x2

1

1

t

Obrázek 6.3: Tečna ke grafu funkce x2 v bodě (1, 1).

©

Př́ıklad 6.3 Nalezněte tečnu ke grafu funkce f(x) = x2, x ∈ R v bodě x0 = 1.

Řešeńı. Stač́ı určit koeficienty k, q ∈ R rovnice tečny tak, jak bylo ukázáno v řešeńı
Úlohy 6.2. Dostáváme

k = lim
x→1

x2 − 12

x− 1
= lim

x→1

(x+ 1)(x− 1)

x− 1
= lim

x→1
x+ 1 = 2

a

q = 1− 2 · 1 = −1.

Hledaná tečna má rovnici

y = 2x− 1,

viz Obrázek 6.3. ©

Definice 6.4 Necht’ f : R→ R je definována na nějakém U(x0). Řekneme, že funkce f má
derivaci v bodě x0, jestliže existuje

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
, neboli lim

h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
.

Tuto limitu nazýváme derivaćı funkce f v bodě x0 a znač́ıme ji f ′(x0),
df
dx (x0),

(
df
dx (x)

)
x=x0

,

(f(x))′|x=x0 . Je-li f ′(x0) ∈ R mluv́ıme o vlastńı derivaci, je-li f ′(x0) rovno ∞ nebo −∞
mluv́ıme o nevlastńı derivaci. Pod́ıl f(x)−f(x0)x−x0 , resp. f(x0+h)−f(x0)h se nazývá diferenčńı pod́ıl ;
f(x)− f(x0), resp. f(x0 +h)− f(x0) se nazývá př́ır̊ustek funkce f ; x−x0 resp. h se nazývá
př́ır̊ustek nezávisle proměnné.
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Definice 6.5 Necht’ f : R→ R je definována na nějakém U+(x0) (resp. U−(x0)). Řekneme,
že funkce f má v bodě x0 derivaci zprava (resp. zleva), jestliže existuje

lim
x→x0+

f(x)− f(x0)

x− x0

(
resp. lim

x→x0−

f(x)− f(x0)

x− x0

)
.

Tuto limitu nazýváme derivaćı funkce f v bodě x0 zprava (resp. zleva) znač́ıme f ′+(x0)
(resp. f ′−(x0)).

Poznámka 6.6 Lze také psát

f ′+(x0) = lim
h→0+

f(x0 + h)− f(x0)

h
a f ′−(x0) = lim

h→0−

f(x0 + h)− f(x0)

h
.

Věta 6.7.

(i) Funkce má v daném bodě nejvýše jednu derivaci.

(ii) Funkce f má v x0 derivaci právě tehdy, když má derivaci zleva a derivaci zprava, které
jsou si rovny. Existuje-li f ′(x0), pak plat́ı

f ′(x0) = f ′+(x0) = f ′−(x0).

D̊ukaz. Tvrzeńı je d̊usledkem jednoznačnosti limity funkce a vztahu mezi limitou a jedno-
strannými limitami. 2

Př́ıklad 6.8 Vypočtěte f ′(x0), kde

(a) f(x) = x2, x0 ∈ R,

(b) f(x) = sgnx, x0 = 0,

(c) f(x) = |x|, x0 = 0.

Řešeńı.

(a) Snadno vid́ıme, že

f ′(x0) = lim
x→x0

x2 − x20
x− x0

= lim
x→x0

(x+ x0) = 2x0.

(b) Plat́ı

f ′+(0) = lim
x→0+

sgnx− sgn 0

x− 0
= lim

x→0+

1

x
=∞,

f ′−(0) = lim
x→0−

sgnx− sgn 0

x− 0
= lim

x→0−
−1

x
=∞,

z čehož plyne, že f ′(0) existuje a je rovna ∞.
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(c) Zřejmě

f ′+(0) = lim
x→0+

|x| − |0|
x− 0

= lim
x→0+

x

x
= lim

x→0+
1 = 1,

f ′−(0) = lim
x→0−

|x| − |0|
x− 0

= lim
x→0−

−x
x

= lim
x→0−

−1 = −1,

z čehož plyne, že f ′(0) neexistuje. ©

Věta 6.9. Má-li funkce v bodě vlastńı derivaci, je v něm spojitá.

D̊ukaz. Necht’ f : R → R má v bodě x0 vlastńı derivaci f ′(x0). Chceme dokázat, že
limx→x0 f(x) = f(x0). Plat́ı

lim
x→x0

(f(x)− f(x0)) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
(x− x0) = f ′(x0) · 0 = 0.

T́ım je věta dokázána (všimněme si jak d̊uležitý byl předpoklad, že derivace je vlastńı – v
opačném př́ıpadě by předposledńı výraz byl neurčitý!). 2

Poznámka 6.10

(i) Obrácená implikace k implikaci ve Větě 6.9 neplat́ı – viz Př́ıklad 6.8(c).

(ii) Věta 6.9 bez předpokladu vlastńı derivace neplat́ı – viz Př́ıklad 6.8(b).

(iii) Existuj́ı funkce, které maj́ı v daném bodě nevlastńı derivaci a přitom jsou spojité,
např. 3

√
x (kterou lze definovat na celém R) v bodě x0 = 0.

6.1 Výpočet derivace funkce v bodě

Poč́ıtáńı derivace podle definice je dosti neefektivńı a u složitěǰśıch funkćı téměř nadlidský
úkol. Vzhledem k tomu, že budeme většinou potřebovat poč́ıtat derivace elementárńıch
funkćı, bude nám stačit umět derivovat:

• nejjednodušš́ı elementárńı funkce,

• součet, rozd́ıl, součin, pod́ıl funkćı a

• složenou funkci.

Derivace některých elementárńıch funkćı je třeba spoč́ıtat podle definice. Např. derivaci
funkce x2 v bodě x0 jsme vypoč́ıtali v Př́ıkladu 6.8. Na ukázku si ukažme výpočet derivace
pro daľśı tři elementárńı funkce. Derivace ostatńıch elementárńıch funkćı si čtenář vybaven
dovednost́ı poč́ıtat limity funkćı může jako dobré cvičeńı provést sám.

Př́ıklad 6.11 Vypočtěte derivaci funkce f v bodě x0, kde

(a) f = expa, kde a ∈ R, a > 0, a 6= 1,

(b) f = sin,



196 KAPITOLA 6. DERIVACE FUNKCE

(c) f = cos.

Řešeńı. ad (a): Podle definice stač́ı vypoč́ıtat limitu

lim
x→x0

ax − ax0
x− x0

.

Plat́ı

lim
x→x0

ax − ax0
x− x0

= ax0 lim
x→x0

ax−x0 − 1

x− x0
= ax0 lim

x→0

ax − 1

x
= ax0 ln a,

kde jsme využili Př́ıkladu 5.65 a větu o limitě složené funkce.
ad (b): S výhodou zde použijeme vzorce pro goniometrické funkce ze Cvičeńı 4.59. Plat́ı

(sinx)′|x=x0 = lim
x→x0

sinx− sinx0
x− x0

= lim
x→x0

2 sin x−x0
2 cos x+x02

x− x0

= lim
x→x0

sin x−x0
2

x−x0
2

cos
x+ x0

2
= cosx0.

ad (c): Postupujeme podobně jako v (b). Plat́ı

(cosx)′|x=x0 = lim
x→x0

cosx− cosx0
x− x0

= lim
x→x0

−2 sin x+x0
2 sin x−x0

2

x− x0

= − lim
x→x0

sin x−x0
2

x−x0
2

sin
x+ x0

2
= − sinx0.

©

K poč́ıtáńı derivaćı daľśıch elementárńıch funkćı vyslov́ıme daľśı věty.

Věta 6.12. Necht’ f, g : R→ R maj́ı vlastńı derivaci v x0 ∈ R, c ∈ R. Pak plat́ı

(1) funkce c · f má v x0 vlastńı derivaci a plat́ı

(cf)′(x0) = cf ′(x0),

(2) f ± g, f · g maj́ı v x0 vlastńı derivaci a plat́ı

(f ± g)′(x0) = f ′(x0)± g′(x0), (f · g)′(x0) = f ′(x0)g(x0) + f(x0)g
′(x0),

(3) pokud g(x0) 6= 0, pak f
g má vlastńı derivaci v bodě x0 a plat́ı(
f

g

)′
(x0) =

f ′(x0)g(x0)− f(x0)g
′(x0)

g2(x0)
.

D̊ukaz. Předpokládejme existenci vlastńıch derivaćı f ′(x0), g
′(x0).

ad (1): Plat́ı

(cf)′(x0) = lim
x→x0

cf(x)− cf(x0)

x− x0
= c lim

x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= cf ′(x0).
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ad (2): Plat́ı

(f ± g)′(x0) = lim
x→x0

(f(x)± g(x))− (f(x0)± g(x0))

x− x0

= lim
x→x0

(
f(x)− f(x0)

x− x0
± g(x)− g(x0)

x− x0

)
= f ′(x0)± g′(x0).

Dále plat́ı

(fg)′(x0) = lim
x→x0

f(x)g(x)− f(x0)g(x0)

x− x0

= lim
x→x0

f(x)g(x)− f(x0)g(x) + f(x0)g(x)− f(x0)g(x0)

x− x0

= lim
x→x0

(
f(x)− f(x0)

x− x0
g(x) + f(x)

g(x)− g(x0)

x− x0

)
= f ′(x0)g(x0) + f(x0)g

′(x0),

kde je potřeba zd̊uraznit, že posledńı rovnost plat́ı také vzhledem ke spojitosti funkce g v
bodě x0, která zase plyne z Věty 6.9.
ad (3): Plat́ı(

f

g

)′
(x0) = lim

x→x0

f(x)g(x0)− f(x0)g(x)

(x− x0)g(x)g(x0)

=
1

g2(x0)
lim
x→x0

f(x)g(x0)− f(x0)g(x0) + f(x0)g(x0)− f(x0)g(x)

x− x0

=
1

g2(x0)
lim
x→x0

(
f(x)− f(x0)

x− x0
g(x0)− f(x0)

g(x)− g(x0)

x− x0

)
=
f ′(x0)g(x0)− f(x0)g

′(x0)

g2(x0)
,

kde jsme opět využili spojitosti funkce g v bodě x0. 2

Př́ıklad 6.13 Vypočtěte derivaci funkce tg v bodě x0 ∈ D(tg).

Řešeńı. Protože funkce tangens je definovaná jako pod́ıl funkćı sinus a kosinus, k výpočtu
stač́ı použ́ıt výsledky z Př́ıkladu 6.11 a Větu 6.12(3). Plat́ı totiž

tg′(x0) =

(
sinx

cosx

)′
|x=x0 =

(sinx)′|x=x0 cosx0 − sinx0(cosx)′|x=x0
cos2 x0

=
cos2 x0 + sin2 x0

cos2 x0
=

1

cos2 x0
.

©

Věta 6.14. (o derivaci složené funkce) Necht’ f : R→ R má vlastńı derivaci v x0, g : R→ R
má vlastńı derivaci v bodě y0 = f(x0). Pak g ◦ f má v x0 vlastńı derivaci a plat́ı

(g ◦ f)′(x0) = g′(f(x0))f
′(x0).
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D̊ukaz. Podle předpoklad̊u a Věty 6.9 plyne, že f je spojitá v x0, g je spojitá v f(x0). Dále
podle Věty 5.74 je g ◦ f spojitá. Tedy f a g ◦ f jsou definované na nějakém Uδ(x0), g je
definovaná na Uη(f(x0)). Má tedy smysl uvažovat existenci derivace g ◦ f v bodě x0. Máme
vypoč́ıtat limitu

lim
x→x0

g(f(x))− g(f(x0))

x− x0
.

Nab́ıźı se jednoduchý standardńı trik

g(f(x))− g(f(x0))

x− x0
=
g(f(x))− g(f(x0))

f(x)− f(x0)

f(x)− f(x0)

x− x0
.

Ovšem v prvńım zlomku je problém, protože funkce

x 7→ g(f(x))− g(f(x0))

f(x)− f(x0)

nemuśı být definovaná na žádném redukovaném okoĺı bodu x0 (stač́ı uvažovat konstantńı
funkci f), tedy nelze uvažovat limitu této funkce v bodě x0. Uvažujme tedy dva př́ıpady:
(a) ∃Rδ(x0) tak, že ∀x ∈ Rδ(x0) plat́ı f(x) 6= f(x0) nebo naopak (b) ∀Rδ(x0) existuje
x ∈ Rδ(x0) plat́ı f(x) = f(x0).
ad (a): Za tohoto předpokladu můžeme použ́ıt navrhovaný trik. Označme

G(y) =
g(y)− g(f(x0))

y − f(x0)
, y ∈ Rη(f(x0)),

přitom zřejmě limy→f(x0)G(y) = g′(f(x0)). Podle Věty 5.49(I) pak limx→x0 G(f(x)) =
g′(f(x0)). Tedy dohromady máme

(g ◦ f)′(x0) = lim
x→x0

g(f(x))− g(f(x0))

x− x0
= lim

x→x0
G(f(x))

f(x)− f(x0)

x− x0
= g′(f(x0))f

′(x0).

ad (b): Z tohoto předpokladu plyne, že existuje posloupnost {xn}∞n=1 bod̊u z Rδ(x0) ta-
kových že lim

n→∞
xn = x0 a pro všechna n ∈ N plat́ı f(xn) = f(x0). Z Heineovy věty (Věta

5.34) pak plyne, že

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

n→∞

f(xn)− f(x0)

xn − x0
= lim

n→∞
0 = 0.

Protože g′(f(x0)) ∈ R, abychom dokázali naše tvrzeńı, stač́ı dokázat (g ◦ f)′(x0) = 0.
Zvolme ε ∈ R, ε > 0 libovolně. Z předpokladu existence vlastńı derivace g′(f(x0)) a Věty
5.25(a) plyne, že existuje Rη1(f(x0)) ⊂ Rη(f(x0)) a K ∈ R, K > 0 tak, že pro všechna
y ∈ Rη1(f(x0)) plat́ı ∣∣∣∣g(y)− g(f(x0))

y − f(x0)

∣∣∣∣ < K.

Dále, protože f ′(x0) = 0, existuje Rδ(x0) tak, že pro všechna x ∈ Rδ(x0) plat́ı∣∣∣∣f(x)− f(x0)

x− x0
− 0

∣∣∣∣ < ε

K
.



6.2. DERIVACE NA MNOŽINĚ 199

Dohromady pro všechna x ∈ Rδ(x0) plat́ı∣∣∣∣g(f(x))− g(f(x0))

x− x0
− 0

∣∣∣∣ =

{
0 je-li f(x) = f(x0),∣∣∣g(f(x))−g(f(x0))f(x)−f(x0)

∣∣∣ · ∣∣∣f(x)−f(x0)x−x0

∣∣∣ je-li f(x) 6= f(x0),

<

{
ε je-li f(x) = f(x0),

K ε
K = ε je-li f(x) 6= f(x0).

T́ım je d̊ukaz hotov. 2

Věta 6.15. (o derivaci inverzńı funkce) Necht’ funkce f : R→ R je spojitá a ryze monotónńı
na nějakém U(x0) a existuje vlastńı nenulová derivace f ′(x0). Pak funkce f−1 má vlastńı
derivaci v bodě y0 = f(x0) a plat́ı(

f−1(y)
)′ |y=y0 =

1

f ′(x0)
.

D̊ukaz. Plat́ı

(f−1(y))′|y=y0 = lim
y→y0

f−1(y)− f−1(y0)
y − y0

= lim
x→x0

x− x0
f(x)− f(x0)

= lim
x→x0

1
f(x)−f(x0)

x−x0

=
1

f ′(x0)
,

kde jsme ve druhé rovnosti použili větu o limitě složené funkce (Věta 5.49) a větu o limitě
inverzńı funkce (Věta 5.95). 2

Př́ıklad 6.16 Vypočtěte derivaci funkce arcsin v bodě y0 ∈ (−1, 1).

Řešeńı. Protože jde o funkci inverzńı k funkci sin |[−π/2,π/2], s výhodou lze využ́ıt Větu 6.15.
K zadanému y0 existuje jediné x0 ∈ (−π/2, π/2) tak, že sinx0 = y0. Pak plat́ı

(arcsin y)′ |y=y0 =
1

(sinx)′|x=x0
=

1

cosx0
.

S pomoćı goniometrických vzorc̊u a faktu, že cosx0 > 0 můžeme provést úpravy

cosx0 =
√

cos2 x0 =
√

1− sin2 x0.

Dostáváme tak

(arcsin y)′ |y=y0 =
1√

1− sin2 x0
=

1√
1− y20

. ©

6.2 Derivace na množině

Definice 6.17 (derivace funkce) Necht’ f : R → R, M ⊂ R je množina všech bod̊u x ∈
intD(f), pro která existuje vlastńı f ′(x). Funkci definovanou předpisem

M 3 x 7→ f ′(x)

nazýváme derivaćı funkce f na množině M , znač́ıme ji f ′. Ř́ıkáme pak, že funkce f má na
množině M derivaci.
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Poznámka 6.18 Řekneme-li, že funkce f má na množině M derivaci f ′, plyne z toho, že
f má v každém bodě množiny M vlastńı derivaci.

Př́ıklad 6.19 Vypočtěte derivaci funkce x2.

Řešeńı. Využijeme výsledk̊u z Př́ıkladu 6.8, kde jsme zjistili, že pro každé x0 ∈ R plat́ı

f ′(x0) = 2x0,

označ́ıme-li f(x) = x2. Odtud tedy plyne, že předpis funkce f ′, což je

f ′(x) = 2x, x ∈ R.

Pro jednoduchost budeme dále psát již jen

(
x2
)′

= 2x, x ∈ R. ©

Cvičeńı 6.20 Z definice derivace funkce v bodě, popř. z Vět 6.12, 6.14, 6.15 odvod’te
následuj́ıćı

”
vzorce“:

1. (xα)′ = αxα−1, x ∈ D(xα−1), α ∈ R,

2. (ax)′ = ax ln a, x ∈ R, a ∈ (0,∞),
speciálně pro a = e plat́ı (ex)′ = ex,

3. (loga x)′ = 1
ln a , x ∈ (0,∞), a ∈

(0, 1)∪(1,∞), speciálně pro a = e plat́ı
(lnx)′ = 1

x ,

4. (sinx)′ = cosx, x ∈ R,

5. (cosx)′ = − sinx, x ∈ R,

6. (tg x)′ = 1
cos2 x

, x ∈ D(tg),

7. (cotg x)′ = − 1
sin2 x

, x ∈ D(cotg),

8. (arcsinx)′ = 1√
1−x2 , x ∈ (−1, 1),

9. (arccosx)′ = − 1√
1−x2 , x ∈ (−1, 1),

10. (arctg x)′ = 1
1+x2

, x ∈ R,

11. (arccotg x)′ = − 1
1+x2

, x ∈ R,

12. (shx)′ = chx, x ∈ R,

13. (chx)′ = shx, x ∈ R,

14. (thx)′ = 1
ch2 x

, x ∈ R,

15. (cthx)′ = − 1
sh2 x

, x 6= 0,

16. (argshx)′ = 1√
x2+1

, x ∈ R,

17. (argchx)′ = 1√
x2−1 , x ∈ (1,∞),

18. (argthx)′ = 1
1−x2 , |x| < 1,

19. (argcthx)′ = 1
1−x2 , |x| > 1.

Dále z Vět 6.12, 6.14 vyplývá následuj́ıćı:
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Důsledek 6.21. Necht’ f, g : R→ R maj́ı derivaci na množině M ⊂ R, c ∈ R. Pak plat́ı

• (cf(x))′ = cf ′(x),

• (f(x) + g(x))′ = f ′(x) + g′(x),

• (f(x)− g(x))′ = f ′(x)− g′(x),

• (f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x),

•
(
f(x)
g(x)

)′
= f ′(x)g(x)−f(x)g′(x)

g2(x)

na množině M .
Necht’ f, g : R→ R maj́ı derivace a jejich složeńı f ◦g má derivaci na množině M , pak plat́ı

(f(g(x)))′ = f ′(g(x))g′(x), x ∈M.

S pomoćı Cvičeńı 6.20 a Důsledku 6.21 lze poč́ıtat derivace elemenárńıch funkćı.

Př́ıklad 6.22 Podle předchoźıho snadno spoč́ıtáme, že plat́ı

(x2 − 3ex + cos 2x+ x sinx− 3
√
x2 + 1)′

= (x2)′ − (3ex)′ + (cos 2x)′ + (x sinx)′ − (
3
√
x2 + 1)′

= 2x− 3(ex)′ + (− sin 2x · 2) + sinx+ x cosx− 1

3 3
√

(x2 + 1)2
2x

= 2x− 3ex − 2 sin 2x+ sinx+ x cosx− 2x

3 3
√

(x2 + 1)2
.

Př́ıklad 6.23 Necht’ funkce f a g maj́ı derivace, f je kladná. Vypočtěte derivaci funkce
f(x)g(x).

Řešeńı. Funkci umocněnou na funkci můžeme opět převést na složenou funkci:

(
f(x)g(x)

)′
=
(

eg(x) ln f(x)
)′

= eg(x) ln f(x) (g(x) ln f(x))′

= f(x)g(x)
(
g′(x) ln f(x) + g(x)

1

f(x)
f ′(x)

)
.

©

6.3 Derivace vyšš́ıch řád̊u

Protože derivace funkce je funkce, nic nám nebráńı uvažovat jej́ı derivaci v bodě i na množině
– mluv́ıme pak o druhé derivaci.
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Definice 6.24 Necht’ f : R → R má na nějakém okoĺı bodu U(x0) derivaci f ′. Jestliže
existuje limita

lim
x→x0

f ′(x)− f ′(x0)
x− x0

nazýváme ji druhou derivaćı funkce f v bodě x0 a znač́ıme f ′′(x0) (nebo také d2f
dx2

(x0)).
Má-li funkce f druhou derivaci v každém bodě množiny M 6= ∅, pak definujeme tzv. druhou
derivaci funkce f na množině M jako

x 7→ f ′′(x), x ∈M

a označujeme ji f ′′.

Poznámka 6.25 Z předchoźı definice tedy vid́ıme, že je-li f ′′ definovaná na množině M ,
pak plat́ı

f ′′ = (f ′)′ na M.

neboli druhá derivace je derivaćı prvńı derivace.

Pochopitelně nám nic nebráńı derivovat dál a definovat třet́ı, čtvrtou derivaci, atd.
Přitom, jak uvid́ıme v daľśıch kapitolách, derivace vyšš́ıch řád̊u budou pro nás velmi užitečné.
Inspirováni Definićı 6.24 a Poznámkou 6.25 zadefinujme derivaci n-tého řádu.

Definice 6.26 Necht’ n ∈ N a f : R → R rozumı́me n-tou derivaćı funkce f derivaci jej́ı
(n−1)-ńı derivace (za předpokladu, že existuje) a znač́ıme ji f (n), tzn. definujeme induktivně

f (n) = (f (n−1))′,

kde pokládáme f (0) = f .

Poznámka 6.27 Z Definice 6.26 plyne, že f (n)(x0) je určena vztahem

f (n)(x0) = lim
x→x0

f (n−1)(x)− f (n−1)(x0)
x− x0

.

Z toho také je vidět, že z existence f (n)(x0) plyne i existence všech nižš́ıch derivaćı ve všech
bodech nějakého okoĺı bodu x0. Nav́ıc, je–li f (n)(x0) ∈ R, pak f , f ′, . . ., f (n−1), f (n) jsou v
x0 spojité.

Př́ıklad 6.28 Vypočtěte čtvrtou derivaci funkce

f(x) = x3 − sinx2 + 1.

Řešeńı. Plat́ı

f ′(x) = 3x2 − 2x cosx2,

f ′′(x) = 6x− 2 cosx2 + 4x2 sinx2,

f ′′′(x) = 6 + 12x sinx2 + 8x3 cosx2,

f (4)(x) = 12 sinx2 + 48x2 cosx2 − 16x4 sinx2

pro x ∈ R. ©
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6.4 Základńı věty diferenciálńıho počtu

Začněme Fermatovou větou, která zhruba ř́ıká, že nabývá-li funkce své největš́ı/nejmenš́ı
hodnoty v bodě ve kterém má derivaci, tato derivace je nulová.

Věta 6.29. (Fermatova) Necht’ f : R → R nabývá v vnitřńım bodě x0 definičńıho oboru
funkce f nejvěťśı nebo nejmenš́ı hodnoty. Jestlǐze existuje f ′(x0), pak f ′(x0) = 0.

D̊ukaz. Necht’ f(x0) je největš́ı hodnota funkce f , tzn.

∀x ∈ D(f) : f(x0) ≥ f(x).

Je-li x ∈ R+(x0), tzn. x > x0, pak f(x) − f(x0) ≤ 0, z čehož po vyděleńı kladným č́ıslem
x− x0 dostáváme

f(x)− f(x0)

x− x0
≤ 0.

Odtud

f ′+(x0) = lim
x→x0+

f(x)− f(x0)

x− x0
≤ 0.

Podobně pro x ∈ R−(x0) dostáváme nerovnost

f(x)− f(x0)

x− x0
≥ 0,

ze které opět vyvozujeme, že

f ′−(x0) = lim
x→x0−

f(x)− f(x0)

x− x0
≥ 0.

Z existence f ′(x0) dostáváme

0 ≥ f ′+(x0) = f ′(x0) = f ′−(x0) ≥ 0,

tedy f ′(x0) = 0. 2

Věta 6.30 (Rolleova). Necht’ f : R→ R, a, b ∈ R, a < b a

(i) f je spojitá na [a, b],

(ii) ∀x ∈ (a, b) existuje f ′(x) (vlastńı nebo nevlastńı),

(iii) f(a) = f(b).

Pak existuje ξ ∈ (a, b) tak, že f ′(ξ) = 0.

D̊ukaz. Podle Věty 5.82(b) a předpokladu (i) plat́ı, že f nabývá na [a, b] své největš́ı i
nejmenš́ı hodnoty. Mohou nastat dva př́ıpady: (a) min[a,b] f = max[a,b] f nebo (b) min[a,b] f <
max[a,b] f .
ad (a): Pak f je zřejmě konstantńı na [a, b], tedy f ′(ξ) = 0 dokonce pro všechna ξ ∈ (a, b).
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ad (b): Funkce f nemůže oba extrémy současně nabývat v krajńıch bodech intervalu [a, b].
Kdyby ano, např. f(a) = min[a,b] f a f(b) = max[a,b] f , pak by muselo platit f(a) < f(b), což
by bylo ve sporu s předpokladem (iii). Funkce f tedy nabývá jeden z extrémů ve vnitřńım
bodě intervalu (a, b), označme ho ξ. Protože podle předpokladu (ii) existuje f ′(ξ), plat́ı
podle Fermatovy věty, že f ′(ξ) = 0. 2

Poznámka 6.31 (geometrický význam Rolleovy věty) Pro graf funkce f splňuj́ıćı předpoklady
Rolleovy věty plat́ı, že k němu v nějakém bodě (jde o bod o souřadnićıch (ξ, f(ξ))) existuje
tečna rovnoběžná s osou x – viz Obrázek 6.4.

x

y

t

a b

f(a) = f(b)

ξ

f

Obrázek 6.4: Geometrický význam Rolleovy věty.

Věta 6.32 (Lagrangeova). Necht’ f : R → R, a, b ∈ R, a < b a jsou splněny předpoklady
(i), (ii) z Rolleovy věty. Pak existuje ξ ∈ (a, b) tak, že

f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a
.

D̊ukaz. Uvažujme pomocnou funkci g : R→ R definovanou jako

g(x) = f(x)− `(x), x ∈ [a, b],

kde ` : R → R je lineárńı funkce, jej́ıž graf je př́ımka obsahuj́ıćı body (a, f(a)) a (b, f(b)).
Snadno zjist́ıme jej́ı předpis:

`(x) =
f(b)− f(a)

b− a
(x− a) + f(a), x ∈ R.

Podle předpokladu (i) je f spojitá na [a, b] a ` jakožto lineárńı funkce je také spojitá. Pak
muśı být spojitá na [a, b] i funkce g. Dále pro každé x ∈ (a, b) plat́ı

g′(x) = f ′(x)− `′(x) = f ′(x)− f(b)− f(a)

b− a
.

Konečně plat́ı

g(a) = 0 = g(b).
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x

y

a

f(a)

b

f(b)

ξ1 ξ2

Obrázek 6.5: Geometrický význam Lagrangeovy věty.

Tedy funkce g splňuje předpoklady Rolleovy věty, podle ńıž existuje ξ ∈ (a, b) takové, že

0 = g′(ξ) = f ′(ξ)− f(b)− f(a)

b− a
.

T́ım je d̊ukaz hotov. 2

Poznámka 6.33 (geometrický význam Lagrangeovy věty) Pro graf funkce f splňuj́ıćı
předpoklady Lagrangeovy věty plat́ı, že k němu v nějakém bodě (jde o bod o souřadnićıch
(ξ, f(ξ))) existuje tečna rovnoběžná s př́ımkou obsahuj́ıćı body o souřadnićıch (a, f(a)) a
(b, f(b)), viz Obrázek 6.5.

Poznámka 6.34 Rovnost v tvrzeńı Lagrangeovy věty budeme použ́ıvat zejména ve tvaru

f(b)− f(a) = f ′(ξ)(b− a).

Často totiž budeme potřebovat pracovat s rozd́ılem funkčńıch hodnot funkce f a Lagrange-
ovu větu budeme moct použ́ıt v př́ıpadech, kdy budeme cosi vědět o derivaci funkce f na
intervalu (a, b). Např. budeme-li předpokládat, že f má kladnou derivaci na (a, b), Lagran-
geova věta nám dá informaci, že f(b)− f(a) > 0, tzn. f(b) > f(a). Nebo v́ıme-li, že |f ′| je
omezená na (a, b) shora konstantou M , pak z Lagrangeovy věty lze odvodit, že

|f(b)− f(a)| ≤M(b− a).

Věta 6.35 (Cauchyova). Necht’ f, g : R→ R, a, b ∈ R, a < b a

(i) f, g je spojité na [a, b],

(ii) ∀x ∈ (a, b) existuje f ′(x) a vlastńı nenulová g′(x).

Pak existuje ξ ∈ (a, b) tak, že
f ′(ξ)

g′(ξ)
=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

D̊ukaz. Rozdělme náš d̊ukaz do dvou část́ı.
Krok 1. Nejprve dokážeme, že g(b)− g(a) 6= 0. Kdyby platila rovnost, pak by g splňovala
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předpoklady Věty 6.30, ze které plyne existence ξ ∈ (a, b) takového, že g′(ξ) = 0 – to je ve
sporu s nenulovost́ı g′(x) pro všechna x ∈ (a, b).
Krok 2. Definujeme pomocnou funkci (inspiraci bereme z d̊ukazu Lagrangeovy věty)

h(x) = f(x)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
(g(x)− g(a))− f(a).

Pak h je spojitá na [a, b] a pro všechna x ∈ (a, b) existuje

h′(x) = f ′(x)− f(b)− f(a)

(g(b)− g(a))
g′(x)

a
h(a) = 0 = h(b).

Z Rolleovy věty plyne existence ξ ∈ (a, b) tak, že

0 = h′(ξ) = f ′(ξ)− f(b)− f(a)

(g(b)− g(a))
g′(ξ).

Po jednoduché úpravě dostáváme tvrzeńı věty. 2

Poznámka 6.36 Poznamenejme, že Rolleova věta se dá chápat jako d̊usledek Lagrangeovy
věty a ta zase jako d̊usledek Cauchyovy věty. Těmto třem větám se ř́ıká věty o středńı
hodnotě diferenciálńıho počtu.

Pomoćı předchoźıch vět lze dokázat celá řada užitečných vět.

Věta 6.37 (o limitě derivace). Necht’ f : R → R je spojitá zprava v bodě x0 ∈ R a má na
nějakém R+

δ (x0) derivaci. Jestlǐze existuje lim
x→x0+

f ′(x), pak existuje také f ′+(x0) a plat́ı

f ′+(x0) = lim
x→x0+

f ′(x).

D̊ukaz. Nejprve uvažujme libovolné x ∈ R+
δ (x0). Pak f splňuje na intervalu [x0, x] předpoklady

Lagrangeovy věty, tedy podle ńı existuje ξ = ξ(x) ∈ (x0, x) ⊂ R+
δ (x0) takové, že

f ′(ξ(x)) =
f(x)− f(x0)

x− x0
.

T́ımto zp̊usobem je definována funkce ξ : R+
δ (x0)→ R, o které nav́ıc v́ıme, že

lim
x→x0+

ξ(x) = x0.

Pak plat́ı

f ′+(x0) = lim
x→x0+

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

x→x0+
f ′(ξ(x)) = lim

x→x0+
f ′(x),

kde posledńı rovnost plyne z věty o limitě složené funkce. 2

Poznámka 6.38

(a) Tvrzeńı Věty 6.37 lze ř́ıci i pro derivaci zleva a
”
oboustrannou“ derivaci.
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(b) Věta 6.37 nám umožňuje efektivně poč́ıtat jednostranné derivace v bodech, ve kterých
funkce derivaci nemá. Např. pro funkci f(x) = 3

√
(x− 1)2 snadno urč́ıme jej́ı derivaci,

č́ımž je

f ′(x) =
2

3 3
√
x− 1

, x ∈ R \ {1}.

Bez předešlé věty bychom museli derivace f ′+(1) a f ′−(1) poč́ıtat pomoćı definice, což
neńı zrovna komfortńı. Nyńı ale snadno můžeme spoč́ıtat, že

f ′+(1) = lim
x→1+

2

3 3
√
x− 1

=∞ a f ′−(1) = lim
x→1−

2

3 3
√
x− 1

= −∞.

Následuj́ıćı větu využijeme v kapitole o primitivńıch funkćıch.

Věta 6.39 (Darbouxova). Derivace funkce na daném intervalu je darbouxovská.

D̊ukaz. Uvažujme funkci f : R → R maj́ıćı na intervalu I derivaci f ′. Máme dokázat, že
f ′ je darbouxovská na I. Uvažujme libovolné a, b ∈ I, a < b. Předpokládejme, že plat́ı
f(a) < f(b) (v opačném př́ıpadě stač́ı uvažovat −f). Zvolme libovolně η ∈ (f(a), f(b)).
Chceme naj́ıt ξ ∈ (a, b) tak, že f(ξ) = η. Uvažujme pomocnou funkci

F (x) = f(x)− ηx, pro x ∈ [a, b].

Protože F ′(x) = f ′(x) − η pro x ∈ [a, b], je funkce F spojitá na celém intervalu [a, b]. Z
Věty 5.82 plyne, že F nabývá na tomto intervalu svého maxima i minima. Protože F ′+(a) =
f ′+(a)− η > 0, pak z varianty Věty 5.31 pro jednostrannou limitu existuje R+(a) takové, že

F (x)− F (a)

x− a
> 0

pro všechna x ∈ R+(a), a tedy F (a) < F (x) pro všechna x ∈ R+(a). Odtud plyne, že
F (a) neńı maximem funkce F na [a, b]. Podobně, protože F ′−(b) = f ′−(b) − η < 0, pak
existuje R−(b) tak, že F (b) < F (x) pro x ∈ R−(b) (nakreslete si). Tedy ani F (b) nemůže
být maximem. Funkce F tedy nabývá svého maxima v nějakém bodě ξ ∈ (a, b), z čehož
podle Fermatovy věty plyne, že 0 = F ′(ξ) = f ′(ξ)− η. 2

6.5 l’Hospitalovo pravidlo

Pravidlo, které si nyńı ukážeme, slouž́ı k efektivńımu poč́ıtáńı limit – ovšem za předpokladu
znalosti derivováńı.

Věta 6.40 (l’Hospitalovo pravidlo). Necht’ x0 ∈ R∗ a f, g : R → R maj́ı vlastńı derivace
na nějakém R(x0). Je-li splněna jedna z podmı́nek:

(i) limx→x0 f(x) = 0 a limx→x0 g(x) = 0,

(ii) limx→x0 |g(x)| =∞,

pak plat́ı implikace

∃ lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
= L ∈ R∗ ⇒ ∃ lim

x→x0

f(x)

g(x)
a je rovna L.
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D̊ukaz. Tento d̊ukaz je poměrně dlouhý, protože je potřeba vyšetřit spoustu speciálńıch
př́ıpad̊u. Dokažme větu za předpokladu platnosti (i) a pro x0 ∈ R. Nav́ıc stač́ı tvrzeńı
dokázat pouze pro jednostranné limity. Předpokládejme tedy, že

lim
x→x0+

f(x) = lim
x→x0+

g(x) = 0,

funkce f a g maj́ı derivace na R+
δ (x0) a

lim
x→x0+

f ′(x)

g′(x)
= L.

Máme dokázat, že

lim
x→x0+

f(x)

g(x)
= L.

Protože x0 ∈ R, můžeme funkce f a g
”
spojitě rozš́ı̌rit“ na celé U+

δ (x0), tzn. funkce f̃ , g̃ :
R→ R definované předpisy

f̃(x) =

{
f(x) pokud x ∈ R+

δ (x0),

0 pro x = x0,
g̃(x) =

{
g(x) pokud x ∈ R+

δ (x0),

0 pro x = x0,

jsou spojité na U+
δ (x0). Pro libovolné x ∈ R+

δ (x0) pak funkce f̃ a g̃ splňuj́ı na intervalu
[x0, x] předpoklady Cauchyovy věty, podle ńıž pak existuje ξ = ξ(x) ∈ (x0, x) ⊂ R+

δ (x0)
takové, že

f̃ ′(ξ(x))

g̃′(ξ(x))
=
f̃(x)− f̃(x0)

g̃(x)− g̃(x0)
.

Odtud ovšem pro x ∈ R+
δ (x0) plyne

f ′(ξ(x))

g′(ξ(x))
=
f̃ ′(ξ(x))

g̃′(ξ(x))
=
f̃(x)− f̃(x0)

g̃(x)− g̃(x0)
=
f(x)

g(x)
.

Uvažujme tedy funkci ξ : R→ R (ξ : x 7→ ξ(x)), o které dále v́ıme, že

lim
x→x0+

ξ(x) = x0.

Dohromady dostáváme

lim
x→x0+

f(x)

g(x)
= lim

x→x0+

f ′(ξ(x))

g′(ξ(x))
= lim

x→x0+

f ′(x)

g′(x)
= L,

kde v předposledńı rovnosti jsme využili větu o limitě složené funkce. 2

Poznámka 6.41

(a) Věta 6.40 se použ́ıvá k výpočtu limit typu

lim
x→x0

f(x)

g(x)

pro neurčité výrazy 0
0 (př́ıpad (i)) a ∞∞ (př́ıpad (ii)).

(b) Před použit́ım této věty je třeba ověřit platnost podmı́nky (i) nebo (ii).

(c) Tvrzeńı je ve tvaru implikace! Opačná implikace ve větě neplat́ı, tzn. neexistuje-li

limx→x0
f ′(x)
g′(x) , pak Věta 6.40 o limitě limx→x0

f(x)
g(x) nic neř́ıká – viz Př́ıklad 6.42(4).

(d) l’Hospitalovo pravidlo samozřejmě plat́ı i pro jednostranné limity – viz Př́ıklad 6.42(3).
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Př́ıklad 6.42 Vypočtěte

1. lim
x→3

2x2 − 3x− 9

x2 + 2x− 15
,

2. lim
x→∞

lnx

x2
,

3. lim
x→0+

(1− x)
1

sin x ,

4. lim
x→0

x2 sin 1
x

sinx
.

Řešeńı. ad (1):

lim
x→3

2x2 − 3x− 9

x2 + 2x− 15

l′H
= lim

x→3

4x− 3

2x+ 2
=

9

8
.

ad (2):

lim
x→∞

lnx

x2
l′H
= lim

x→∞

1
x

2x
= lim

x→∞

1

2x2
= 0.

ad (3): Plat́ı

lim
x→0+

(1− x)
1

sin x = lim
x→0+

e
1

sin x
ln(1−x) = lim

x→0+
e

ln(1−x)
sin x = elimx→0+

ln(1−x)
sin x .

Tedy stač́ı vypoč́ıtat limitu v exponentu, ale ta je ve tvaru pod́ılu a jsou splněny předpoklady
použit́ı l’Hospitalova pravidla. Plat́ı

lim
x→0+

ln(1− x)

sinx

l′H
= lim

x→0+

1
1−x(−1)

cosx
= lim

x→0+

1

cosx(x− 1)
= −1.

Poč́ıtaná limita je rovna e−1.
ad (4):

lim
x→0

x2 sin 1
x

sinx

l′H
= lim

x→0

2x sin 1
x + x2 cos 1

x · (−
1
x2

)

cosx
= lim

x→0

2x sin 1
x − cos 1

x

cosx

přičemž limita napravo neexistuje (dokažte). Ale přitom

lim
x→0

x2 sin 1
x

sinx
= lim

x→0

x

sinx
x sin

1

x
= 0. ©





Kapitola 7

Aplikace diferenciálńıho počtu

Nyńı se pod́ıvejme, kde všude je derivace funkce užitečná. V této části se pod́ıváme, jak lze
pomoćı derivaćı nahrazovat složité funkce polynomy a jak vyšetřovat pr̊uběh funkce a jej́ı
globálńı extrémy.

7.1 Aproximace funkce

Konečně se dostáváme do části věnované jedné z aplikaćı diferenciálńıho počtu. Aproxi-
maćı funkce rozumı́me nahrazeńı nějaké složitěǰśı funkce funkćı jednodušš́ı – v určitém
smyslu. Proč bychom to dělali? Např. téměř všechny elementárńı funkce jsou poměrně
složité, protože neumı́me vypoč́ıtat jejich funkčńı hodnoty v libovolném bodě – vlastně
všechny až na polynomické. Co ale dělat, potřebujeme-li vypoč́ıtat funkčńı hodnotu funkce
sinus v bodě 1? Nebo chceme vykreslit část grafu na nějakém intervalu. Řešeńım je naj́ıt
funkci, která sice neńı sinem, ale je mu v nějakém smyslu dostatečně bĺızká. V této kapitole
se něco dozv́ıme o lokálńı aproximaci polynomy. To zhruba znamená, že k funkćım hledáme
polynomy, které na nějakém okoĺı zadaného bodu maj́ı

”
dostatečně bĺızké“ hodnoty.

Začněme nejprve nejjednodušš́ım možným př́ıpadem – aproximujme funkci v okoĺı nějakého
bodu konstantńı funkćı. Tento problém nastává v př́ıpadě, kdy potřebujeme přibližné
funkčńı hodnoty funkce f : R → R pouze z nějakého okoĺı bodu x0, přitom chceme nahra-
dit všechny hodnoty funkce jedinou hodnotou. Za předpokladu, že je funkce f v bodě x0
spojitá, pak v́ıme, že je-li x dostatečně bĺızko x0, pak f(x) se bĺızké f(x0). Tedy spojitou
funkci f v okoĺı bodu x0 nahrad́ıme (aproximujeme) konstantńı funkćı

P0(x) = f(x0), x ∈ R,

viz Obrázek 7.1a.
Jak naše poněkud nepřesné požadavky formulovat přesně? Mějme dán bod x0 ∈ R a

funkci f : R → R, která je v bodě x0 spojitá. Najděte konstantńı funkci P0(x) = q, x ∈ R,
která splňuje podmı́nku

f(x0) = P0(x0).

Vyřešeńı tohoto problému je snad jasné: Máme hledat takovou konstantu q ∈ R, pro kterou
plat́ı

f(x0) = P0(x0) = q.

T́ım je problém vyřešen.
Sami ale nejsṕı̌s ćıt́ıte, že aproximace konstantńı funkćı je dosti nepřesná. Ukažme to na

př́ıkladu.

211
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x

y

f

f(x0)

x0

P0

(a)

x

y

f

f(x0)

x0

P1

(b)

Obrázek 7.1: Aproximace funkce f v bodě x0 konstantńı a lineárńı funkćı.

Př́ıklad 7.1 Uvažujme exponenciálńı funkci f(x) = ex, x ∈ R a bod x0 = 0. Podle našich
úvah je nejlepš́ı konstantńı funkce aproximuj́ıćı f v x0 funkce

P0(x) = e0 = 1, x ∈ R.

Podle očekáváńı pro x bližš́ı č́ıslu 0 je vypoč́ıtané P0(x) bližš́ı přesné hodnotě ex, viz Tabulku
7.1. A naopak, pokud je x vzdáleněǰśı od x0, pak f(x) se od P0(x) může lǐsit tak, že

x −1 −10−1 −10−2 −10−3 0 10−3 10−2 10−1 1

ex 0.368 0.905 0.990 0.999 1 1.001 1.010 1.105 2.718
P0(x) 1 1 1 1 1 1 1 1 1

ex − P0(x) −0.632 −0.095 −0.010 −0.001 0 0.001 0.010 0.105 1.718

Tabulka 7.1: Některé funkčńı hodnoty exponenciálńı funkce a jej́ı konstantńı aproximace v
bodě x0 = 0.

aproximace pro tyto hodnoty nemá smysl. ©
Z Př́ıkladu 7.1 je vidět, že aproximace funkce pomoćı konstantńı funkce má smysl pouze

a jen v př́ıpadě, když funkce se v okoĺı tohoto bodu př́ılǐs neměńı a to ještě na okoĺı o velmi
malém poloměru.

Smysluplněǰśı je aproximovat funkci lineárńı funkćı. Přesně řečeno: Je zadaná funkce
f : R → R a bod x0 ∈ D(f). Naš́ım úkolem je naj́ıt lineárńı funkci P1(x) = k(x − x0) + q,
x ∈ R, kde k, q ∈ R, která

”
co nejlépe vystihuje“ funkci f na okoĺı bodu x0. Z předchoźıch

poznámek tuš́ıme, že budeme požadovat po této lineárńı funkci aby f(x0) = P1(x0). Z této
podmı́nky dostáváme

f(x0) = P1(x0) = q.

Zbývá naj́ıt druhou podmı́nku k určeńı hodnoty koeficientu k. Můžeme k ńı doj́ıt třeba
touto úvahou: Pro x ∈ R(x0) rozd́ıl |x − x0| vyjadřuje vzdálenost bodu x od x0 a rozd́ıl
|f(x)−P1(x)| vyjadřuje chybu aproximace. Naš́ım ćılem je aby chyba aproximace byla t́ım
menš́ı, č́ım menš́ı je vzdálenost x od x0. Vyjádřeme proto pod́ıl chyby a změny argumentu

|f(x)− P1(x)|
|x− x0|

=

∣∣∣∣f(x)− k(x− x0)− q
x− x0

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣f(x)− f(x0)− k(x− x0)
x− x0

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣f(x)− f(x0)

x− x0
− k
∣∣∣∣ .
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Pod́ıl chyby a vzdálenosti od x0 může být tedy nejméně nulový – to odpov́ıdá situaci, kdy
chyba je oproti vzdálenosti |x − x0| nicotná. Přitom tento př́ıpad nastává pouze v jediné
situaci, a to když

lim
x→x0

∣∣∣∣f(x)− f(x0)

x− x0
− k
∣∣∣∣ = 0.

Tato rovnost je ale ekvivalentńı s rovnost́ı |f ′(x0)−k| = 0, tzn. k = f ′(x0). T́ım jsme dostali
hodnotu parametru k. Když si nav́ıc uvědomı́me, že P ′1(x0) = k, pak podmı́nku, kterou jsme
hledali můžeme vyjádřit ve tvaru

f ′(x0) = P ′1(x0).

Celkově tedy dostáváme vzorec pro nejlepš́ı lineárńı aproximaci v bodě x0 ∈ R funkce
f : R→ R maj́ıćı vlastńı derivaci v bodě x0 a t́ım je funkce

P1(x) = f ′(x0)(x− x0) + f(x0).

Nepřekvaṕı nás snad fakt, že grafem této funkce je tečna ke grafu funkce f v bodě (x0, f(x0)).

Př́ıklad 7.2 Uvažujme opět exponenciálńı funkci f(x) = ex, x ∈ R a bod x0 = 0. Podle
našich úvah je nejlepš́ı lineárńı funkce aproximuj́ıćı f v x0 funkce

P1(x) = x+ 1, x ∈ R.

Podle očekáváńı pro x bližš́ı č́ıslu 0 je vypoč́ıtané P1(x) bližš́ı přesné hodnotě ex, viz Tabulku
7.2.

x −1 −10−1 −10−2 −10−3 0 10−3 10−2 10−1 1

ex 0.368 0.905 0.990 0.999 1 1.001 1.010 1.105 2.718
P1(x) 0 0.900 0.990 0.999 1 1.001 1.010 1.100 2

ex − P1(x) 0.3679 5 · 10−3 5 · 10−5 5 · 10−7 0 5 · 10−7 5 · 10−5 5 · 10−3 0.7183

Tabulka 7.2: Některé funkčńı hodnoty exponenciálńı funkce a jej́ı lineárńı aproximace v
bodě x0 = 0.

Srovnáńım př́ıslušných tabulek v tomto př́ıkladu a z Př́ıkladu 7.1 vid́ıme, že s lineárńı
aproximaćı dosahujeme daleko větš́ı přesnosti. Dobré srovnáńı mezi konstantńı a lineárńı
aproximaćı exponenciálńı funkce nám dává Obrázek 7.2, kde lze vidět, že konstantńı funkce
nám dává dobré výsledky pouze pro velmi malá x, přitom rozd́ıly ve funkčńıch hodnotách
funkce ex a P1 jsou poměrně malé i na o něco větš́ım okoĺı bodu 0. Pod́ıváme-li se ale na
krajńı sloupce Tabulky 7.2 vid́ıme, že chyby, kterých se dopoušt́ıme pro x = ±1 jsou tak
veliké, že naše aproximace pro tyto hodnoty jsou nepoužitelné. V daľśım uvid́ıme, jak zvýšit
přesnost i tak daleko od x0. ©

Nejlepš́ı lineárńı aproximaxi funkce f v bodě x0 jsme tedy odvodili tak, že jsme uvažovali

”
chybovou funkci“

η(x) = f(x)− P1(x),

kde P1(x) = k(x − x0) + f(x0). Přitom jsme zjistili, že k určeńı parametru k jsme naložili
limitńı podmı́nku

lim
x→x0

η(x)

x− x0
= 0.
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x

y

f = exp

P0

P1

Obrázek 7.2: Graf funkce ex společně se svou konstantńı a lineárńı aproximaćı v bodě 0.

Z definice η tedy př́ımo můžeme psát, že plat́ı

f(x)− f(x0) = k(x− x0) + η(x), kde lim
x→x0

η(x)

x− x0
= 0.

Přitom jsme zjistili, že tato rovnost plat́ı právě tehdy, když k = f ′(x0). Limitńı podmı́nka
nám ř́ıká, že pokud x je bĺızké x0, pak chyba které se dopust́ıme je ještě mnohem menš́ı.

Tyto myšlenky lineárńı aproximace nás vedou k pojmu diferenciálu funkce.

Definice 7.3 Necht’ f : R→ R je definována na U(x0). Funkci f nazýváme diferencovatel-
nou v bodě x0, jestliže existuje k ∈ R tak, že

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)− kh
h

= 0.

Lineárńı funkci h 7→ kh nazýváme diferenciálem funkce f v bodě x0 a znač́ıme symbolem
df(x0), tzn. jde o funkci danou předpisem

df(x0)(h) = kh, h ∈ R.

Věta 7.4 (o existenci a jednoznačnosti diferenciálu). Funkce f : R → R je v bodě x0 ∈ R
diferencovatelná právě tehdy, když f má v x0 vlastńı derivaci. V tom př́ıpadě plat́ı

df(x0)(h) = f ′(x0)h ∀h ∈ R.

D̊ukaz. Nejprve dokážeme nutnost. Z definice diferencovatelnosti funkce f v bodě x0 plyne
existence č́ısla k ∈ R takového, že

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)− kh
h

= 0,

takže po úpravě dostáváme

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
= k.
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To ale neznamená nic jiného, že existuje f ′(x0) a je rovna č́ıslu k, tedy je vlastńı.
Nyńı dokážeme nutnost této podmı́nky. Z existence vlastńı derivace

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h

plyne

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)− f ′(x0)h
h

= 0,

což podle Definice 7.3 je ekvivalentńı s t́ım, že f je v x0 diferencovatelná a diferenciál je
dán předpisem

df(x0)(h) = f ′(x0)h ∀h ∈ R.

2

x

y f

x0

f(x0)

x0 + h

f(x0 + h)

f(x0) + df(x0)
df(x0)

τ(h)

Obrázek 7.3: Geometrický význam diferenciálu df(x0).

Poznámka 7.5 (diferenciál a výpočet přibližných hodnot) Uvažujme funkci f diferenco-
vatelnou v bodě x0, tzn. pro funkci

τ(h) = f(x0 + h)− f(x0)− df(x0)(h) = f(x0 + h)− f(x0)− f ′(x0)h

definovanou na nějakém okoĺı bodu 0, plat́ı

lim
h→0

τ(h)

h
= 0.

Tato limitńı podmı́nka vyjadřuje, že hodnoty τ(h) jsou pro mrňavá h ještě mnohem menš́ı.
To je d̊uležité v tom smyslu, že τ(h) vyjadřuje velikost chyby, nahrad́ıme-li přesnou hodnotu
rozd́ılu (tedy diference)

f(x0 + h)− f(x0),

č́ıslem
df(x0)(h) = f ′(x0)h.

Zde je dobře vidět význam derivace: určuje rychlost r̊ustu funkčńıch hodnot funkce. To se
dá vyjádřit přibližnou rovnost́ı

f(x0 + h)− f(x0)
.
= f ′(x0)h,
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nebo chceme-li vypoč́ıtat f(x0 + h), známe-li hodnoty f(x0) i f ′(x0) přibližnou rovnost

f(x0 + h)
.
= f(x0) + f ′(x0)h,

pro h dostatečně bĺızké nule. Toto je ukázáno na Obrázku 7.3 – je potřeba si uvědomit,
že pro h opravdu malá je hodnota τ(h) zanedbatelná. Provedeme-li substituci x = x0 + h,
dostáváme

f(x)
.
= f(x0) + f ′(x0)(x− x0),

pro x dostatečně bĺızké x0. Diferenciál funkce f v obecném bodě x znač́ıme symbolem
df(x), přitom proměnnou h nahrazujeme symbolem dx.

Př́ıklad 7.6 Vypočtěte diferenciál funkce

f(x) = x3 − 4x2 + 5

v bodě x0 = 2.

Řešeńı. Plat́ı f ′(x) = 3x2−8x, tedy f ′(2) = 3 ·4−8 ·2 = −4. Odtud plyne df(2)(h) = −4h,
h ∈ R. Mimochodem, diferenciál funkce f v obecném bodě x má tvar

df(x) = (3x2 − 8x) dx.

©
Inspirováni těmito jednoduchými úlohami můžeme přej́ıt k daľśımu zpřesněńı. Z př́ıklad̊u

jsme viděli, že konstantńı aproximace byla vhodná pouze pro př́ıpad, kdy potřebujeme
funkčńı hodnoty velmi bĺızko bodu, ve kterém uvažujeme aproximaci. A také, že u lineárńı
aproximace je interval, na kterém byly výsledky uspokojivě přesné, o něco větš́ı. Pocho-
pitelně se tedy můžeme ptát, nezlepš́ı-li se výsledky aproximace, budeme-li aproximovat
polynomy vyšš́ıch stupň̊u. Nav́ıc očekáváme, že s vyšš́ım stupněm polynomu bude i vyšš́ı
přesnost na větš́ım okoĺı bodu x0.

Vzniká otázka, jaké podmı́nky klást na aproximuj́ıćı polynomy? U konstantńıho poly-
nomu (šlo o polynom nultého stupně nebo o nulový polynom) byla kladena podmı́nka jedna
a to rovnosti funkčńıch hodnot. U lineárńıho polynomu (polynom nejvýše prvńıho stupně)
jsme měli dvě podmı́nky, a to rovnost funkčńı hodnoty a derivace v bodě x0.

Zformulujme podmı́nky pro polynom Pn stupně n aproximuj́ıćı v okoĺı bodu x0 funkci f
tak, aby předchoźı konstantńı a lineárńı aproximace byly speciálńımi př́ıpady. Jako vhodné
se mohou jevit následuj́ıćı požadavky

Pn(x0) = f(x0), P ′n(x0) = f ′(x0), . . . , P (n)
n (x0) = f (n)(x0), (7.1)

samozřejmě za dodatečného předpokladu existence derivaćı až do řádu n funkce f v bodě
x0. Ve zbytku této sekce si ukážeme, že tyto podmı́nky dávaj́ı za jistých dodatečných
předpoklad̊u dobrou aproximaci a často nejen na nějakém malém intervalu – viz dále Větu
7.16 a Př́ıklady 7.14, 7.18–7.21.

Nejprve je třeba vyřešit otázku, kolik polynomů splňuj́ıćıch podmı́nky (7.1) v̊ubec exis-
tuje. Odpověd’ je jednoduchá: existuje právě jeden takový polynom a dokonce umı́me
vypoč́ıtat jeho předpis.

Věta 7.7. Necht’ f : R→ R má v bodě x0 vlastńı derivace až do řádu n. Pak existuje jediný
polynom stupně nejvýše n, splňuj́ıćı podmı́nky (7.1) a je ve tvaru

Pn(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2
(x− x0)2 + . . .+

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n.
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D̊ukaz. Nejprve dokažme existenci: Fakt, že zmı́něný polynom Pn splňuje podmı́nky (7.1),

dokážeme pouhým dosazeńım bodu x0 do Pn a jeho derivaćı P ′n, . . ., P
(n)
n .

Nyńı dokažme jednoznačnost: Uvažujme libovolný polynom Pn stupně nejvýše n splňuj́ıćı
(7.1). Dokážeme, že bude mı́t stejný předpis jako ten z tvrzeńı věty. T́ım ukážeme, že žádný
jiný polynom tyto podmı́nky nesplňuje. Vzhledem k Lemmatu 4.35, existuj́ı a0, . . . , an ∈ R
tak, že

Pn(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)2 + . . .+ an(x− x0)n =
n∑
k=0

ak(x− x0)k.

Dosazeńım x = x0 dostáváme z (7.1) rovnost a0 = f(x0). Dosad́ıme-li do derivace

P ′n(x) = a1 + 2a2(x− x0) + . . .+ nan(x− x0)n−1

za x č́ıslo x0, dostaneme opět z (7.1) rovnost a1 = f ′(x0). Opakovaným derivováńım poly-
nomu Pn, dosazováńım x0 a z podmı́nek (7.1) postupně dostáváme

a2 =
f ′′(x0)

2
, a3 =

f ′′′(x0)

6
, . . . , an =

f (n)(x0)

n!
.

2

Polynom źıskaný ve Větě 7.7 je tak d̊uležitý, že má i sv̊uj název.

Definice 7.8 Necht’ f : R → R má v bodě x0 derivaci až do řádu n ∈ N. Taylorovým
polynomem stupně n funkce f se středem v bodě x0 se rozumı́ polynom

Tn(x; f, x0) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 + . . .+

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n

=
n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k.

Pokud je jasné, o jakou funkci f a jaký bod x0 jde, budeme psát pouze Tn(x).

Poznámka 7.9 Pro x0 = 0 se Taylor̊uv polynom nazývá Maclaurinovým polynomem; je
tedy ve tvaru

Tn(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+ . . .+

f (n)(0)

n!
xn.

Zbývá odpovědět ,,jak dobře” Tn aproximuje funkci f – tzn. zjistit, jaké chyby se dopust́ıme,
bereme-li Tn(x) ≈ f(x) v okoĺı bodu x0.

Naj́ıt polynom maj́ıćı stejné derivace v určitém bodě jako nějaká funkce je jedna věc,
druhá věc je zjistit, zda to v̊ubec k něčemu bylo. Nyńı se budeme zabývat t́ım, jak dobře
aproximuje Taylor̊uv polynom naši funkci v bodě x0.

Definice 7.10 Necht’ f : R → R má v bodě x0 derivaci až do řádu n a necht’ Tn je jej́ı
Taylor̊uv polynom stupně n se středem v bodě x0. Označme Rn(x) = f(x) − Tn(x). Pak
vyjádřeńı

f(x) = Tn(x) +Rn(x)

se nazývá Taylor̊uv vzorec pro funkci f stupně n se středem v bodě x0. Funkce Rn(x) se
nazývá zbytek v Taylorově vzorci po n-tém členu nebo také Taylor̊uv zbytek.
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Taylor̊uv vzorec tedy vyjadřuje aproximaci funkce f polynomem v okoĺı bodu x0, přičemž
zbytekRn(x) vyjadřuje chybu, které se dopust́ıme, když mı́sto přesné hodnoty f(x) vypoč́ıtáme
jej́ı přibližnou hodnotu Tn(x).

Naši pozornost nyńı upřeme ke zbytku Rn(x), protože právě t́ım měř́ıme to, jak je naše
aproximace dobrá. Než se pust́ıme do obecněǰśıch závěr̊u, motivujme naše úsiĺı následuj́ıćım
př́ıkladem, což je pokračováńı Př́ıkladu 7.1 a 7.2.

Př́ıklad 7.11 Aproximujeme funkci f = exp v okoĺı bodu x0 = 0. Plat́ı

f (k)(x) = ex ∀k ∈ N ∪ {0},

z čehož plyne, že f (k)(0) = 1 pro všechna k ∈ N ∪ {0}. Pak

T0(x) = f(x0) = 1,

T1(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) = 1 + x,

T2(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2
(x− x0)2 = 1 + x+

x2

2
,

. . .

Tn(x) = 1 + x+ . . .+
xn

n!
=

n∑
k=0

xk

k!
.

Pod́ıvejme se nyńı na vývoj chyb, kterých se dopoušt́ıme při aproximaci Taylorovými poly-
nomy s rostoućım n: Je vidět, že se postupně zpřesňuj́ı i funkčńı hodnoty v bodech x = ±1.

x −1 −10−1 −10−2 −10−3 10−3 10−2 10−1 1

R1(x) 0.3679 0.005 5 · 10−5 5 · 10−7 5 · 10−7 5 · 10−5 0.005 0.7183
R2(x) −0.1312 −0.0002 −2 · 10−7 −2 · 10−10 2 · 10−10 2 · 10−7 0.0002 0.0218
R3(x) 0.0345 4 · 10−6 4 · 10−10 4 · 10−14 4 · 10−14 4 · 10−10 4 · 10−6 0.0516
R4(x) −0.0071 −8 · 10−8 −8 · 10−13 2 · 10−17 2 · 10−16 8 · 10−13 8 · 10−8 0.0099

Tabulka 7.3: Funkčńı hodnoty zbytk̊u Rn(x) = expx− Tn(x; exp, 0) ve vybraných bodech.

Zpřesňováńı prob́ıhá t́ım rychleji, č́ım bĺıže jsme středu aproximace, tzn. bodu 0. Nicméně
pořád nev́ıme, jestli je to pravidlo nebo náhoda. ©

V předchoźım př́ıkladě jsme viděli, že s rostoućım stupněm Taylorova polynomu se
postupně zmenšovala chyba, tzn. Rn(x) pro konkrétńı x bylo s rostoućım n menš́ı a menš́ı.
Ovšem z jednoho př́ıkladu nemůžeme vyvozovat obecné závěry. Rádi bychom dokázali, že
Rn(x) se neomezeně zmenšuje k nule pro rostoućı n. Z jeho definice nic nevyčteme, protože
jde jen o rozd́ıl aproximované funkce a Taylorova polynomu. Následuj́ıćı věta nám ovšem
umožńı napsat zbytek ve tvaru, se kterým se dobře pracuje. Právě pomoćı této věty nakonec
zjist́ıme, že aproximovat funkci f pomoćı podmı́nek kladených na derivace v bodě x0 je v
mnoha př́ıpadech dobrý nápad.
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Věta 7.12 (Taylorova o zbytku). Necht’ funkce f : R → R má na okoĺı U(x0) bodu x0
derivace až do řádu n+ 1, kde n ∈ N ∪ {0}. Pak pro každé x ∈ R(x0) existuje ξ lež́ıćı mezi
x0 a x tak, že se Taylor̊uv zbytek dá napsat jako

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1.

Tomuto tvaru se ř́ıká Lagrange̊uv tvar zbytku.

D̊ukaz. Důkaz Taylorovy věty je poměrně jednoduchý. Vše je postaveno na dvojici funkćı
F a ϕ proměnné t definovaných na uzavřeném intervalu s krajńımi body x0 a x (pozor, x
zde nabývá pevně zvolené hodnoty – nejde o proměnnou funkce!), maj́ıćı předpis:

F (t) = f(x)− Tn(x; f, t), ϕ(t) = (x− t)n+1.

Dokáže se, že tyto funkce (v uvedeném pořad́ı) splňuj́ı předpoklady Cauchyovy věty. Podle
ńı pak existuje ξ lež́ıćı mezi x0 a x tak, že

F ′(ξ)

ϕ′(ξ)
=
F (x)− F (x0)

ϕ(x)− ϕ(x0)
, (7.2)

z čehož se po úpravě dostává požadovaná rovnost. 2

Poznámka 7.13 Věta 7.12 na prvńı pohled neř́ıká nic moc. Ř́ıká nám, že zbytek v Taylo-
rově vzorci lze vyjádřit jako součin, ve kterém figuruje dokonce derivace (n+1)-ńıho řádu v
nějakém neznámém bodě. To v nás může vyvolat pochybnosti, protože všechno to děláme
proto, abychom byly schopni spoč́ıtat (a dokonce jen přibližně) funkčńı hodnoty funkce f
v nějakém bodě x 6= x0. Jak uvid́ıme dále, nebude konkrétńı hodnota této derivace v̊ubec
potřeba, bude stačit vědět, že tato derivace je omezená funkce na nějakém okoĺı bodu x0.
Śılu Taylorovy věty budeme ilustrovat v následuj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad 7.14 V Př́ıkladu 7.11 jsme vypoč́ıtali Taylor̊uv polynom funkce exp v bodě 0
nejvýše n-tého stupně a vypoč́ıtali jsme chyby v několika bodech (uvědomme si, že abychom
tyto chyby vypoč́ıtali, museli jsme už znát

”
přesné“ hodnoty funkce exp). Obecně jsme ale

nemohli ř́ıct nic o rozd́ılu expx a Tn(x; exp, 0) pro x ∈ R. Všechno měńı Taylorova věta.
Uvažujme x ∈ (0,∞). Podle Věty 7.12 existuje ξ ∈ (0, x) tak, že

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ . . .+

xn

n!
+Rn(x), Rn(x) =

eξ

(n+ 1)!
xn+1.

Přitom pro zbytek plat́ı následuj́ıćı

|Rn(x)| = eξ

(n+ 1)!
|x|n+1 ≤ ex

(n+ 1)!
|x|n+1,

kde jsme využili faktu, že exp je rostoućı. Z tohoto odhadu a věty o třech posloupnostech
vid́ıme, že

lim
n→∞

|Rn(x)| = 0.

To ale znamená, že limn→∞ Tn(x) = ex. Zd̊urazněme, že to plat́ı pro všechna x > 0. Ke
stejnému závěru lze doj́ıt i pro x < 0. Proved’te! Kromě samotné konvergence lze dostat i
odhad chyby. Uvažujme např. x ∈ (0, 1]. Pak lze psát

|Rn(x)| = eξ

(n+ 1)!
|x|n+1 ≤ ex

(n+ 1)!
<

3

(n+ 1)!
.
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Z tohoto odhadu můžeme určit, jakého stupně má být př́ıslušný Taylor̊uv polynom, chceme-
li aby přibližný výpočet měl chybu menš́ı než žádané č́ıslo. Chceme-li např́ıklad, aby chyba,
které se dopust́ıme, byla menš́ı než ε = 10−3, pak pro stupeň n Taylorova polynomu muśı
platit

3

(n+ 1)!
< 10−3, tzn. (n+ 1)! > 3000.

Protože 6! = 720 a 7! = 5040, posledńı nerovnost plat́ı pro n ≥ 6. Tedy pro x ∈ (0, 1] plat́ı

expx
.
= 1 +

x

1!
+ . . .+

xn

6!
s chybou menš́ı než 10−3.

Speciálně pro x = 1 dostáváme efektivńı vzorec pro přibližný výpočet č́ısla e s chybou menš́ı
než 10−3.

Poznámka 7.15 Věta 7.12 ukazuje jeden ze zp̊usob̊u, jak vhodně vyjádřit Taylor̊uv zbytek.
Všimněte si, že v tvrzeńı se ṕı̌se, že jde o Lagrange̊uv tvar zbytku. Existuj́ı totiž i jiné tvary
zbytku. Kdybychom v d̊ukazu Taylorovy věty položili

ϕ(t) = t,

pak bychom dostali

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

n!
(x− x0)(x− ξ)n,

čemuž se ř́ıká Cauchẙuv tvar zbytku. Přitom tento tvar zbytku se častěji ṕı̌se

Rn(x) =
f (n+1)(x0 + θ(x− x0))

n!
(x− x0)n+1(1− θ)n,

kde jsme položili ξ = x0 +θ(x−x0), přitom θ ∈ (0, 1). Dokonce lze Taylorovu větu zobecnit
daleko v́ıc. Za funkci ϕ lze vźıt jakoukoliv funkci, která je spojitá na intervalu o krajńıch
bodech x a x0 a na jeho vnitřku má vlastńı nenulovou derivaci (tedy takovou funkci ϕ,
abychom mohli v d̊ukazu věty použ́ıt Cauchyovu větu). Pak se z (7.2) dá odvodit obecný
tvar zbytku, a to

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

n!

ϕ(x)− ϕ(x0)

ϕ′(ξ)
(x− ξ)n.

Věta 7.16. Necht’ funkce f : R→ R má na okoĺı Uδ(x0) derivace všech řád̊u, které jsou na
tomto intervalu omezené stejnou konstantou, tzn. existuje M ∈ R, M > 0 tak, že

∀x ∈ Uδ(x0) ∀n ∈ N : |f (n)(x)| ≤M.

Pak pro všechna x ∈ Uδ(x0) plat́ı limn→∞Rn(x) = 0, tzn.

f(x) = lim
n→∞

Tn(x; f, x0).

D̊ukaz. Zvolme x ∈ Uδ(x0), n ∈ N libovolně. Podle Taylorovy věty dostáváme existenci
ξ ∈ Uδ(x0) takového, že

|Rn(x)| =

∣∣∣∣∣f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1

∣∣∣∣∣ =
|f (n+1)(ξ)|

(n+ 1)!
|x− x0|n+1
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Z předpokladu ohraničenosti derivaćı jedinou konstantou M pak dostáváme

0 ≤ |Rn(x)| ≤ M

(n+ 1)!
δn.

Vzhledem k jednomu z výsledk̊u Cvičeńı 3.78 máme

lim
n→∞

δn

(n+ 1)!
= 0,

a podle věty o třech limitách dostáváme, že lim
n→∞

Rn(x) = 0. 2

Poznámka 7.17 Existuj́ı ovšem př́ıpady, ve kterých aproximace Taylorovými polynomu
nefunguje. Uvažujme funkci

f(x) =

{
exp

(
− 1
x2

)
pro x 6= 0,

0 pro x = 0.

Pak plat́ı
f (n)(0) = 0 pro všechna n ∈ N ∪ {0},

tzn. Tn(x; f, 0) = 0 pro všechna n ∈ N, x ∈ R. Tedy pro každé x ∈ R \ {0} plat́ı, že

lim
n→∞

Tn(x; f, 0) = 0 6= f(x).

Př́ıklad 7.18 Pro každé x ∈ R existuje ξ ∈ R, 0 < |ξ| < |x| tak, že

sinx =
x

1!
− x3

3!
+
x5

5!
+ . . .+ (−1)n−1

x2n−1

(2n− 1)!
+R2n(x),

kde

R2n(x) = (−1)n
cos ξ

(2n+ 1)!
x2n+1.

Přitom pro všechna x ∈ R plat́ı lim
n→∞

R2n(x) = 0.

Př́ıklad 7.19 Pro každé x ∈ R existuje ξ ∈ R, 0 < |ξ| < |x| tak, že

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ . . .+ (−1)n

x2n

(2n)!
+R2n+1(x),

kde

R2n+1(x) = (−1)n+1 cos ξ

(2n+ 2)!
x2n+2.

Přitom pro všechna x ∈ R plat́ı lim
n→∞

R2n+1(x) = 0.

Př́ıklad 7.20 Pro každé x > −1 existuje ξ ∈ R, 0 < |ξ| < |x| tak, že

ln(1 + x) =
x

1
− x2

2
+
x3

3
− . . .+ (−1)n−1

xn

n
+Rn(x),

kde

Rn(x) =
(−1)n

(n+ 1)(1 + ξ)n+1
xn+1.

Přitom pro všechna x ∈ (−1, 1] plat́ı lim
n→∞

Rn(x) = 0.
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Př́ıklad 7.21 Necht’ a ∈ R. Pro každé x > −1 existuje ξ ∈ R, 0 < |ξ| < |x| tak, že

(1 + x)a = 1 +

(
a

1

)
x+

(
a

2

)
x2 + . . .+

(
a

n

)
xn +Rn(x),

kde

Rn(x) =

(
a

n+ 1

)(
x

1 + ξ

)n+1

(1 + ξ)−a,

Přitom pro všechna x ∈ (−1, 1) plat́ı lim
n→∞

Rn(x) = 0. Přitom pro α ∈ R a n ∈ N definujeme(
α

n

)
=
α(α− 1)(α− 2) . . . (α− n+ 1)

n!
.

7.2 Vyšetřováńı pr̊uběhu funkce

Diferenciálńı počet je skvělou pomůckou pro vyšetřeńı některých d̊uležitých vlastnost́ı funkce.

7.2.1 Monotónńı funkce

V této sekci nás bude zaj́ımat, jak efektivně určit intervaly, na kterých je daná funkce
monotónńı. Kĺıčová bude následuj́ıćı věta.

Věta 7.22. Necht’ f : R → R má kladnou derivaci na intervalu (a, b). Pak f je na (a, b)
rostoućı. Nav́ıc, je-li f spojitá na [a, b) (resp. na (a, b], [a, b]), pak je rostoućı na [a, b) (resp.
na (a, b], [a, b]).

D̊ukaz. Předpokládejme, že f ′(x) > 0 pro všechna x ∈ (a, b). Z Věty 6.9 plyne, že f je
na (a, b) spojitá. Dokažme, že f je rostoućı na (a, b). Zvolme x1, x2 ∈ (a, b), x1 < x2
libovolně. Pak f splňuje předpoklady Lagrangeovy věty na intervalu [x1, x2], tedy existuje
ξ ∈ (x1, x2) ⊂ (a, b) tak, že

f(x2)− f(x1) = f ′(ξ)(x2 − x1) > 0.

Tedy f je rostoućı na (a, b). Necht’ nav́ıc f je spojitá na intervalu [a, b). Pak stač́ı už jen
dokázat, že pro každé x ∈ (a, b) plat́ı f(a) < f(x). Podle Lagrangeovy věty pro funkci f na
intervalu [a, x] existuje opět ξ ∈ (a, x1) ⊂ (a, b) tak, že

f(x)− f(a) = f ′(ξ)(x− a) > 0.

Zbývaj́ıćı tvrzeńı se dokáž́ı podobně. 2

Cvičeńı 7.23 Dokažte druhou část tvrzeńı Věty 7.22 bez předpokladu existence derivace.
Tedy dokažte, že plat́ı: Necht’ f : R → R je na (a, b) rostoućı. Je-li f spojitá v a zprava
(resp. v b zleva), pak je rostoućı na [a, b) (resp. na (a, b]).

Poznámka 7.24 Z definice monotónńı funkce lze snadno ukázat, že funkce f je na dané
množině rostoućı/klesaj́ıćı právě tehdy, když funkce−f je na dané množině klesaj́ıćı/rostoućı.

Věta 7.25. Necht’ f : R → R má zápornou derivaci na intervalu (a, b). Pak f je na (a, b)
klesaj́ıćı. Nav́ıc, je-li f spojitá na [a, b) (resp. na (a, b], [a, b]), pak je klesaj́ıćı na [a, b) (resp.
na (a, b], [a, b]).
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D̊ukaz. Uvažujme funkci g(x) = −f(x), x ∈ (a, b). Pak g má kladnou derivaci na (a, b).
Podle Věty 7.22 je funkce g rostoućı a proto podle Poznámky 7.24 je f klesaj́ıćı. 2

Př́ıklad 7.26 Najděte intervaly ryźı monotonie funkce

f(x) = x3 − 3x, x ∈ R.

Řešeńı. Plat́ı f ′(x) = 3x2 − 3. Pak f ′(x) > 0 právě tehdy, když x2 − 1 > 0 což je zase
ekvivalentńı s x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞). Podobně f ′(x) < 0 právě tehdy, když x2 − 1 < 0
což je zase ekvivalentńı s x ∈ (−1, 1). Funkce f je tedy rostoućı na intervalech (−∞,−1)
a (1,∞) a klesaj́ıćı na intervalu (−1, 1) (dokonce je d́ıky spojitosti rostoućı na intervalech
(−∞,−1] a [1,∞) a klesaj́ıćı na intervalu [−1, 1]). ©

Poznámka 7.27

(a) Je d̊uležité poznamenat, že obrácené implikace z Vět 7.22 a 7.25 neplat́ı, tzn. rostoućı
funkce nemuśı mı́t všude kladnou derivaci (a duálně: klesaj́ıćı funkce nemuśı mı́t všude
zápornou derivaci). Např. funkce f(x) = x3, x ∈ R je rostoućı na celém R ale přitom
f ′(0) = 0.

(b) Plat́ı podobné tvrzeńı jako ve Větě 7.22 – a to dokonce ve tvaru ekvivalence! Stač́ı
nahradit kladnou derivaci nezápornou a rostoućı funkci neklesaj́ıćı.

7.2.2 Lokálńı extrémy

S monotónnost́ı funkce souviśı pojem lokálńıho extrému. Totiž, v př́ıkladech, se kterými se
běžně setkáme, body lokálńıch extrémů odděluj́ı intervaly s r̊uzným typem monotonie (daj́ı
se ale nalézt př́ıklady tak

”
ošklivých“ funkćı, pro které toto neńı pravda).

Definice 7.28 Necht’ f : R → R, x0 ∈ intD(f). Řekneme, že f má v bodě x0 lokálńı
maximum (resp. lokálńı minimum), jestliže existuje U(x0) tak, že

f(x) ≥ f(x0) (resp. f(x) ≤ f(x0)) ∀x ∈ U(x0).

Toto lokálńı maximum (resp. minimum) se nazývá ostré, jestliže existuje R(x0) tak, že

f(x) > f(x0) (resp. f(x) < f(x0)) ∀x ∈ R(x0).

(Ostrá) lokálńı maxima a minima nazýváme souhrnně (ostrými) lokálńımi extrémy.

Poznámka 7.29

(a) Zd̊urazněme, že bod lokálńıho extrému je uvažován pouze ve vnitřńım bodě definičńıho
oboru. Je-li tedy např. definičńı obor dané funkce interval [−1, 1], při hledáńı lokálńıch
extrémů má smysl uvažovat pouze body z intervalu (−1, 1).

(b) Pojem lokálńıho extrému je lokálńı v tom smyslu, že okoĺı, na kterém má platit ne-
rovnost z Definice 7.28 neńı přesně dáno – může být jakkoliv malé. Funkce může mı́t
v́ıce lokálńıch maxim (resp. minim), např. funkce cos má nekonečné množstv́ı bod̊u
lokálńıch maxim (jsou to právě body x0 = 2kπ, k ∈ Z) i bod̊u lokálńıch minim (body
x0 = (2k+1)π, k ∈ Z). Zaj́ımavé je vyšetřeńı lokálńıch extrémů funkce f(x) = sin 1/x
– pokuste se naj́ıt všechny body lokálńıch extrémů.
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Při vyšetřováńı lokálńıch extrémů je zásadńı následuj́ıćı věta.

Věta 7.30 (Fermatova – nutná podmı́nka existence lokálńıho extrému). Necht’ funkce f :
R→ R má v bodě x0 ∈ R lokálńı extrém a existuje f ′(x0). Pak f ′(x0) = 0.

D̊ukaz. Je-li x0 bodem lokálńıho extrému funkce f , pak f(x0) je největš́ı nebo nejmenš́ı
funkčńı hodnota funkce f |U(x0), kde U(x0) je okoĺı z Definice 7.28. Tvrzeńı pak plyne z
Věty 6.29. 2

Poznámka 7.31 Z Věty 7.30 plyne, že má-li f v x0 nenulovou derivaci, pak f nemá v x0
lokálńı extrém. Tedy jediné body z vnitřku definičńıho oboru funkce f jsou body, ve kterých
derivace neexistuje nebo je nulová.

Definice 7.32 Necht’ f : R → R má v bodě x0 nulovou derivaci. Bod x0 se nazývá sta-
cionárńı bod funkce f .

Poznámka 7.33 Věta 7.30 tedy ř́ıká, že bod lokálńıho extrému dané funkce, ve kterém
má tato funkce derivaci, je stacionárńım bodem – naopak to neplat́ı, např. f(x) = x3 nemá
v x0 = 0 lokálńı extrém, přitom x0 je stacionárńı bod f .

Věta 7.34 (postačuj́ıćı podmı́nky existence lokálńıch extrémů). Necht’ f : R→ R je spojitá
v x0 ∈ R a má derivaci na Rδ(x0). Plat́ı

(a) je-li f ′(x) > 0 ∀x ∈ R−δ (x0) a f ′(x) < 0 ∀x ∈ R+
δ (x0), pak f má v x0 ostré lokálńı

maximum,

(b) je-li f ′(x) < 0 ∀x ∈ R−δ (x0) a f ′(x) > 0 ∀x ∈ R+
δ (x0), pak f má v x0 ostré lokálńı

minimum.

D̊ukaz. Dokážeme pouze př́ıpad (a). Z předpokladu existence vlastńı derivace v každém bodě
množiny Rδ(x0) a spojitosti v x0 plyne spojitost funkce f na Uδ(x0). Dále z předpoklad̊u
pak podle Věty 7.22 plyne, že f je rostoućı na U−δ (x0) a f je klesaj́ıćı na U+

δ (x0). Speciálně

∀x ∈ R−δ (x0) : f(x) < f(x0) a ∀x ∈ R+
δ (x0) : f(x0) > f(x),

takže f(x) < f(x0) pro všechna x ∈ Rδ(x0). 2

Věta 7.35. Necht’ f : R→ R má ve stacionárńım bodě x0 (vlastńı nebo nevlastńı) nenulo-
vou druhou derivaci. Pak f má v bodě x0 ostrý lokálńı extrém, a to

(a) maximum, je-li f ′′(x0) < 0 nebo

(b) minimum, je-li f ′′(x0) > 0.

D̊ukaz. Předpokládejme, že plat́ı f ′′(x0) > 0. Pak podle Věty 5.31 existuje okoĺı Rδ(x0)
takové, že pro všechna x ∈ Rδ(x0) plat́ı

f ′(x)

x− x0
=
f ′(x)− f ′(x0)

x− x0
> 0.
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Tedy pro každé x ∈ R+
δ (x0) plat́ı f ′(x) > 0 a pro každé x ∈ R−δ (x0) plat́ı f ′(x) < 0. Jsou

tedy splněny předpoklady (a) Věty 7.34, podle ńıž má f v bodě x0 ostré lokálńı minimum.
2

Př́ıklad 7.36 Najděte body lokálńıch extrémů funkce

f(x) = 2x3 − 3x2 − 12x+ 5.

Řešeńı. (podle Věty 7.34): Plat́ı

f ′(x) = 6x2 − 6x− 12,

takže f ′(x) > 0 právě tehdy, když x ∈ (−∞,−1) ∪ (2,∞) a f ′(x) < 0 právě tehdy, když
x ∈ (−1, 2). Ze spojitosti f v bodech −1 a 2 a Věty 7.34 plyne, že f má v x = −1 ostré
lokálńı maximum a v x = 2 ostré lokálńı minimum.
(podle Věty 7.35): Plat́ı opět

f ′(x) = 6x2 − 6x− 12,

tedy f ′(x) = 0 právě tehdy, když x = −1 nebo x = 2. Našli jsme stacionárńı body funkce
f . Ověř́ıme, zda v nich funkce nabývá lokálńıch extrémů. Plat́ı

f ′′(x) = 12x− 6,

takže f ′′(−1) < 0, f ′′(2) > 0. Podle Věty 7.35 dostáváme stejný výsledek jako předchoźım
postupem. ©

Poznámka 7.37 Výhoda použit́ı Věty 7.34 oproti Větě 7.35 spoč́ıvá v tom, že lokálńı
extrém urč́ıme i v bodech, ve kterých neexistuje derivace a nav́ıc ani nemuśıme poč́ıtat
druhou derivaci. Problém s použit́ım Věty 7.35 také nastane, pokud je i druhá derivace ve
stacionárńım bodě nulová. Toto částečně řeš́ı následuj́ıćı věta.

Věta 7.38. Necht’ f : R → R má v x0 (vlastńı nebo nevlastńı) derivaci řádu n, n ∈ N,
n ≥ 2. Necht’

f ′(x0) = f ′′(x0) = . . . = f (n−1)(x0) = 0

a f (n)(x0) 6= 0. Pak plat́ı

(a) je-li n sudé, funkce f má v x0 ostrý lokálńı extrém, a to

– je-li f (n)(x0) > 0, pak jde o ostré lokálńı minimum,

– je-li f (n)(x0) < 0, pak jde o ostré lokálńı maximum,

(b) je-li n liché, funkce f nemá v x0 lokálńı extrém.
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7.2.3 Funkce konvexńı a konkávńı

Konvexnost a konkávnost funkce nám podává jemněǰśı informaci o vývoji funkčńı hodnot
než je monotónnost.

Definice 7.39 Řekneme, že f : R→ R je na intervalu I ⊂ D(f) konvexńı (resp. konkávńı),
jestliže ∀x1, x2, x3 ∈ I, x1 < x2 < x3 plat́ı, že bod P2 = (x2, f(x2)) lež́ı pod (resp. nad)
spojnićı bod̊u P1 = (x1, f(x1)), P3 = (x3, f(x3)) nebo na ńı. Plat́ı-li, že P2 lež́ı pod (resp.
nad) spojnićı bod̊u P1, a P3, pak se f nazývá ryze konvexńı (resp. ryze konkávńı) na I.

Poznámka 7.40

(i) Definice konkávńı a konvexńı funkce je velmi popisná. Vyjadřuje jakousi
”
vypouklost“

grafu funkce. Z něj snadno poznáme, zda je funkce konvexńı, konkávńı či ani jedno.
Na Obrázku 7.4 jsou zobrazeny grafy konvexńıch, konkávńıch funkćı. Na Obrázku 7.5

x

y

P1

P2 P3

(a) Graf ryze konvexńı funkce.

x

y

P1

P2

P3

(b) Graf ryze konkávńı funkce.

Obrázek 7.4: Konvexńı a konkávńı funkce

můžeme vidět př́ıklad grafu funkce, která je sice konvexńı, ale neńı ryze konvexńı.

(ii) Je-li f konvexńı (resp. ryze konvexńı), pak funkce−f je konkávńı (resp. ryze konkávńı).
Z toho plyne, že se při vyšetřováńı funkćı stač́ı omezit na konvexnost, protože konkávnost
je duálńı vlastnost.

x

y

Obrázek 7.5: Graf konvexńı funkce, která neńı ryze konvexńı.
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Lemma 7.41. Necht’ f : R→ R, I ⊂ D(f) je interval. Pak následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekviva-
lentńı:

(i) f je ryze konvexńı na I,

(ii) pro každé x1, x2, x3 ∈ I, x1 < x2 < x3 plat́ı

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
<
f(x3)− f(x1)

x3 − x1
,

(iii) pro každé x1, x2, x3 ∈ I, x1 < x2 < x3 plat́ı

f(x3)− f(x1)

x3 − x1
<
f(x3)− f(x2)

x3 − x2
,

(iv) pro každé x1, x2, x3 ∈ I, x1 < x2 < x3 plat́ı

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
<
f(x3)− f(x2)

x3 − x2
.

D̊ukaz. Mějme tři libovolné body x1, x2, x3 ∈ I, x1 < x2 < x3. Pak s využit́ım značeńı z
Definice 7.39, př́ımka procházej́ıćı body P1 a P3 má rovnici

y = f(x1) +
f(x3)− f(x1)

x3 − x1
(x− x3)

a podmı́nka, že P2 lež́ı pod touto př́ımkou je splněna právě tehdy, když plat́ı nerovnost

f(x2) < f(x1) +
f(x3)− f(x1)

x3 − x1
(x2 − x3).

Jednoduchým cvičeńım je ověřeńı, že posledńı nerovnost se dá upravit na kteroukoliv z
nerovnost́ı z tvrzeńı (ii), (iii) a (iv). 2

Poznámka 7.42

(a) Nerovnosti v Lemmatu 7.41 maj́ı jednoduchý geometrický význam. Stač́ı si uvědomit,
že diferenčńı pod́ıl

f(xi)− f(xj)

xi − xj
je směrnice př́ımky procházej́ıćı body

Pi = (xi, f(xi)) a Pj = (xj , f(xj)),

pro i, j = 1, 2, 3, i 6= j, viz Obrázek 7.6.

(b) Pro ryźı konkávnost plat́ı podobné tvrzeńı jako Lemma 7.41 – ovšem s opačnými
nerovnostmi. A také pro konvexnost i konkávnost – nerovnosti jsou pak neostré.

Konvexnost/konkávnost diferencovatelných funkćı lze pěkně charakterizovat pomoćı tečny
ke grafu a monotónnosti prvńı derivace.
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(a) Podmı́nka (ii).
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(b) Podmı́nka (iii).
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(c) Podmı́nka (iv).

Obrázek 7.6: Geometrický význam nerovnost́ı z Lemmatu 7.41.

Věta 7.43. Necht’ f : R→ R má na intervalu I ⊂ D(f) derivaci. Pak následuj́ıćı podmı́nky
jsou ekvivalentńı:

(a) f je na I ryze konvexńı,

(b) pro každé x0, x ∈ I, x0 6= x plat́ı nerovnost

f(x) > f(x0) + f ′(x0)(x− x0),

(c) f ′ je rostoućı na I.

D̊ukaz. (a) ⇒ (b): Podmı́nka (b) je ekvivalentńı s touto

f(x)− f(x0)

x− x0
> f ′(x0) ∀x ∈ I, x > x0 a

f(x)− f(x0)

x− x0
< f ′(x0) ∀x ∈ I, x < x0.

(7.3)
Definujme pomocnou funkci

g(x) =


f(x)− f(x0)

x− x0
, pro x ∈ I, x 6= x0,

f ′(x0), pro x = x0.

Tato funkce je spojitá na I. Dokažme, že je také na I rostoućı – t́ım dokážeme (7.3) a tedy
i (b). Necht’ x1, x2 ∈ I, x0 < x1 < x2. Pak z podmı́nky (iii) Lemmatu 7.41 dostáváme

g(x1) =
f(x1)− f(x0)

x1 − x0
<
f(x2)− f(x0)

x2 − x0
= g(x2),

tedy g je rostoućı na intervalu I ∩ (x0,∞). Podobně, necht’ x1, x2 ∈ I, x1 < x2 < x0. Pak z
podmı́nky (iii) Lemmatu 7.41 dostáváme

g(x1) =
f(x1)− f(x0)

x1 − x0
=
f(x0)− f(x1)

x0 − x1
<
f(x0)− f(x2)

x0 − x2
=
f(x2)− f(x0)

x2 − x0
= g(x2),

tedy g je rostoućı na intervalu I ∩ (−∞, x0). Protože g je v bodě x0 spojitá, dostáváme s
využit́ım výsledk̊u Cvičeńı 7.23, že g je rostoućı na celém I.
(b) ⇒ (c): Necht’ x1, x2 ∈ I, x1 < x2. Z podmı́nky (b) plyne, že plat́ı následuj́ıćı dvě
nerovnosti (dosad́ıme za x0 a x nejprve x1 a x2 a pak naopak)

f(x2) > f(x1) + f ′(x1)(x2 − x1)
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a

f(x1) > f(x2) + f ′(x2)(x1 − x2).

Sečteńım těchto dvou nerovnost́ı dostáváme

f(x2) + f(x1) > f(x1) + f(x2) + (f ′(x1)− f ′(x2))(x2 − x1),

což je ekvivalentńı s

0 > (f ′(x1)− f ′(x2))(x2 − x1).

T́ım dostáváme, že f ′(x1) < f ′(x2). Funkce f ′ je rostoućı na I.
(c) ⇒ (a): Stač́ı dokázat platnost výroku (ii) z Lemmatu 7.41. Zvolme x1, x2, x3 ∈ I,
x1 < x2 < x3 libovolně. Uvažujme pomocnou funkci

g(x) =
f(x)− f(x1)

x− x1
, x ∈ I, x > x1.

Dokažme, že g je rostoućı. Necht’ x ∈ I, x > x1 je libovolné. Pak f splňuje na intervalu
[x1, x] předpoklady Lagrangeovy věty, podle ńıž pak existuje ξ ∈ (x1, x) takové, že

f(x)− f(x1) = f ′(ξ)(x− x1).

Proto plat́ı

g′(x) =
f ′(x)(x− x1)− (f(x)− f(x1))

(x− x1)2
=
f ′(x)(x− x1)− f ′(ξ)(x− x1)

(x− x1)2
=
f ′(x)− f ′(ξ)

x− x1
> 0,

kde posledńı nerovnost plyne z toho, že ξ < x a f ′ je rostoućı. Z Věty 7.22 plyne, že funkce
g je rostoućı na intervalu I ∩ (x1,∞). Protože x2, x3 ∈ I ∩ (x1,∞) a x2 < x3, dostáváme

g(x2) < g(x3),

jinými slovy
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
<
f(x3)− f(x1)

x3 − x1
.

Ekvivalence pak vyplývá z opakovaného využit́ı tranzitivity implikace (viz hypotetický sy-
logismus z Tabulky 1.8). 2

Poznámka 7.44

(a) Pod́ıvejme se na geometrický význam tvrzeńı z Věty 7.43. Podmı́nka (b) vlastně zna-
mená, že tečna ke grafu ryze konvexńı funkce lež́ı pod jej́ım grafem (a má s ńım
společný jen ten bod dotyku), viz Obrázek 7.7(a). Podmı́nka (c) je také dobře pocho-
pitelná. Ř́ıká, že pro ryze konvexńı funkci f na intervalu I a body x1, x2 ∈ I, x1 < x2
plat́ı že f ′(x1) < f ′(x2), tedy, že s rostoućım x se směrnice tečen ke grafu funkce f
v bodech (x, f(x)) zvětšuj́ı – viz Obrázek 7.7(b). To se dá chápat tak, že se rychlost
změny funkčńıch hodnot zvětšuje.

(b) Opět lze vyslovit duálńı tvrzeńı k Větě 7.43 i pro ryze konkávńı funkci (v (b) se změńı
nerovnost v opačnou a v (c) se rostoućı zaměńı za klesaj́ıćı). A dokonce lze podobné
tvrzeńı ř́ıct i pro konvexńı a konkávńı funkci (nerovnost v (b) je pak neostrá a v (c)
je f ′ pouze monotónńı, nikoliv ryze monotónńı).



230 KAPITOLA 7. APLIKACE DIFERENCIÁLNÍHO POČTU
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(b) Rostoućı směrnice tečen.

Obrázek 7.7: Ekvivalentńı podmı́nky ryźı konvexnosti

Věta 7.45. Necht’ f : R→ R má druhou derivaci na intervalu I ⊂ D(f). Pak

(a) f je ryze konvexńı na I, je-li f ′′(x) > 0 pro každé x ∈ I,

(b) f je ryze konkávńı na I, je-li f ′′(x) < 0 pro každé x ∈ I.

D̊ukaz. Z předpoklad̊u a Věty 7.22 plyne, že f ′ je rostoućı na I. Z Věty 7.43 př́ımo plyne,
že f je ryze konvexńı na I. 2

Př́ıklad 7.46 Určete intervaly konvexnosti a konkávnosti funkce

f(x) = x3 − x2, x ∈ R.

Řešeńı. Plat́ı f ′(x) = 3x2 − 2x, f ′′(x) = 6x− 2. Pak

f ′′(x) > 0 ⇔ x >
1

3
, f ′′(x) < 0 ⇔ x <

1

3
,

tzn. f je ryze konvexńı na intervalu (13 ,∞) a ryze konkávńı na intervalu (−∞, 13). ©

Definice 7.47 Necht’ f : R → R, x0 ∈ intD(f). Řekneme, že x0 je inflexńı bod funkce f
(neboli f má v bodě x0 inflexi), jestliže plat́ı

(i) existuje f ′(x0),

(ii) existuje Rδ(x0) tak, že

∀x ∈ R−δ (x0) : f(x) < f(x0) + f ′(x0)(x− x0) a

∀x ∈ R+
δ (x0) : f(x) > f(x0) + f ′(x0)(x− x0),

nebo naopak
∀x ∈ R−δ (x0) : f(x) > f(x0) + f ′(x0)(x− x0) a

∀x ∈ R+
δ (x0) : f(x) < f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

Poznámka 7.48 Podmı́nka (ii) v definice inflexńıho bodu vypadá poněkud složitě. Má
ovšem velmi jednoduchý geometrický význam. Např. výrok

∃Rδ(x0) ∀x ∈ R−δ (x0) : f(x) < f(x0) + f ′(x0)(x− x0)

ř́ıká, že graf funkce na nějakém levém okoĺı bodu x0 lež́ı pod tečnou ke grafu funkce f v
bodě (x0, f(x0)).
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Věta 7.49. (nutná podmı́nka existence inflexe) Necht’ x0 je inflexńı bod funkce f : R→ R
a existuje f ′′(x0). Pak f ′′(x0) = 0.

D̊ukaz. (sporem) Předpokládejme, že naopak f ′′(x0) 6= 0. Uvažujme př́ıpad f ′′(x0) > 0
(př́ıpad f ′′(x0) < 0 se provede podobně). Pak

lim
x→x0

f ′(x)− f ′(x0)
x− x0

> 0

a odtud existuje Rδ(x0) takové, že pro všechna x ∈ Rδ(x0) plat́ı

f ′(x)− f ′(x0)
x− x0

> 0.

Odtud plyne, že je-li x ∈ R+
δ (x0), pak x− x0 > 0 a také f ′(x)− f ′(x0) > 0 a podobně je-li

x ∈ R−δ (x0), pak x− x0 < 0 a také f ′(x)− f ′(x0) < 0. Tedy

je-li x, y ∈ R−δ (x0), pak (f ′(y)− f ′(x0))(x− x0) > 0,

je-li x, y ∈ R+
δ (x0), pak (f ′(y)− f ′(x0))(x− x0) > 0.

}
(7.4)

Z předpoklad̊u vyplývá spojitost funkce f na celém Uδ(x0). Uvažujme libovolné x ∈ Rδ(x0).
Funkce f proto splňuje na intervalu s krajńımi body x0, x předpoklady Lagrangeovy věty,
tud́ıž existuje mezi těmito body ξ ∈ Rδ(x0) takové, že

f(x)− f(x0) = f ′(ξ)(x− x0).

Odtud plyne, že

f(x)− [f(x0)− f ′(x0)(x− x0)] = f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0)
= f ′(ξ)(x− x0)− f ′(x0)(x− x0) = (f ′(ξ)− f ′(x0))(x− x0) > 0,

kde posledńı nerovnost plyne z (7.4) a faktu, že je-li x ∈ R+
δ (x0), je také ξ ∈ R+

δ (x0) a
podobně, je-li x ∈ R−δ (x0) je také ξ ∈ R−δ (x0). Plat́ı tedy pro všechna x ∈ Rδ(x0) a pro
všechna x ∈ Rδ(x0) nerovnost

f(x) > f(x0) + f ′(x0)(x− x0),

která je ve sporu s předpokladem, že x0 je inflexńım bodem funkce f . 2

Poznámka 7.50 Funkce f může mı́t inflexńı body jen v nulových bodech f ′′ nebo bodech
v nichž druhá derivace neexistuje. Je-li ale f ′′(x0) = 0 neznamená to, že x0 je inflexńı bod
f , např. x0 = 0, f(x) = x4. Všimněte si analogie s lokálńımi extrémy.

Věta 7.51 (postačuj́ıćı podmı́nka existence inflexe). Necht’ f : R→ R má na Uδ(x0) druhou
derivaci. Plat́ı-li

∀x ∈ R−δ (x0) : f ′′(x) > 0 a ∀x ∈ R+
δ (x0) : f ′′(x) < 0,

nebo
∀x ∈ R−δ (x0) : f ′′(x) < 0 a ∀x ∈ R+

δ (x0) : f ′′(x) > 0,

pak x0 je inflexńı bod funkce f .
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D̊ukaz. V prvńım př́ıpadě je podle Věty 7.45 funkce f ryze konvexńı na R−δ (x0) a ryze
konkávńı na R+

δ (x0). Tedy pro všechna x ∈ R−δ (x0) plat́ı

f(x) > f(x0) + f ′(x0)(x− x0)

a pro všechna x ∈ R+
δ (x0) plat́ı

f(x) < f(x0) + f ′(x0)(x− x0),

tzn. x0 je inflexńı bod funkce f . 2

Věta 7.52 (postačuj́ıćı podmı́nka existence inflexe). Necht’ f : R → R má v bodě x0 třet́ı
derivaci. Je-li f ′′(x0) = 0, f ′′′(x0) 6= 0, pak x0 je inflexńı bod této funkce.

D̊ukaz. Necht’ f ′′(x0) = 0 a pro určitost f ′′′(x0) > 0. Pak

lim
x→x0

f ′′(x)− f ′′(x0)
x− x0

> 0,

tzn. existuje Rδ(x0) takové, že pro všechna x ∈ Rδ(x0) plat́ı

f ′′(x)

x− x0
> 0.

Pro každé x ∈ R+
δ (x0) plat́ı f ′′(x) > 0 a pro každé x ∈ R−δ (x0) plat́ı f ′′(x) < 0. Z Věty 7.51

plyne, že x0 je inflexńı bod funkce f . 2

Př́ıklad 7.53 Najděte inflexńı body funkce

f(x) = x4 − 6x2 + x+ 4.

Řešeńı. (podle Věty 7.51): Plat́ı

f ′(x) = 4x3 − 12x+ 1, f ′′(x) = 12x2 − 12 = 12(x2 − 1).

Druhá derivace je tedy kladná na intervalech (−∞,−1), (1,∞) a záporná na intervalu
(−1, 1). Ke změně znaménka druhé derivace docháźı v bodech −1 a 1, tzn. podle Věty 7.51
jde o inflexńı body.
(podle Věty 7.52): Plat́ı f ′′′(x) = 24x, tedy f ′′′(−1) = −24 6= 0 a f ′′′(1) = 24 6= 0. Podle
Věty 7.52 jsou body −1 a 1 inflexńımi body funkce f . ©

Věta 7.54. Necht’ f : R→ R má v x0 vlastńı nebo nevlastńı derivaci řádu n, n ∈ N. Necht’

f ′(x0) = f ′′(x0) = . . . = f (n−1)(x0) = 0, f (n)(x0) 6= 0.

Pak plat́ı

(i) je-li n sudé a

(a) je-li f (n)(x0) > 0, pak f je v x0 ryze konvexńı,

(b) je-li f (n)(x0) < 0, pak f je v x0 ryze konkávńı,

(ii) je-li n liché, pak f má v x0 inflexi.
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7.2.4 Asymptoty

Také nás zaj́ımá chováńı funkćı v hraničńıch bodech definičńıho oboru. Konkrétně nás
zaj́ımá, jestli se v takových bodech graf funkce nechová téměř lineárně – tedy zda graf
funkce v redukovaném okoĺı hraničńıch bod̊u definičńıho oboru téměř splývá s nějakou
př́ımkou – budeme j́ı ř́ıkat asymptota.

Definice 7.55 Má-li funkce f : R → R v bodě x0 ∈ R jednu z jednostranných limit
nevlastńı, pak př́ımku v rovnici x = x0 nazýváme vertikálńı asymptotou funkce f .

Př́ıklad 7.56 Funkce ln má vertikálńı asymptotu o rovnici x = 0 (osa y). Dále funkce tg
má dokonce nekonečné množstv́ı vertikálńıch asymptot: maj́ı rovnice x = π

2 + kπ, k ∈ Z.

Definice 7.57 Necht’ f : R → R je definována na intervalu (a,∞), kde a ∈ R (resp.
(−∞, b), kde b ∈ R). Př́ımku o rovnici y = kx + q nazýváme asymptotou (se směrnićı)
funkce f v bodě ∞ (resp. −∞), jestliže

lim
x→∞

[f(x)− (kx+ q)] = 0

(
resp. lim

x→−∞
[f(x)− (kx+ q)] = 0

)
.

Věta 7.58. Př́ımka o rovnici y = kx + q je asymptotou funkce f v bodě ∞ (resp. −∞)
právě tehdy, když existuj́ı vlastńı limity

k = lim
x→∞

f(x)

x
, q = lim

x→∞
[f(x)− kx],(

resp. k = lim
x→−∞

f(x)

x
, q = lim

x→−∞
[f(x)− kx]

)
.

D̊ukaz. Necht’ př́ımka o rovnice y = kx+ q je asymptotou funkce f v bodě ∞, kde k, q ∈ R,
tzn.

lim
x→∞

[f(x)− (kx+ q)] = 0,

Pak i

lim
x→∞

1

x
[f(x)− (kx+ q)] = 0,

tedy

lim
x→∞

[
f(x)

x
− k − q

x

]
= 0.

Odtud plyne

lim
x→∞

f(x)

x
= k.

Z rovnosti

lim
x→∞

[f(x)− (kx+ q)] = 0,

plyne také

lim
x→∞

(f(x)− kx) = q.
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x

y

√
1− x2

y = xy = −x

Obrázek 7.8: Graf funkce
√
x2 − 1 se svými asymptotami.

Necht’ naopak existuj́ı vlastńı limity

k = lim
x→∞

f(x)

x
, q = lim

x→∞
[f(x)− kx].

Pak

lim
x→∞

[f(x)− (kx+ q)] = lim
x→∞

[(f(x)− kx)− q] = q − q = 0,

tzn. y = kx+ q je rovnice asymptoty funkce f v bodě ∞. 2

Poznámka 7.59 Pokud některá z limit z Věty 7.58 neexistuje nebo je nevlastńı, pak
asymptota neexistuje.

Př́ıklad 7.60 Určete asymptoty (pokud existuj́ı) funkce

f(x) =
√
x2 − 1

v bodech ±∞.

Řešeńı. Funkce f je definována na množině (−∞,−1] ∪ [1,∞). Má tedy smysl pokoušet se
vyšetřit obě asymptoty se směrnici pro x→∞ i x→ −∞. Plat́ı

k = lim
x→∞

√
x2 − 1

x
= lim

x→∞

√
x2 − 1

x2
= 1,

a

q = lim
x→∞

(√
x2 − 1− x

)
= lim

x→∞

x2 − 1− x2√
x2 − 1 + x

= 0.

Tedy asymptota v bodě ∞ existuje a je dána rovnićı y = x. Dále plat́ı

k = lim
x→−∞

√
x2 − 1

x
= − lim

x→−∞

√
x2 − 1

x2
= −1,

a

q = lim
x→−∞

(√
x2 − 1 + x

)
= lim

x→−∞

x2 − 1− x2√
x2 − 1− x

= 0.

Tedy asymptota v bodě −∞ existuje a je dána rovnićı y = −x. Graf funkce s asymptotami
lze vidět na Obrázku 7.8. ©

Př́ıklad 7.61 Vyšetřete asymptoty funkce x2.
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Řešeńı. Tato funkce je definována na celém R a má proto smysl se ptát po asymptotách se
směrnićı pro x→ ±∞. Dostáváme

k = lim
x→∞

x2

x
=∞

a rovněž

k = lim
x→∞

x2

x
= −∞.

Funkce nemá žádnou asymptotu se směrnićı. ©

Př́ıklad 7.62 Vyšetřete asymptoty funkce ln.

Řešeńı. Tato funkce je definována na (0,∞) a má proto smysl se ptát po vertikálńı asymptotě
(která existuje a má rovnici x = 0) a asymptotě se směrnićı pro x→∞. Dostáváme

k = lim
x→∞

lnx

x
= 0 ∈ R,

což vypadá nadějně, ovšem

q = lim
x→∞

(lnx− 0 · x) =∞.

Funkce nemá žádnou asymptotu se směrnićı. ©

Věta 7.63. Necht’ pro f : R→ R existuje vlastńı limita

lim
x→∞

f(x) = q̃

(
resp. lim

x→−∞
f(x) = q̃

)
.

Pak y = q̃ je rovnice asymptoty funkce f pro x→∞ (resp. x→ −∞).

D̊ukaz. Podle Věty 7.58 stač́ı vypoč́ıtat limity

k = lim
x→∞

f(x)

x
=

q̃

∞
= 0

a

q = lim
x→∞

(f(x)− 0 · x) = lim
x→∞

f(x) = q̃.

Podle stejné věty je rovnice asymptoty y = q̃. 2

7.2.5 Doporučený postup vyšetřeńı pr̊uběhu funkce

V této chv́ıli už známe všechny d̊uležité pojmy potřebné k tomu, abychom si udělali dobrou
představu o pr̊uběhu funkce. Pr̊uběh funkce je doporučován provádět zhruba v následuj́ıćım
pořad́ı:

1. D(f), parita a periodicita (t́ım si lze v daľśım ušetřit práci),

2. spojitost f , body nespojitosti a jejich typ, limity v krajńıch bodech definičńıho oboru
a následně i asymptoty se směrnićı a vertikálńı asymptoty,
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3. f ′, D(f ′), podle znaménka f ′ urč́ıme intervaly monotonie a následně i body lokálńıch
extrémů (z Věty 7.34),

4. f ′′, D(f ′′), podle znaménka f ′′ urč́ıme intervaly konvexity/konkávity a následně i body
inflexe (z Věty 7.51),

5. funkčńı hodnoty ve význačných bodech (tzn. v bodech lok. extrémů a bodech inflexe
– v těch i hodnoty prvńı derivace),

6. načrtnut́ı grafu funkce f (popř. H(f)).

Př́ıklad 7.64 Vyšetřete pr̊uběh funkce

f(x) =
x2

x2 − 1
.

Řešeńı. (1): D(f) = R \ {±1}. Bod x = 0 je jediný nulový bod funkce. Protože D(f) je
symetrická množina vzhledem k nule, má smysl ptát se na paritu funkce. Plat́ı

f(−x) =
(−x)2

(−x)2 − 1
=

x2

x2 − 1
= f(x) ∀x ∈ D(f),

tedy funkce f je sudá. Neńı lichá ani periodická.
(2): Funkce je spojitá na intervalech (−∞,−1), (−1, 1), (1,∞). Funkce má nespojitosti v
bodech x = −1 a x = 1. Plat́ı

lim
x→1−

x2

x2 − 1
= −∞, lim

x→1+

x2

x2 − 1
=∞,

a př́ımo ze sudosti funkce lze určit, že

lim
x→−1−

x2

x2 − 1
=∞, lim

x→−1+

x2

x2 − 1
= −∞.

Tedy funkce f má v bodech x = 1, x = −1 nespojitosti druhého druhu. Nav́ıc z hodnot
limit plyne, že funkce f má vertikálńı asymptoty x = −1, x = 1.
(3): Plat́ı

f ′(x) = − 2x

(x2 − 1)2
,

D(f ′) = D(f). Urč́ıme, na jaké množině je funkce rostoućı, tj. řeš́ıme nerovnici f ′(x) > 0,
což je

2x

(x2 − 1)2
< 0.

Tato nerovnice je ekvivalentńı s
x < 0 ∧ x 6= −1.

Funkce je tedy rostoućı na intervalech (−∞,−1) a (−1, 0), klesaj́ıćı na (0, 1) a (1,∞)
(všimněme si, že intervaly monotónnosti a jejich typ souhlaśı se sudost́ı funkce). V bodě
x = 0 je funkce spojitá tedy nabývá v něm ostrého lokálńıho maxima, f(0) = 0.
(4): Plat́ı

f ′′(x) = 2
3x2 + 1

(x2 − 1)3
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x

y

−1 1

1

0

Obrázek 7.9: Graf funkce x2

x2−1 .

a zřejmě D(f ′′) = D(f). Urč́ıme na jaké množině je funkce konvexńı, tj. řeš́ıme nerovnici
f ′′(x) > 0, což je

2
3x2 + 1

(x2 − 1)3
> 0.

To je ekvivalentńı s
1

(x2 − 1)3
> 0,

což se dá zjednodušit na

x2 − 1 > 0

neboli

|x| > 1.

Funkce je tedy konvexńı na intervalech (−∞,−1) a (1,∞) a snadno se přesvědč́ıme, že je
konkávńı na intervalu (−1, 1). Funkce nemá inflexńı body (jediné možné inflexńı body –
vzhledem k nenulovosti druhé derivace – by byly x = 1 a x = −1 – v těch ovšem funkce
neńı definovaná).
(5): Hledáme asymptotu pro x→∞. Pokud existuje asymptota o rovnici y = kx+ q, pak

k = lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞

x

x2 − 1
= 0

a

q = lim
x→∞

(f(x)− kx) = lim
x→∞

x2

x2 − 1
= 1.

Tedy y = 1 je rovnice asymptoty funkce pro x → ∞. Ze sudosti funkce plyne, že y = 1 je
rovnice asymptoty funkce i pro x→ −∞. Z těchto údaj̊u již můžeme snadno načrtnout graf
funkce – viz Obrázek 7.9. ©

7.3 Globálńı (absolutńı) extrémy

Častou úlohou bývá vyšetřeńı největš́ı resp. nejmenš́ı funkčńı hodnoty funkce na nějaké
množině – takovým hodnotám ř́ıkáme globálńı extrémy.
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Definice 7.65 Necht’ f : R→ R, ∅ 6= M ⊂ D(f). Jestliže existuje x0 ∈M tak, že

f(x0) = max{f(x) : x ∈M} (f(x0) = min{f(x) : x ∈M}),

ř́ıkáme, že f nabývá v x0 globálńıho maxima (minima) na množině M . Souhrnně hovoř́ıme
o globálńıch extrémech funkce f na M .

Věta 7.66. Necht’ f : R→ R je spojitá na [a, b]. Pak f nabývá na [a, b] globálńıho extrému
a to bud’ v bodech lokálńıho extrému nebo v krajńıch bodech intervalu [a, b].

D̊ukaz. Podle Věty 5.82 nabývá funkce obou globálńıch extrémů na intervalu [a, b]. Necht’

f nabývá v x0 ∈ [a, b] globálńıho maxima. Zřejmě pak bud’ x0 = a, x0 = b nebo x0 ∈ (a, b).
Kdyby x0 ∈ (a, b), pak s ohledem na Definici 7.28 jde o bod lokálńıho maxima. Podobně
lze argumentovat pro globálńı minimum. 2

Poznámka 7.67 Má-li funkce f : R → R (spojitá na intervalu [a, b]) nav́ıc derivaci na
(a, b), pak může svých globálńıch extrémů nabýt pouze v bodech x = a, x = b nebo ve
stacionárńıch bodech. Z toho plyne postup při hledáńı globálńıch extrémů funkćı maj́ıćıch
derivaci: Vypočteme funkčńı hodnoty funkce f v bodech x = a, x = b a ve stacionárńıch
bodech. Pak urč́ıme jejich největš́ı a nejmenš́ı hodnotu – to jsou globálńı extrémy.

Př́ıklad 7.68 Z čtvercového kartonu o délce strany 18 cm jsou v roźıch vyř́ıznuty čtverce
a ze zbytku je sestrojena krabice ve tvaru hranolu. Jak velká muśı být strana vyřezaných
čtverc̊u, aby objem vzniklé krabice byl maximálńı?

Řešeńı. Necht’ x je délka jednoho z vyřezaných čtverc̊u (všechny tyto vyřezané čtverce jsou
samozřejmě stejně velké). Pak snadno spoč́ıtáme, že objem př́ıslušného hranolu bude roven
č́ıslu

x(18− 2x)(18− 2x) = x(18− 2x)2

přičemž pro x plat́ı 0 < x < 9. Definujeme funkci f předpisem f(x) = x(18 − 2x)2 na
intervalu [0, 9] a budeme hledat jej́ı největš́ı hodnotu (uzavřený interval bereme proto, že
podle Věty 7.66 globálńı maximum určitě existuje). Nepřekvaṕı nás, že f(0) = 0, f(9) = 0.
Dále

f ′(x) = 12(9− x)(3− x).

Dostáváme stacionárńı bod x = 3, f(3) = 432.
Závěr: Vystřihneme-li čtverce o délce stran 3 cm, dosáhneme maximálńıho objemu 432 cm3.

©
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Primitivńı funkce

V předchoźıch kapitolách jsme se kromě jiného dozvěděli, jak k zadané funkci určit jej́ı de-
rivaci. Uvažujme opačnou úlohu: Najděte funkci, jej́ı̌z derivace je zadaná funkce. Např́ıklad,
je-li zadaná funkce

f(x) = 2x, x ∈ R,

snadno uhodneme, že hledanou funkćı je

F (x) = x2, x ∈ R,

protože F ′(x) = f(x) pro všechna x ∈ R. Všimněme si, že řešeńı naš́ı úlohy neńı jediné. Je
j́ım také každá funkce

FC(x) = x2 + C, x ∈ R,

kde C je libovolné reálné č́ıslo.
Než p̊ujdeme dál, zd̊urazněme, že určeńı funkce F neńı jen taková matematická hř́ıčka.

Tato úloha se ukáže jako naprosto kĺıčová pro efektivńı řešeńı praktických úloh, zejména
určováńı obsah̊u rovinných obrazc̊u či objemů těles. Pomoćı ńı budeme schopni spoč́ıtat
přesný obsah r̊uzných rovinných obrazc̊u s

”
křivou hranićı“, např. budeme schopni odvodit

vzorec pro obsah kruhu.
Tato úloha je tak d̊uležitá, že pro jej́ı řešeńı máme název: primitivńı funkce.

8.1 Definice a základńı vlastnosti

Definice 8.1 Necht’ f, F : R → R, I ⊂ R je interval. Řekneme, že funkce F je primitivńı
k f na intervalu I, jestliže

∀x ∈ I : F ′(x) = f(x).

Poznámka 8.2

(a) Je-li x krajńım bodem intervalu I patř́ıćı do tohoto intervalu, pak výrazem F ′(x) se
v Definici 8.1 rozumı́ př́ıslušná jednostranná derivace.

(b) Z Definice 8.1 okamžitě plyne, že primitivńı funkce má derivaci a je tedy spojitá (na
př́ıslušném intervalu).

(c) Z Definice 8.1 také plyne, že je-li F primitivńı k f na intervalu I, je F primitivńı k f
také na každém podintervalu intervalu I (proč?).

239
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(d) Uvědomme si, že
”
funkce F je primitivńı k funkci f na intervalu I“ ř́ıká to samé co

výrok
”
funkce f je derivaćı funkce F na intervalu I“.

Po zavedeńı pojmu primitivńı funkce ihned vznikne několik otázek:

• Existuje pro každou funkci na libovolném intervalu primitivńı funkce?

• Pokud existuje, kolik jich je, a jak vypadaj́ı (jak je urč́ıme)?

V následuj́ıćım př́ıkladu odpov́ıme na prvńı otázku záporně.

Př́ıklad 8.3 Funkce sgn nemá na R primitivńı funkci (přesněji: na žádném intervalu, který
obsahuje nulu). Dokažte!

Řešeńı. Neexistence primitivńı funkce vlastně plyne z Věty 6.39 a faktu, že sgn neńı dar-
bouxovská. Pokud bychom Darbouxovu větu neznali, můžeme provést d̊ukaz sporem: Před-
pokládejme naopak, že F : R→ R je primitivńı funkce k sgn na R, tzn.

F ′(x) = sgnx, x ∈ R,

takže F ′(x) = 1 pro x > 0 a F ′(0) = 0. Podle Poznámky 8.2(b) je F spojitá na celém R.
Také proto funkce F splňuje předpoklady Lagrangeovy věty na intervalu [0, x] pro libovolné
x > 0. Tedy pro x > 0 existuje ξ(x) ∈ (0, x) (tzn. ξ(x) > 0) tak, že

F (x)− F (0) = F ′(ξ(x))(x− 0) = 1 · x = x.

Pak

F ′+(0) = lim
x→0+

F (x)− F (0)

x
= lim

x→0+

x

x
= lim

x→0+
1 = 1.

To je ale ve sporu s t́ım, že F ′+(0) = F ′(0) = 0. ©

Poznámka 8.4 Jak se dozv́ıme v kapitole 9 (Věta 9.52), každá funkce má primitivńı funkci
na každém intervalu, na kterém je spojitá. Neńı proto náhodou, že neexistenci primitivńı
funkce k funkci sgn jsme dokázali předevš́ım kv̊uli jej́ı nespojitosti v bodě 0. To ale nezna-
mená, že nespojitá funkce nemůže mı́t primitivńı funkci.

Př́ıklad 8.5 Uvažujme funkci

F (x) =

{
x2 sin 1

x , pro x ∈ R \ {0},
0, pro x = 0.

Pak pro x 6= 0 plat́ı

F ′(x) = 2x sin
1

x
+ x2 cos

1

x

(
− 1

x2

)
= 2x sin

1

x
− cos

1

x
,

a

F ′(0) = lim
x→0

x2 sin 1
x

x
= lim

x→0
x sin

1

x
= 0.

Odtud vid́ıme, že funkce F je primitivńı k

f(x) =

{
2x sin 1

x − cos 1
x , pro x 6= 0,

0, pro x = 0

na R. Přitom f neńı spojitá v bodě 0 (ověřte!). ©
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Co se týče otázky množstv́ı primitivńıch funkćı, odpověd’ nám dává následuj́ıćı věta.

Věta 8.6.

(a) Necht’ F je primitivńı k f na intervalu I, C ∈ R. Pak funkce F +C je také primitivńı
k f na I.

(b) Jsou-li F , G primitivńı k f na intervalu I, pak F −G je konstantńı na I, neboli

∃C ∈ R ∀x ∈ I : F (x) = G(x) + C.

D̊ukaz. ad (a): Uvažujme primitivńı funkci F k f na intervalu I a C ∈ R je libovolné reálné
č́ıslo. Pak plat́ı

(F (x) + C)′ = F ′(x) + 0 = F ′(x) = f(x) pro všechna x ∈ I,

tzn. F + C je primitivńı k f na I.
ad (b): Uvažujme dvě funkce F , G, které jsou primitivńı k f na intervalu I. Označme
H = F −G. Pak

H ′(x) = (F (x)−G(x))′ = F ′(x)−G′(x) = f(x)− f(x) = 0 pro všechna x ∈ I.

Dokažme, že H je konstantńı na I. Necht’ x, x̃ ∈ I, x < x̃ jsou libovolné. Protože H splňuje
na intervalu [x, x̃] předpoklady Lagrangeovy věty, pak podle ńı existuje ξ ∈ (x, x̃) tak, že

H(x′)−H(x) = H ′(ξ)(x̃− x) = 0,

kde jsme využili faktu, že H má na I nulovou derivaci. Tedy H(x) = H(x̃) pro libovolnou
dvojici bod̊u x, x̃ ∈ I, což znamená, že H je konstantńı funkce na I. 2

Odtud dostáváme téměř úplnou odpověd’ na otázku množstv́ı primitivńıch funkćı a jejich
předpisu.

Důsledek 8.7. Má-li funkce f na intervalu I primitivńı funkci F , pak každá daľśı primitivńı
funkce k f na I má předpis

FC(x) = F (x) + C, x ∈ I,

kde C ∈ R (ř́ıkáme, že libovolné dvě primitivńı funkce k téže funkci na tomtéž intervalu jsou
stejné až na aditivńı konstantu).

Vzhledem k Důsledku 8.7 má daná funkce na daném intervalu nekonečné množstv́ı
primitivńıch funkćı (a nebo nemá žádnou primitivńı funkci). Pro množinu všech primitivńıch
funkćı máme název: neurčitý integrál.

Poznámka 8.8

(a) V d̊ukazu Věty 8.6(b) jsme potřebovali, aby I byl interval. Tento předpoklad nelze
vynechat. Uvažujme množinu I = (0, 1)∪ (1, 2) (nejde o interval) a dvě funkce na této
množině definované:

F (x) = 0, x ∈ I, G(x) =

{
1, x ∈ (0, 1),

0, x ∈ (1, 2).
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Vid́ıme, že F ′(x) = G′(x) = 0 pro všechna x ∈ I. Vid́ıme, že obě funkce maj́ı stejnou
derivaci (tedy F a G jsou primitivńı k nulové funkci na obou intervalech (0, 1) a (1, 2)).
Jejich rozd́ıl ale neńı konstantńı funkce! Z toho d̊uvodu primitivńı funkce definujeme
pouze na intervalech.

(b) Z Důsledku 8.7 plyne, že množina primitivńıch funkćı k f na I je bud’ prázdná nebo
nekonečná. V druhém př́ıpadě jde pak o množinu

{FC ; C ∈ R},

nazýváme ji neurčitým integrálem funkce f a znač́ıme ji∫
f(x) dx.

(c) Protože neurčitý integrál je množina funkćı lǐśıćıch se o aditivńı konstantu, známe-li
jednu z primitivńıch funkćı (kteroukoliv) známe pak i celý neurčitý integrál. Proto se
pro jednoduchost zápisu vžilo stejným symbolem označovat také jednu z primitivńıch
funkćı. Ještě jednou: symbol ∫

f(x) dx

budeme použ́ıvat pro označeńı jedné z primitivńıch funkćı k funkci f na daném inter-
valu.

(d) Předpis primitivńı funkce stač́ı určovat pouze na otevřeném intervalu. Totiž, je-li
např́ıklad funkce F primitivńı funkćı k funkci f na otevřeném intervalu (a, b) a v́ıme,
že funkce f má primitivńı funkci dokonce na celém intervalu [a, b], pak vzhledem
k Poznámce 8.2(b) muśı být tato primitivńı funkce spojitá na celém [a, b]. Odtud
plyne, že funkce

F1(x) =


F (x) pro x ∈ (a, b),

lim
x→a+

F (x) pro x = a,

lim
x→b−

F (x) pro x = b

je primitivńı k f na [a, b]. Stručně řečeno, najdeme-li předpis primitivńı funkce pouze
na otevřeném intervalu (a, b) (a v́ıme, že tato existuje na celém [a, b]), stač́ı ji spojitě
dodefinovat na [a, b].

(e) Procesu hledáńı primitivńı funkce ř́ıkáme integrace.

8.2 Základńı metody integrace

Jak ke konkrétńı funkci na konkrétńım intervalu nalézt primitivńı funkci? Neńı to už tak
jednoduché jako nalézt derivaci funkce. Jde vlastně o inverzńı proces k derivováńı. Naši
cestu k hledáńı primitivńıch funkćı rozděĺıme do několika fáźı. Postupně si ukážeme jak
integrovat

• některé elementárńı funkce,

• součet, rozd́ıl funkćı a násobek funkce a konstanty,
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• součin funkćı,

• složenou funkci.

Bohužel na posledńı dva př́ıpady nebudeme mı́t k dispozici tak jednoduché postupy jako
tomu bylo u derivováńı.

Nejprve nalezněme primitivńı funkce k vybraným elementárńım funkćım – to provedeme
s pomoćı vzorc̊u pro derivováńı. V následuj́ıćı př́ıkladech ukážeme pár odvozeńı.

Př́ıklad 8.9 Nalezněte všechny primitivńı funkce k nulové funkci na intervalu R.

Řešeńı. Vı́me, že

(0)′ = 0.

Podle Důsledku 8.7 plat́ı ∫
0 dx = C, C ∈ R. ©

Př́ıklad 8.10 Nalezněte všechny primitivńı funkce k funkci

f(x) = 1, x ∈ R

na R.

Řešeńı. Z tabulky derivaćı elementárńıch funkćı snadno zjist́ıme

(x)′ = 1, x ∈ R

Proto podle Důsledku 8.7 dostáváme∫
1 dx = x+ C, C ∈ R.

Poznamenejme, že mı́sto
∫

1 dx se často zkráceně ṕı̌se jen
∫

dx. ©

Př́ıklad 8.11 Nalezněte všechny primitivńı funkce k funkci

xn, x ∈ R,

kde n ∈ N.

Řešeńı. Zřejmě plat́ı

(xn+1)′ = (n+ 1)xn, ∀x ∈ R

a snadno uhádneme, že (
xn+1

n+ 1

)′
= xn, ∀x ∈ R.

Podle Důsledku 8.7 tedy plat́ı∫
xn dx =

xn+1

n+ 1
+ C, C ∈ R. ©
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Př́ıklad 8.12 Nalezněte všechny primitivńı funkce k funkci

xα, x ∈ (0,∞),

kde α ∈ R.

Řešeńı. Inspirováni Př́ıkladem 8.11 snadno uhádneme, že(
xα+1

α+ 1

)′
= xα,

pro každé x > 0 a α 6= −1. Pro některé hodnoty parametru α je interval, na kterém
dostáváme primitivńı funkci širš́ı, viz Poznámku 4.52(iv). Pro α 6= −1 je∫

xα dx =
xα+1

α+ 1
+ C, C ∈ R

na každém intervalu, který je podmnožinou definičńıho oboru funkce xα.
Pod́ıvejme se na př́ıpad α = −1. Máme naj́ıt primitivńı funkci k funkci 1/x. Jelikož jej́ı
definičńı obor neńı interval, muśıme hledat primitivńı funkci k této funkci zvlášt’ na intervalu
(−∞, 0) a na intervalu (0,∞). Opět pohled do tabulky derivaćı elementárńıch funkćı nám
prozrad́ı, že

(lnx)′ =
1

x
, ∀x ∈ (0,∞).

Tedy podle Důsledku 8.7 máme∫
1

x
dx = lnx+ C, C ∈ R

na intervalu (0,∞).
Ted’ se pod́ıváme na primitivńı funkci na intervalu (−∞, 0). Plat́ı

(ln(−x))′ =
1

−x
(−1) =

1

x
, ∀x ∈ (−∞, 0),

tedy podle Věty 8.6 máme ∫
1

x
dx = ln(−x) + C, C ∈ R

na intervalu (−∞, 0).
Dohromady ṕı̌seme ∫

x−1 dx = ln |x|+ C, C ∈ R,

a chápeme takto: Funkce s předpisem ln |x| + C je primitivńı k funkci x−1 na intervalech
(−∞, 0) a (0,∞). ©

Př́ıklad 8.13 Nalezněte všechny primitivńı funkce k funkci

ax, x ∈ R,

kde a > 0 a a 6= 1.



8.2. ZÁKLADNÍ METODY INTEGRACE 245

Řešeńı. Z tabulky derivaćı elementárńıch funkćı snadno zjist́ıme, že

(ax)′ = ax ln a, ∀x ∈ R.

Protože ln a je nenulová konstanta, pak(
ax

ln a

)′
= ax, ∀x ∈ R.

Odtud a z Důsledku 8.7 plyne, že∫
ax dx =

ax

ln a
+ C, C ∈ R.

©

Př́ıklad 8.14 Nalezněte všechny primitivńı funkce k funkci

sinx, x ∈ R.

Řešeńı. Opět z tabulky derivaćı elementárńıch funkćı snadno zjist́ıme, že

(cosx)′ = − sinx, ∀x ∈ R.

Odtud
(− cosx)′ = −(− sinx) = sinx, ∀x ∈ R,

tedy podle Důsledku 8.7 plat́ı∫
sinx dx = − cosx+ C, C ∈ R.

Podobně urč́ıme předpis primitivńı funkce k funkci kosinus na R. ©

Poznámka 8.15 Podobně můžeme odvodit či uhádnout předpisy primitivńıch funkćı k některým
daľśım elementárńım funkćım (kontrolu lze provést pouhým zderivováńım):

1.
∫

0 dx = C,

2.
∫
xα dx = xα+1

α+1 + C, pro α ∈ R, α 6=
−1,

3.
∫
x−1 dx = ln |x|+ C,

4.
∫

ex dx = ex + C,

5.
∫
ax dx = ax

ln a + C, pro a > 0, a 6= 1,

6.
∫

cosx dx = sinx+ C,

7.
∫

sinx dx = − cosx+ C,

8.
∫

dx
cos2 x

= tg x+ C,

9.
∫

dx
sin2 x

= − cotg x+ C,

10.
∫

dx√
1−x2 = arcsinx+ C,

11.
∫

dx
x2+1

= arctg x+ C,

12.
∫

shx dx = chx+ C,

13.
∫

chx dx = shx+ C,

14.
∫

dx
sh2 x

= − cotghx+ C,

15.
∫

dx
ch2 x

= tghx+ C,

16.
∫

dx√
x2+1

= ln(x+
√
x2 + 1) + C,

17.
∫

dx
1−x2 = 1

2 ln
∣∣∣1+x1−x

∣∣∣+ C,

18.
∫ f ′(x)

f(x) dx = ln |f(x)|+ C,
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19.
∫
f(ax+ b) dx = 1

aF (ax+ b) + C, je-li a, b ∈ R,
∫
f(x) dx = F (x),

Jsou zde uvedeny předpisy primitivńıch funkćı na takových intervalech, na kterých jsou
integrované funkce definované.

Pochopitelně se setkáme i s potřebou naj́ıt primitivńı funkce k daľśım funkćım. Potřebujeme
k tomu znát daľśı vlastnosti primitivńıch funkćı a metody jejich výpočtu. Jak uvid́ıme, naj́ıt
primitivńı funkci nebude tak př́ımočaré jako naj́ıt derivaci funkce.

Věta 8.16 (linearita integrace). Necht’ f, g, F,G : R → R, F , G jsou primitivńı k f , g na
intervalu I a α, β ∈ R. Pak αF + βG je primitivńı k αf + βg na I, neboli∫

(αf(x) + βg(x)) dx = α

∫
f(x) dx+ β

∫
g(x) dx.

D̊ukaz. Tvrzeńı věty snadno plyne z linearity derivace. Totiž, za uvedených předpoklad̊u
snadno pomoćı Důsledku 6.21 dostáváme

(αF (x) + βG(x))′ = αF ′(x) + βG′(x) = αf(x) + βg(x) pro všechna x ∈ I,

tedy podle definice je αF + βG primitivńı k αf + βg na I. 2

Matematickou indukćı snadno dokážeme následuj́ıćı větu.

Věta 8.17. Necht’ f1, . . . , fn, F1, . . . , Fn : R → R, F1, . . . , Fn jsou po řadě primitivńı
k f1, . . . , fn na intervalu I, c1, . . . , cn ∈ R, n ∈ N. Pak c1F1 + . . . + cnFn je primitivńı
k c1f1 + . . .+ cnfn na I, neboli∫

c1f1(x) + . . .+ cnfn(x) dx = c1

∫
f1(x) dx+ . . .+ cn

∫
fn(x) dx.

Ukažme si jej́ı použit́ı.

Př́ıklad 8.18 Určete předpis funkce∫
(1 + 5x2 − 3x3) dx.

Řešeńı. Plat́ı∫
(1 + 5x2 − 3x3) dx =

∫
1 dx+ 5

∫
x2 dx− 3

∫
x3 dx = x+

5x3

3
− 3x4

4
+ C

na R, C ∈ R, kde jsme prvńı rovnost dostali z Věty 8.17 a druhou rovnost z Poznámky 8.15
(vzorec č́ıslo 2). ©

Jak je to s integraćı součinu funkćı? Na výpočet primitivńı funkce součinu dvou funkćı
bohužel vzorec neexistuje. Můžeme si ale pomoci následuj́ıćı úvahou: Uvažujme dvě funkce
u, v : R→ R maj́ıćı na intervalu I derivace u′, v′. Pak

(uv)′ = u′v + uv′ na I,
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tzn. uv je primitivńı k funkci u′v + uv′, což můžeme zapsat jako (budeme vynechávat
argumenty x)

uv =

∫
(u′v + uv′) dx.

Podle Věty 8.16 pak

uv =

∫
u′v dx+

∫
uv′ dx

a tedy ∫
uv′ dx = uv −

∫
u′v dx.

Posledńı rovnost ř́ıká, že rozd́ıl funkce uv a primitivńı funkce k funkci u′v je primitivńı k
funkci uv′, ř́ıkáme j́ı metoda integrace per partes (po částech). Zformulujme tento poznatek
v následuj́ıćı větě.

Věta 8.19. (integrace per partes) Necht’ u, v : R → R maj́ı na intervalu I derivace u′, v′.
Je-li F : R→ R primitivńı k u′v na I, pak uv − F je primitivńı k uv′ na I, neboli∫

u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)−
∫
u′(x)v(x) dx.

D̊ukaz. Plat́ı (uv − F )′ = u′v + uv′ − F ′ = u′v + uv′ − u′v = uv′ na I. 2

Pod́ıváme-li se na tento
”
vzorec“, vid́ıme, že neńı úplně takový, jak bychom si přáli.

Pouze převád́ı problém nalezeńı primitivńı funkce k funkci uv′ na problém nalezeńı pri-
mitivńı funkce k funkci u′v. Pokud Větu 8.19 použijeme bez přemýšleńı, můžeme naopak
výpočet zhoršit (takzvaně z louže pod okap), viz Př́ıklad 8.20(a).

Př́ıklad 8.20 Vypočtěte

(a)

∫
xex dx,

(b)

∫
Pn(x)ex dx,

(c)

∫
Pn(x) cosx dx,

(d)

∫
xk lnn x dx,

(e)

∫
lnx dx,

(f)

∫
Pn(x) arctg x dx,

(g)

∫
ex sinx dx,

(h)

∫
dx

(x2 + a2)n
,

kde k, n ∈ N, Pn je polynom stupně n ∈ N, a ∈ R, a > 0.

Řešeńı. ad (a): Jde o nalezeńı primitivńı funkce k funkci ve tvaru součinu. Metoda integrace
per partes nám dává na výběr – jednu funkci polož́ıme jako funkci u a druhou jako v′.
Nevhodnou volbou můžeme situaci ještě zhoršit. Ukažme nejprve nevhodnou volbu: Zvoĺıme

u(x) = ex, v′(x) = 1.

Pak u′(x) = ex a např. v(x) = x2/2 (nebo v(x) = x2/2 + C, kde C je jakákoliv vhodná
konstanta – my jsme vzali C = 0). Výpočet zapisujeme takto∫

xex dx =

[
u = ex u′ = ex

v′ = x v = x2

2

]
=
x2

2
ex −

∫
x2

2
ex dx.



248 KAPITOLA 8. PRIMITIVNÍ FUNKCE

Vid́ıme, že ted’ máme integrovat něco ještě složitěǰśıho – tato cesta nikam nevede! Ukažme
nyńı správnou volbu funkćı u a v′:∫

xex dx =

[
u = x u′ = 1
v′ = ex v = ex

]
= xex −

∫
ex dx = xex − ex + C, C ∈ R.

Základ úspěchu spoč́ıval v tom, že jsme u a v′ volili tak, abychom již byli schopni primitivńı
funkci k u′v určit, nebo alespoň abychom situaci zjednodušili.
ad (b): Úvaha je podobná jako v předchoźım př́ıpadě. Správná volba je taková, že bu-
deme derivovat polynom Pn, protože bychom měli vědět, že derivace polynomu je polynom
o jedničku nižš́ıho stupně. Tedy∫

Pn(x)ex dx =

∣∣∣∣u = Pn(x) u′ = P ′n(x) =: Pn−1(x)
v′ = ex v = ex

∣∣∣∣
= Pn(x)ex −

∫
Pn−1(x)ex dx,

kde Pn−1 je polynom stupně n − 1. Stoj́ıme tedy před podobným problémem, který také
podobně vyřeš́ıme – opět metodou per partes. Zvoĺıme u = Pn−1 a v′ = ex. Tento po-
stup opakujeme, až zderivujeme polynom na konstantu. V té chv́ıli stač́ı použ́ıt Větu 8.16
a vzorec 4 z Poznámky 8.15.
ad (c): Opět voĺıme metodu per partes. Derivovat budeme polynom, integrovat budeme
kosinus, tzn. u = Pn, v′ = cos. Problém převedeme na úlohu hledáńı primitivńı funkce∫

P ′n(x) sinx dx.

To zase řeš́ıme metodou integrace per partes tak, abychom snižovali derivováńım stupeň
polynomu, tzn. derivujeme polynom, integrujeme sinus.
ad (d): Zde vid́ıme opět funkci ve tvaru součinu. Protože funkci lnn x integrovat neumı́me,
budeme muset zvolit konfiguraci u(x) = lnn x a v′(x) = xk. Plat́ı∫

xk lnn x dx =

∣∣∣∣∣u = lnn x u′ = n lnn−1 x
x

v′ = xk v = xk+1

k+1

∣∣∣∣∣ =
xk+1 lnn x

k + 1
− n

k + 1

∫
xk lnn−1 x dx.

Jestliže n = 1, pak výpočet konč́ıme použit́ım vzorce 2 z Poznámky 8.15. Pokud n > 1,
opakujeme náš postup do té doby než sńıž́ıme mocninu logaritmu na nulu a můžeme použ́ıt
vzorec 2 z Poznámky 8.15.
ad (e): Jde vlastně o funkci, jej́ıž funkčńı předpis bychom očekávali v základńı tabulce
vzorc̊u. Bohužel neńı tak jednoduché předpis uhádnout. Úlohu vyřeš́ıme metodou per partes.
Naše úvaha spoč́ıvá v tom, že se na lnx můžeme d́ıvat jako na součin 1 · lnx. Máme tedy∫

lnx dx =

∣∣∣∣u = lnx u′ = 1
x

v′ = 1 v = x

∣∣∣∣ = x lnx−
∫

1 dx = x lnx− x+ C.

ad (f): Pokud máme vyřešit tento př́ıklad metodou integrace per partes, budeme muset volit
za u funkci arctg, protože v opačném př́ıpadě bychom museli zjistit jej́ı primitivńı funkci,
což v této chv́ıli neumı́me. Nutně tedy∫

Pn(x) arctg x dx =

∣∣∣∣u = arctg x u′ = 1
1+x2

v′ = Pn(x) v =
∫
Pn(x) dx = Pn+1(x)

∣∣∣∣
= Pn+1(x) arctg x−

∫
Pn+1(x)

1 + x2
dx,



8.2. ZÁKLADNÍ METODY INTEGRACE 249

kde Pn+1 je polynom stupně n+1. Funkci Pn+1(x)/(1+x2) budeme integrovat tak, že nejprve
provedeme pod́ıl (s př́ıpadným zbytkem). Výsledek je tedy prim. funkce k polynomu (který
hravě zintegrujeme – viz Př́ıklad 8.18) a zbytek, což je obecně

∫
Ax+B

1 + x2
dx,

kde A,B ∈ R jsou nějaké konkrétńı konstanty. Tento výraz uprav́ıme s využit́ım Věty 8.16
na ∫

Ax+B

1 + x2
dx = A

∫
x

1 + x2
dx+B

∫
dx

1 + x2
.

Uhádnut́ım nebo s pomoćı 1. věty o substituci (o ńı jsme ještě nemluvili, je to Věta 8.21)
máme ∫

x

1 + x2
dx =

1

2
ln(1 + x2)

a předpis druhé primitivńı funkce vid́ıme hned ze vzorce č́ıslo 11 z Poznámky 8.15.

ad (g): Pod́ıváme-li se na předchoźı př́ıklady, budeme chv́ıli váhat, než učińıme konkrétńı
volbu. Derivováńım i integrováńım funkce exponenciálńı dostáváme ji samotnou a deri-
vováńım i integrováńım funkce sinus budeme pořád dostávat plus/mı́nus funkci sinus a ko-
sinus. Takže to vypadá, že by se náš výpočet dostal do nekonečné smyčky, ze které řešeńı
neźıskáme. Tato primitivńı funkce se hledá opakovaným použit́ım metody integrace per par-
tes a to tak, že v obou př́ıpadech se za funkci u vezme goniometrická (sinus nebo kosinus)
a za v′ se vezme exponenciálńı (nebo přesně naopak). Plat́ı tedy

∫
ex sinx dx =

∣∣∣∣u = sinx u′ = cosx
v′ = ex v = ex

∣∣∣∣ = ex sinx−
∫

ex cosx dx

=

∣∣∣∣u = cosx u′ = − sinx
v′ = ex v = ex

∣∣∣∣ = ex sinx− ex cosx−
∫

ex sinx dx

Dostali jsme tedy rovnost

∫
ex sinx dx = ex sinx− ex cosx−

∫
ex sinx dx.

K oběma stranám této rovnosti přičteme
∫

ex sinx dx a poděĺıme ji dvěma. Je potřeba
připomenout, že symbol

∫
ex sinx dx je jen jedna z primitivńıch funkćı k funkci ex sinx,

tzn. na levé a na pravé straně může tento symbol znamenat jinou funkci! Naštěst́ı to nevad́ı
(proč?). Dostáváme kýžený výsledek

∫
ex sinx dx =

ex

2
(sinx− cosx).

ad (h): Podobně jako v př́ıkladu (e) si integrovanou funkci představ́ıme jako vynásobenou
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jedničkou, tzn.

Fn(x) =

∫
dx

(x2 + a2)n
=

∣∣∣∣u = (x2 + a2)−n u′ = −n(x2 + a2)−n−12x
v′ = 1 v = x

∣∣∣∣
=

x

(x2 + a2)n
+ 2n

∫
x2 dx

(x2 + a2)n+1

=
x

(x2 + a2)n
+ 2n

∫
x2 + a2 − a2

(x2 + a2)n+1
dx

=
x

(x2 + a2)n
+ 2n

∫
dx

(x2 + a2)n
− 2na2

∫
dx

(x2 + a2)n+1

=
x

(x2 + a2)n
+ 2nFn(x)− 2na2Fn+1(x).

Po úpravě dostáváme rekurentńı vzorec

Fn+1(x) =
x

2na2(x2 + a2)n
+

1

a2

(
1− 1

2n

)
Fn(x)

pro všechna n ∈ N. Máme-li tedy vypoč́ıtat F4(x) aplikujeme pro n = 3 źıskaný vzorec,
kde se na pravé straně objev́ı ovšem F3(x). Na to aplikujeme stejný vzorec ale pro n = 2.
Takto postupujeme až do chv́ıle, kdy se nám vyskytuje na pravé straně F1(x), tzn. zbývá
ještě určit

F1(x) =

∫
dx

x2 + a2
.

Pomoćı 1. věty o substituci (viz dále Př́ıklad 8.23(c)) zjist́ıme, že

F1(x) =
1

a
arctg

x

a
. ©

Také bychom rádi integrovali složené funkce. Podobně jako tomu bylo u součinu, žádný
jednoduchý vzorec neexistuje. Budeme mı́t k dispozici tzv. dvě věty o substituci.

Věta 8.21 (1. věta o substituci). Necht’ F je primitivńı funkce k funkci f na intervalu
I ⊂ R, ϕ : R → R má na intervalu J ⊂ R derivaci a ϕ(J) ⊂ I. Pak F ◦ ϕ je primitivńı
k (f ◦ ϕ) · ϕ′ na J neboli∫

f(ϕ(x))ϕ′(x) dx =

∫
f(t) dt

∣∣∣∣
t=ϕ(x)

, x ∈ J.

D̊ukaz. Předpokládáme, že
F ′(t) = f(t) ∀t ∈ I.

Z předpokladu ϕ(J) ⊂ I plyne, že F ◦ϕ a f ◦ϕ jsou definované na celém intervalu J . Podle
věty o derivaci složené funkce plat́ı

(F ◦ ϕ)′(x) = F ′(ϕ(x))ϕ′(x) = f(ϕ(x))ϕ′(x) ∀x ∈ J.

T́ım je dokázáno, že F ◦ ϕ je primitivńı k funkci (f ◦ ϕ) · ϕ′ na I, neboli∫
f(ϕ(x))ϕ′(x) dx = F (ϕ(x)), x ∈ J. 2
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Poznámka 8.22

• Ve Větě 8.21 je z praktických d̊uvod̊u výhodněǰśı mı́sto F psát
∫
f(t) dt (bohužel se

zde nevyhneme zápisu jej́ı proměnné, kterou jsme označili jako t). Následně funkčńı
hodnotu funkce F v bodě ϕ(x) (tzn. výraz F (ϕ(x))) zapisujeme symbolem∫

f(t) dt

∣∣∣∣
t=ϕ(x)

.

• Vzorce 18 a 19 z Poznámky 8.15 lze odvodit pomoćı Věty 8.21, ale ověřit jejich platnost
lze prostým zderivováńım.

Př́ıklad 8.23 Nalezněte funkčńı předpisy primitivńıch funkćı

(a)

∫
xe−x

2
dx, (b)

∫
cos2 x dx, (c)

∫
dx

x2 + a2
,

kde a ∈ R, a > 0.

Řešeńı. ad (a): Vid́ıme, že integrovaná funkce je ve tvaru součinu, takže začátečńık by
pravděpodobně nejdř́ıve sáhl po metodě integrace per partes (zkuste to). Správnou volbou
v tomto př́ıpadě je ale věta o substituci (Věta 8.21). Položme

f(t) = et, t ∈ I = R, ϕ(x) = −x2, x ∈ J = R.

V tom př́ıpadě

f(ϕ(x))ϕ′(x) = e−x
2
(−2x) = −2xe−x

2
, x ∈ R,

což ale neńı přesně funkce, k ńıž hledáme primitivńı funkci. To ale nemuśı být d́ıky Větě 8.16
žádný problém. Plat́ı totiž ∫

xe−x
2

dx = −1

2

∫
e−x

2
(−2x) dx.

Můžeme pak použ́ıt Větu 8.21, tzn. ṕı̌seme

−1

2

∫
e−x

2
(−2x) dx = −1

2

∫
et dt

∣∣∣∣
t=−x2

.

Podle vzorce 4 z Poznámky 8.15 plat́ı

−1

2

∫
et dt

∣∣∣∣
t=−x2

= −1

2
et
∣∣∣∣
t=−x2

= −1

2
e−x

2

a konečně máme výsledek. Takto rozvláčným zp̊usobem ovšem nepoč́ıtáme. Tento výpočet
by sṕı̌s ve sb́ırce řešených př́ıklad̊u vypadal nějak takto∫

xe−x
2

dx =

∣∣∣∣ t = −x2
dt = −2xdx

∣∣∣∣ = −1

2

∫
et dt = −1

2
et + C = −1

2
e−x

2
+ C.

Ve skutečnosti jde o velmi jednoduchý př́ıklad, který by již měl trénovaný student vypoč́ıtat
triviálně, tzn. řešeńı by měl uhádnout.



252 KAPITOLA 8. PRIMITIVNÍ FUNKCE

ad (b): Šlo by použ́ıt metodu integrace per partes, ale rychleǰśı bude použit́ı prvńı věty
o substituci. Pouze je třeba si pamatovat goniometrický vzoreček

∀α ∈ R : cos2 α =
1 + cos 2α

2
.

Můžeme tedy psát∫
cos2 x dx =

1

2

∫
(1 + cos 2x) =

1

2

∫
1 dx+

1

2

∫
cos 2xdx.

Prvńı primitivńı funkci vypočteme okamžitě ze vzorečku 2 z Poznámky 8.15 a na výpočet
toho druhého použijeme prvńı větu o substituci. Následuje jen zkrácený zápis výpočtu:∫

cos 2xdx =

∣∣∣∣ t = 2x
dt = 2 dx

∣∣∣∣ =
1

2

∫
cos 2x · 2 dx =

1

2

∫
cos t dt =

1

2
sin t =

1

2
sin 2x.

Dohromady tedy máme ∫
cos2 x dx =

1

2
x+

1

4
sin 2x+ C,

kde C ∈ R je libovolná konstanta.
ad (c): Integrovaná funkce by nám mohla připomı́nat vzorec 11 z Poznámky 8.15, tzn.
výsledkem by byl nějaký arkustangens. To nám ale komplikuje parametr a. Rádi bychom
měli mı́sto něj jedničku. Neńı nic jednodušš́ıho, než konstantu vytknout před integračńı
znameńı, plat́ı totiž ∫

dx

x2 + a2
=

1

a2

∫
dx

x2

a2
+ 1

.

Na prvńı pohled se může jevit, že jsme si moc nepomohli. Ale plat́ı

x2

a2
=
(x
a

)2
,

což nás může inspirovat k lineárńı substituci

t =
x

a
, dt =

1

a
dx.

Plat́ı ∫
dx

x2 + a2
=

1

a2

∫
dx

x2

a2
+ 1

=
1

a2
a

1

∫ 1
a dx(
x
a

)2
+ 1

=
1

a

∫
dt

t2 + 1

=
1

a
arctg t+ C =

1

a
arctg

x

a
+ C.

©

Poznámka 8.24 Při meditováńı nad nejvhodněǰśım (nebo alespoň správným) zp̊usobem
řešeńı Př́ıkladu 8.23(a) nás mohla napadnout metoda integrace per partes (asi pro u(x) =
e−x

2
, v′(x) = x), ale to se ukáže jako slepá ulička. Při úvahách nad použit́ım věty o substituci

je potřeba mı́t tip na funkci ϕ. Zde to je celkem jednoduché, téměř se to nab́ıźı:

ϕ(x) = −x2,
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a to proto, že pak se výraz e−x
2

zjednoduš́ı na et. To ale ještě neznamená, že substituci
lze úspěšně použ́ıt. Jej́ı použit́ı je umožněno t́ım, že ϕ′(x) = −2x se vyskytuje v integro-
vané funkci (až na multiplikativńı konstantu −2, tu lze libovolně vytýkat před integračńı
znameńı). Např. na celkem nevinně vyhĺıžej́ıćı př́ıklad∫

e−x
2

dx

zmı́něnou substituci nelze úspěšně použ́ıt – právě proto, že tam neńı výraz ϕ′(x) (pro ϕ(x) =
−x2). Dokonce bylo dokázáno, že jej́ı primitivńı funkce (ačkoliv existuje) se nedá zapsat
pomoćı elementárńıch funkćı. Tedy hledáńı předpisu takovéto funkce je předem odsouzeno
k neúspěchu. Mimochodem, tento př́ıklad je pěknou ukázkou krásy matematiky. Vı́me, že
funkce existuje, přestože nejsme schopni naj́ıt jej́ı funkčńı předpis (a dokonce v́ıme, že to ani
nejde). Funkčńı hodnoty této funkce lze pak poč́ıtat analyticko-numerickými či numerickými
metodami.

Věta 8.25 (2. věta o substituci). Necht’ f : R→ R je definována na intervalu I; ϕ : R→ R
má na intervalu J derivaci takovou, že pro všechna x ∈ J plat́ı ϕ′(x) 6= 0 a ϕ(J) = I. Je-li
F : R → R primitivńı k funkci (f ◦ ϕ)ϕ′ na J , pak F ◦ ϕ−1 je primitivńı k funkci f na
intervalu I, neboli ∫

f(x) dx =

∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt

∣∣∣∣
t=ϕ−1(x)

.

D̊ukaz. Podle Darbouxovy věty (Věta 6.39) je ϕ′ darbouxovská na J . To spolu s faktem, že
ϕ′ nemá nulový bod implikuje, že je bud’ ϕ′ kladná na J nebo je to záporná funkce na J .
Tedy podle Věty 7.22 funkce ϕ je bud’ rostoućı na J nebo klesaj́ıćı na J . V obou př́ıpadech
je na J prostá. Protože nav́ıc ϕ(J) = I, existuje inverzńı funkce ϕ−1 taková, že D(ϕ−1) = I
a H(ϕ−1) = J . Podle předpokladu pro všechna t ∈ J plat́ı

F ′(t) = f(ϕ(t))ϕ′(t).

Pak pro každé x ∈ I plat́ı

(F ◦ ϕ−1)′(x) = F ′(ϕ−1(x)) · 1

ϕ′(ϕ−1(x))

= f(ϕ(ϕ−1(x))) · ϕ′(ϕ−1(x)) · 1

ϕ′(ϕ−1(x))
= f(x),

kde jsme využili větu o derivaci inverzńı funkce (Věta 6.15). 2

Podobně jako v tvrzeńı Věty 8.21, znač́ı-li F primitivńı funkci k (f ◦ ϕ) · ϕ′, pak výraz
F (ϕ−1(x)) zapisujeme symbolem∫

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt

∣∣∣∣
t=ϕ−1(x)

.

Prakticky to znamená, že nejprve spoč́ıtáme funkčńı předpis
∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt a poté všechny

výskyty symbolu t nahrad́ıme výrazem ϕ−1(x).

Př́ıklad 8.26 Vypočtěte primitivńı funkci∫ √
1− x2 dx.
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Řešeńı. Tento př́ıklad lze řešit i metodou integrace per partes – zkuste to (návod: použijte
známou fintu v′(x) = 1). My si na něm ale ukážeme použit́ı druhé věty o substituci. To již
vyžaduje v́ıce přemýšleńı a opatrnosti, než tomu bylo u věty prvńı. Nejprve zjistěme definičńı
obor integrované funkce. To je zřejmě interval [−1, 1]. Ale stač́ı hledat tuto primitivńı funkci
pouze na otevřeném intervalu (−1, 1), viz Poznámku 8.2(d). Použijeme tedy Větu 8.25,
přičemž

f(x) =
√

1− x2, x ∈ I = (−1, 1).

Zbývá vyřešit otázku, jak zvoĺıme funkci ϕ. U prvńı věty o substituci jsme moc možnost́ı
volby neměli – bylo to dáno t́ım, že se tato funkce vyskytovala v integrované funkci. Nyńı
se ale ϕ vyskytuje napravo, tzn. voĺıme si ji sami. A to tak, aby se situace zjednodušila –
podobně jako u integrace per partes! V tomto př́ıpadě je vhodné zvolit

ϕ(t) = sin t, t ∈ J =
(
−π

2
,
π

2

)
.

Ověřme ale nejprve, že Věta 8.25 tuto volbu v̊ubec připoušt́ı. Evidentně ϕ′(t) = cos t >
0, t ∈ (−π/2, π/2) a ϕ zobrazuje interval J na interval I, viz Obrázek 8.1. Zde je pěkně

t

x

π
2

1

−π
2

1

ϕ

Obrázek 8.1: Graf funkce ϕ z Př́ıkladu 8.26.

vidět, že nelze uvažovat tuto substituci na celém intervalu [−1, 1]. Podle Věty 8.25 tedy
plat́ı ∫ √

1− x2 dx =

∫ √
1− sin2 t cos t dt,

kde na pravé straně po vyjádřeńı předpisu primitivńı funkce dosad́ıme mı́sto proměnné t

výraz ϕ−1(x), v tomto př́ıpadě arcsinx. Nyńı hledejme primitivńı funkci k
√

1− sin2 t cos t
na intervalu (−π/2, π/2). Protože pro t ∈ (−π/2, π/2) plat́ı cos t > 0, můžeme upravit∫ √

1− sin2 t cos tdt =

∫ √
cos2 t cos t dt =

∫
| cos t| cos t dt =

∫
cos2 tdt.

Z Př́ıkladu 8.23(b) již v́ıme, že∫
cos2 t dt =

1

2
t+

1

4
sin 2t+ C,

kde C ∈ R je libovolná konstanta. Po dosazeńı t = arcsinx dostáváme∫ √
1− x2 dx =

1

2
arcsinx+

1

4
sin(2 arcsinx) + C,

což ale neńı zrovna nejjednodušš́ı předpis. Můžeme výraz zjednodušit, protože pro všechna
t ∈ (−π/2, π/2) plat́ı

sin 2t = 2 sin t cos t = 2 sin t
√

cos2 t = 2 sin t
√

1− sin2 t.
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Po dosazeńı t = arcsinx nyńı dostáváme (téměř) konečný výsledek∫ √
1− x2 dx =

1

2
arcsinx+

1

2
x
√

1− x2 + C.

Nekomentovaný výpočet primitivńı funkce by asi vypadal takto:

∫ √
1− x2 dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2. v. o s.
x = sin t

dx = cos tdt
t ∈ (−π/2, π/2)
t = arcsinx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∫ √
1− sin2 t cos t dt =

∫ √
cos2 t cos tdt

=

∫
| cos t| cos t dt =

∫
cos2 tdt =

1

2

∫
(1 + cos 2t) dt

=
1

2
t+

1

4
sin 2t+ C =

1

2
t+

1

2
sin t

√
1− sin2 t+ C

=
1

2
arcsinx+

1

2
x
√

1− x2 + C,

kde C ∈ R je libovolná konstanta. Dodejme, že jsme primitivńı funkci hledali pouze na
intervalu (−1, 1). Nalezený předpis má ale smysl na celém [−1, 1], a je to předpis spojité
funkce (opět na tomto intervalu). Nalezli jsme tedy současně i předpis primitivńı funkce na
celém intervalu [−1, 1]. ©

Při použit́ı 2. věty o substituci nemuśıme vždy naj́ıt primitivńı funkci na žádaném inter-
valu. Jak uvid́ıme v některých př́ıkladech, pomoćı zmı́něné věty o substituci jsme schopni
nalézt primitivńı funkci na dvou intervalech (a, c) a (c, b), přitom bychom rádi našli předpis
primitivńı funkce na (a, b) (pokud nav́ıc v́ıme, že taková funkce v̊ubec existuje). S t́ımto
problémem se setkáme v Př́ıkladu 8.27 a obecné tvrzeńı si zformulujeme ve Větě 8.28.

Př́ıklad 8.27 Vypočtěte primitivńı funkci∫
3
√
x

3
√
x2 + 1

dx.

Řešeńı. Je vidět, že integrovaná funkce je definovaná a spojitá na celém R. Podle Poznámky
8.4, každá funkce, která je na daném intervalu spojitá, má na něm primitivńı funkci. Úloha
tedy zńı nalézt primitivńı funkci k zadané funkci na celém R. Zkuśıme druhou větu o sub-
stituci. Samozřejmě polož́ıme

f(x) =
3
√
x

3
√
x2 + 1

, x ∈ I = R.

Jako výhodná by se mohla jevit substituce

ϕ(t) = t3, t ∈ J = R,

protože po dosazeńı se úloha zjednoduš́ı (zbav́ıme se těch odmocnin) a nav́ıc ϕ(R) = R.
Máme ovšem jeden problém a to s nenulovost́ı derivace, totiž

ϕ′(t) = 3t2, t ∈ R,
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kde ϕ′(t) = 0 právě pro t = 0. Definičńı obor funkce ϕ proto rozděĺıme na dva intervaly
J1 = (−∞, 0) a J2 = (0,∞). Přitom

I1 = ϕ(J1) = (−∞, 0) a I2 = ϕ(J2) = (0,∞).

Druhou větu o substituci tedy použijeme dvakrát: pro stejný předpis funkce ϕ ale dva r̊uzné
intervaly I1 a I2. Nejprve tedy hledejme primitivńı funkci na intervalu I1. Máme

∫
3
√
x

3
√
x2 + 1

dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2. v. o s.
x = t3

dx = 3t2 dt
t ∈ J1 = (−∞, 0)

t = 3
√
x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∫
t

t2 + 1
3t2 dt = 3

∫
t3

t2 + 1
dt.

Máme integrovat racionálńı funkci. Obecný postup integrace takových funkćı si ukážeme až
v daľśı kapitole. V tomto jednoduchém př́ıkladě se bez něj ale obejdeme. Poděĺıme polynom
polynomem, což lze realizovat i následuj́ıćı úpravou:

t3

t2 + 1
=
t3 + t− t
t2 + 1

=
t(t2 + 1)− t

t2 + 1
= t− t

t2 + 1
.

Dále

3

∫
t3

t2 + 1
dt = 3

∫
t dt− 3

∫
t

t2 + 1
dt.

Na výpočet prvńı primitivńı funkce použijeme vzoreček 2 z Poznámky 8.15 a na druhou 1.
větu o substituci, konkrétně substituci s = t2 + 1 a to proto, že ds = 2tdt. Proto máme

∫
t

t2 + 1
dt =

∣∣∣∣∣∣
1. v. o s.
s = t2 + 1
ds = 2tdt

∣∣∣∣∣∣ =
1

2

∫
2t

t2 + 1
dt =

1

2

∫
1

s
ds =

1

2
ln |s| = 1

2
ln(t2 + 1)

(absolutńı hodnotu v argumentu logaritmu jsme vynechali, protože t2 +1 > 0). Dohromady
dostáváme

∫
3
√
x

3
√
x2 + 1

dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2. v. o s.
x = t3

dx = 3t2 dt
t ∈ J1 = (−∞, 0)

t = 3
√
x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= . . . =

3

2
t2 − 3

2
ln(t2 + 1) =

3

2

3
√
x2 − 3

2
ln(

3
√
x2 + 1).

Určili jsme tedy primitivńı funkci na intervalu I1. Nalezněme ji nyńı na intervalu I2. Pohled
na předchoźı výpočet nám ovšem prozrad́ı, že jsme nikde nevyužili faktu, že hledáme pri-
mitivńı funkci na tom či onom intervalu. Výpočet bude tedy úplně stejný a tedy i předpis
primitivńı funkce bude stejný jako na intervalu I1. Dostali jsme tak předpisy (vlastně jen
jeden předpis) primitivńıch funkćı na intervalech I1 a I2. My ale hledáme předpis funkce,
která je primitivńı k f na celém R. Problém je s nulou. Označ́ıme

F (x) =
3

2

3
√
x2 − 3

2
ln(

3
√
x2 + 1).

Doposud jsme tedy zjistili, že F je primitivńı k f na intervalech (−∞, 0) a (0,∞), jinak
řečeno

F ′(x) = f(x) ∀x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,∞).
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K tomu, aby byla F primitivńı k f na celém R, stač́ı pouze ověřit, že F ′(0) = f(0). Snadno
spoč́ıtáme (třeba podle definice derivace s použit́ım l’Hospitalova pravidla), že F ′(0) =
0. Pouhým dosazeńım do předpisu funkce dostáváme také f(0) = 0. Můžeme tedy již
slavnostně napsat náš výsledek∫

3
√
x

3
√
x2 + 1

dx =
3

2

3
√
x2 − 3

2
ln(

3
√
x2 + 1) + C,

(na celém R) kde C ∈ R je libovolná konstanta. ©

Jak jsme viděli v předchoźım př́ıkladu, někdy najdeme primitivńı funkci na dvou inter-
valech maj́ıćıch společný jeden krajńı bod (u jednoho levý a druhého pravý). V Př́ıkladu
8.27 jsme našli primitivńı funkce na intervalech (−∞, 0) a (0,∞) a ty jsme pak

”
slepili“

abychom tak źıskali primitivńı funkci na celém R. Neńı to náhoda, viz následuj́ıćı větu.

Věta 8.28 (o slepováńı primitivńıch funkćı). Necht’ f, F1, F2 : R → R, a < c < b, a, b, c ∈
R∗. Je-li F1 primitivńı funkce k f na intervalu (a, c) a F2 je primitivńı k f na intervalu
(c, b), f je spojitá v bodě c a existuj́ı vlastńı limity

A = lim
x→c−

F1(x), B = lim
x→c+

F2(x).

Pak funkce F : R→ R definovaná předpisem

F (x) =


F1(x) pro x ∈ (a, c),

A pro x = c,

F2(x)−B +A pro x ∈ (c, b),

je primitivńı k f na (a, b).

D̊ukaz. Máme dokázat, že pro všechna x ∈ (a, b) plat́ı F ′(x) = f(x). Pro všechna x ∈ (a, c)
plat́ı

F ′(x) = F ′1(x) = f(x)

a pro všechna x ∈ (c, b) plat́ı

F ′(x) = (F2(x)−B +A)′ = F ′2(x) = f(x).

Jediné co zbývá dokázat je, že existuje F ′(c) a je rovna f(c). Protože f je v bodě c spojitá
a existuje limx→c F

′(x) = limx→c f(x) = f(c), pak podle Poznámky 6.38(a) plat́ı F ′(c) =
f(c). 2

8.3 Integrace racionálńıch funkćı

Racionálńı funkce již známe z kapitoly 4. Jsou to funkce s předpisem

P (x)

Q(x)
,

kde P a Q jsou polynomy.
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Je-li degP ≥ degQ, pak lze podělit (se zbytkem), tzn. existuj́ı polynomy P1 a P2 takové,
že

P (x)

Q(x)
= P1(x) +

P2(x)

Q(x)
,

kde degP2 < degQ. Pak ∫
P (x)

Q(x)
dx =

∫
P1(x) dx+

∫
P2(x)

Q(x)
dx.

Integrovat polynom neńı problém, tzn. těžǐstěm výpočtu je nalezeńı primitivńı funkce ryze
lomené funkce. Tu ovšem umı́me rozložit na parciálńı zlomky, tzn. vyjádřit jako jejich součet.
Dı́ky Větě 8.16 nakonec vypoč́ıtáme primitivńı funkce k parciálńım zlomk̊um, tzn. urč́ıme
funkčńı předpisy funkćı ∫

A

(x− x0)n
dx,

∫
Bx+ C

(x2 + px+ q)n
dx,

kde p2 − 4q < 0, tzn. kvadratický polynom x2 + px+ q nemá reálné kořeny (je tzv. ireduci-
bilńı v R).

Výpočet primitivńıch funkćı k parciálńım zlomk̊um ukažme v následuj́ıćıch př́ıkladech.

Př́ıklad 8.29 Určete předpis funkce∫
A

(x− x0)n
dx,

kde A, x0 ∈ R, n ∈ N.

Řešeńı. Nejprve využijme lineárńı substituce t = x− x0, tzn. poč́ıtáme

∫
A

(x− x0)n
dx =

∣∣∣∣∣∣
1. v. o s.
t = x− x0

dt = dx

∣∣∣∣∣∣ = A

∫
dt

tn
= A

∫
t−n dt.

Pro n = 1 je výsledek
. . . = A ln |t|+ C = A ln |x− x0|+ C

a pro n > 1 je výsledek

. . . = A
t−n+1

−n+ 1
+ C = − A

(n− 1)tn−1
+ C = − A

(n− 1)(x− x0)n−1
+ C. ©

Př́ıklad 8.30 Určete předpis funkce∫
Bx+ C

(x2 + px+ q)n
dx,

kde p, q, B,C ∈ R, p2 − 4q < 0, n ∈ N.

Řešeńı. Kvadratický dvojčlen ve jmenovateli si převedeme na
”
úplný čtverec“, tzn. použijeme

standardńı středoškolskou úpravu

x2 + px+ q = . . . = (x− x0)2 + a2,
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kde

x0 =
p

2
a a =

√
q − p2

4
.

Dostáváme tak ∫
Bx+ C

(x2 + px+ q)n
dx =

∫
Bx+ C

[(x− x0)2 + a2]n
dx

Nyńı použijeme lineárńı substituci t = x− x0, tzn. x = t+ x0 a dostáváme tak

∫
Bx+ C

((x− x0)2 + a2)n
dx =

∣∣∣∣∣∣
1. v. o s.
t = x− x0

dt = dx

∣∣∣∣∣∣ =

∫
B(t+ x0) + C

(t2 + a2)n

= B

∫
t

(t2 + a2)n
dt+ (Bx0 + C)

∫
dt

(t2 + a2)n
.

S prvńı primitivńı funkćı si porad́ıme následovně

∫
t

(t2 + a2)n
dt =

1

2

∫
2t

(t2 + a2)n
dt =

∣∣∣∣∣∣
1. v. o s.
s = t2 + a2

ds = 2tdt

∣∣∣∣∣∣ =
1

2

∫
1

sn
ds,

s č́ımž si dále porad́ıme stejně jako v Př́ıkladu 8.29. Pro výpočet zbývaj́ıćı primitivńı funkce
si odvod́ıme rekurentńı vzorec, který ihned opakovaně použijeme, viz Př́ıklad 8.20(h). ©

Ukažme si nyńı konkrétńı př́ıklady.

Př́ıklad 8.31 Vypočtěte

(a)

∫
x4 + 6x2 + x− 2

x4 − 2x3
dx, (b)

∫
dx

(x+ 1)(x2 + x+ 1)2
.

Řešeńı. ad (a): Vid́ıme, že nejde o ryźı racionálńı funkci, tedy částečně poděĺıme. Dostáváme
tak ∫

x4 + 6x2 + x− 2

x4 − 2x3
dx =

∫
1 dx+

∫
2x3 + 6x2 + x− 2

x3(x− 2)
dx.

Nyńı můžeme provést rozklad na parciálńı zlomky (což už umı́me z kapitoly 4):

2x3 + 6x2 + x− 2

x3(x− 2)
=
A

x
+
B

x2
+
C

x3
+

D

x− 2
,

přičemž po chv́ıli poč́ıtáńı nalezneme A = −3, B = 0, C = 1, D = 5. Dostáváme∫
x4 + 6x2 + x− 2

x4 − 2x3
dx = x+

∫ (
−3

x
+

1

x3
+

5

x− 2

)
dx

= x− 3 ln |x| − 1

2x2
+ 5 ln |x− 2|+ C,

kde C ∈ R (na každém intervalu neobsahuj́ıćım 0 a 2).
ad (b): Zde jde o ryźı racionálńı funkci, tedy můžeme př́ımo provést rozklad na parciálńı
zlomky:

1

(x+ 1)(x2 + x+ 1)2
=

A

x+ 1
+

Bx+ C

x2 + x+ 1
+

Dx+ E

(x2 + x+ 1)2
.
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Po chv́ıli poč́ıtáńı dojdeme k A = 1, B = −1, C = 0, D = −1, E = 0. Tedy máme∫
dx

(x+ 1)(x2 + x+ 1)2
=

∫
dx

x+ 1
−
∫

x dx

x2 + x+ 1
−
∫

x dx

(x2 + x+ 1)2
.

Máme nyńı k poč́ıtáńı tři primitivńı funkce. Prvńı urč́ıme jednoduše, stač́ı použ́ıt prvńı větu
o substituci; plat́ı ∫

dx

x+ 1
= ln |x+ 1|.

Nyńı se pod́ıvejme na určeńı předpis̊u primitivńıch funkćı∫
x dx

x2 + x+ 1
a

∫
x dx

(x2 + x+ 1)2
.

V obou př́ıpadech jde o speciálńı př́ıpad zadáńı z Př́ıkladu 8.30. Ukažme si alternativńı
postup: úvahy budeme použ́ıvat stejné, jen v jiném pořad́ı. V obou př́ıpadech bychom rádi
použili 1. větu o substituci, konkrétně

t = x2 + x+ 1, tzn. pak dt = (2x+ 1) dx.

To je problém, protože v čitateli máme pouze x. Kýžený výraz tam ale můžeme propašovat
naš́ım obĺıbeným trikem:∫

x dx

x2 + x+ 1
=

1

2

∫
2x+ 1− 1

x2 + x+ 1
dx =

1

2

∫
2x+ 1

x2 + x+ 1
dx− 1

2

∫
1

x2 + x+ 1
dx.

U prvńı primitivńı funkce použijeme zmı́něnou substituci, druhou se budeme snažit vhodnou
substitućı převést na arkus tangens. Máme∫

2x+ 1

x2 + x+ 1
dx = ln(x2 + x+ 1).

U druhé budeme teprve hledat vhodnou substituci. Uprav́ıme nejprve jmenovatel do vhod-
něǰśıho tvaru (tzv. doplněńı na čtverec a něco nav́ıc)

x2 + x+ 1 =

(
x+

1

2

)2

− 1

4
+ 1 =

(
x+

1

2

)2

+
3

4
=

3

4

(x+ 1
2√

3
2

)2

+ 1


=

3

4

((
2x+ 1√

3

)2

+ 1

)
.

Pak ∫
1

x2 + x+ 1
dx =

4

3

∫
dx(

2x+1√
3

)2
+ 1

.

Použit́ım lineárńı substituce

t =
2x+ 1√

3
, tzn. dt =

2√
3

dx,

dostáváme∫
dx

x2 + x+ 1
=

4

3

∫
dx(

2x+1√
3

)2
+ 1

=
4

3

√
3

2

∫ 2√
3

dx(
2x+1√

3

)2
+ 1

=
2√
3

∫
dt

t2 + 1

=
2√
3

arctg t =
2√
3

arctg
2x+ 1√

3
.
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Druhá primitivńı funkce má tedy předpis∫
x dx

x2 + x+ 1
=

1

2
ln(x2 + x+ 1)− 1√

3
arctg

2x+ 1√
3

.

Zbývá naj́ıt předpis primitivńı funkce∫
x dx

(x2 + x+ 1)2
.

Stejně jako v předchoźım bychom rádi substituci t = x2 + x + 1. Toho dosáhneme stejně,
tzn. uprav́ıme∫

x dx

(x2 + x+ 1)2
=

1

2

∫
2x+ 1

(x2 + x+ 1)2
dx− 1

2

∫
dx

(x2 + x+ 1)2
.

Dostáváme∫
2x+ 1

(x2 + x+ 1)2
dx =

∣∣∣∣ t = x2 + x+ 1
dt = (2x+ 1) dx

∣∣∣∣ =

∫
1

t2
dt = −1

t
= − 1

x2 + x+ 1
.

U druhé primitivńı funkce ještě budeme hledat vhodnou substituci. Použijeme předešlý
výpočet a máme∫

dx

(x2 + x+ 1)2
=

16

9

∫
dx((

2x+1√
3

)2
+ 1

)2 =

∣∣∣∣∣ t = 2x+1√
3

dt = 2√
3

dx

∣∣∣∣∣ =
16

9

√
3

2

∫
dt

(t2 + 1)2
.

Na posledńı výraz použijeme rekurentńı vzorec odvozený v Př́ıkladu 8.20(h). Podle něj plat́ı∫
dt

(t2 + 1)2
=

t

2(t2 + 1)
+

(
1− 1

2

)∫
dt

t2 + 1
=

t

2(t2 + 1)
+

1

2
arctg t.

Dosazeńım za t pak dostaneme∫
dx

(x2 + x+ 1)2
= . . . =

2x+1√
3

2

((
2x+1√

3

)2
+ 1

) +
1

2
arctg

2x+ 1√
3

=

√
3

8

2x+ 1

x2 + x+ 1
+

1

2
arctg

2x+ 1√
3

.

Třet́ı primitivńı funkce má tedy předpis∫
x dx

(x2 + x+ 1)2
= −1

2

1

x2 + x+ 1
−
√

3

16

2x+ 1

x2 + x+ 1
+

1

4
arctg

2x+ 1√
3

.

Dohromady dostáváme∫
dx

(x+ 1)(x2 + x+ 1)2
= ln |x+ 1| − 1

2
ln(x2 + x+ 1) +

1√
3

arctg
2x+ 1√

3

+
1

2

1

x2 + x+ 1
+

√
3

16

2x+ 1

x2 + x+ 1
− 1

4
arctg

2x+ 1√
3

+ C,

kde C ∈ R (na každém intervalu neobsahuj́ıćım č́ıslo −1). Výsledek jde ještě zjednodušit.
©
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8.4 Speciálńı substituce

Následuje pouze souhrn některých substitućı s ukázkami použit́ı těch komplikovaněǰśıch
(zejména tam, kde je nutné slepováńı – viz Větu 8.28). Podrobněǰśı popis zde zmı́něných
a daľśıch substitućı může čtenář naj́ıt např. v [4]. Řešené př́ıklady lze nalézt v [4,7]. Velkým
množstv́ım př́ıklad̊u oplývá světoznámá sb́ırka př́ıklad̊u [5].

8.4.1 Iracionálńı funkce∫
R

(
x,

(
ax+ b

cx+ d

)s1
, . . . ,

(
ax+ b

cx+ d

)sk)
dx,

kde k ∈ N, s1, . . . , sk ∈ Q, d, a, b, c ∈ R, ad − bc 6= 0. Označ́ıme s nejmenš́ı společný
jmenovatel zlomk̊u s1, . . . , sk a voĺıme substituci (2. v. o s.)

ax+ b

cx+ d
= ts,

a tedy

x =
b− dts

cts − a
.

8.4.2 Eulerovy substituce

Tyto substituce použ́ıváme na výpočet primitivńıch funkćı tvaru∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c) dx.

Máme celkem tři substituce (2. v. o s.):

• 1. Eulerova substituce: Je-li a > 0, pak voĺıme substituci√
ax2 + bx+ c = ±

√
ax+ t,

kde máme možnost volby znaménka podle situace.

• 2. Eulerova substituce: Je-li c > 0, pak voĺıme substituci√
ax2 + bx+ c = xt±

√
c,

kde máme možnost volby znaménka podle situace.

• 3. Eulerova substituce: Má-li ax2 + bx+ c reálné kořeny α, β, pak lze psát

ax2 + bx+ c = a(x− α)(x− β)

a klademe

t =

√
a
x− α
x− β

.

Pak √
ax2 + bx+ c = |x− β|

√
a
x− α
x− β

.
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Př́ıklad 8.32 Určete ∫
1

1 +
√

1− 2x− x2
dx.

Řešeńı. Nejprve určeme interval, na kterém má smysl primitivńı funkci hledat. Definičńı
obor integrandu je [−1 −

√
2,−1 +

√
2] (ověřte), přitom je na něm i spojitý. To je tedy

hledaný interval. Můžeme použ́ıt druhou Eulerovu substituci, protože polož́ıme-li

ax2 + bx+ c = 1− 2x− x2,

je splněna nerovnost c > 0. Podle návodu tedy přejděme k nové proměnné t, pro kterou
plat́ı √

1− 2x− x2 = xt± 1.

Vid́ıme, že zde máme svobodu volby znaménka u č́ısla 1 – v tomto př́ıpadě zvoĺıme s výhodou
minus. Nyńı rovnost √

1− 2x− x2 = xt− 1

umocńıme na druhou a po úpravě dostáváme

−x(2 + x) = x(xt2 − 2t).

V této chv́ıli poděĺıme rovnici proměnnou x, což neńı tak úplně v pořádku, protože x nabývá
hodnot z intervalu [−1 −

√
2,−1 +

√
2] obsahuj́ıćı ve svém vnitřku právě nulu. Dále tedy

muśıme předpokládat, že x 6= 0, tedy

x ∈ [−1−
√

2, 0) ∪ (0,−1 +
√

2].

Jak za chv́ıli uvid́ıme, povede to k hledáńı primitivńı funkce právě na těchto dvou interva-
lech. Pokračujme dále v našem výpočtu. Po úpravách docháźıme k rovnosti

x = 2
t− 1

t2 + 1

(
= ϕ(t)

)
,

což je kýžená substituce. Snadno již dostáváme

dx = 2
−t2 + 2t+ 1

(t2 + 1)2
dt.

Pro úplnost dodejme, že nyńı budeme hledat primitivńı funkci zvlášt’ na intervalech

I1 = (0,−1 +
√

2] a I2 = [−1−
√

2, 0)

se stejným předpisem x = ϕ(t), kde t prob́ıhá intervaly

J1 =

(
1,

1

−1 +
√

2

]
a J2 =

[
1

−1−
√

2
, 1

)
,

viz druhou větu o substituci. Máme∫
1

1 +
√

1− 2x− x2
dx =

∫
1

1 + 2 t−1
t2+1

t− 1
2
−t2 + 2t+ 1

(t2 + 1)2
dt = . . . =

∫
−t2 + 2t+ 1

(t2 + 1)t(t− 1)
dt.
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Substituce splnila sv̊uj účel, převedla úlohu na integraci racionálńı funkce. Po provedeńı
rozkladu na parciálńı zlomky dále plat́ı∫

−t2 + 2t+ 1

(t2 + 1)t(t− 1)
dt = −

∫
1

t
dt+

∫
1

t− 1
dt− 2

∫
1

t2 + 1
dt

= − ln |t|+ ln |t− 1|+−2 arctg t = ln

∣∣∣∣ t− 1

t

∣∣∣∣− 2 arctg t.

Vrát́ıme se nyńı k p̊uvodńı proměnné x pomoćı vztahu

t =

√
1− 2x− x2 + 1

x

a dostáváme

. . . = ln

∣∣∣∣∣
√

1− 2x− x2 + 1− x√
1− 2x− x2 + 1

∣∣∣∣∣− 2 arctg

√
1− 2x− x2 + 1

x
= F0(x).

To je předpis primitivńı funkce pouze na intervalech I1 a I2. Naš́ım ćılem ale bylo naj́ıt pri-
mitivńı funkci na celém definičńım intervalu zadané funkce. To můžeme provést

”
slepeńım“

ve smyslu Věty 8.28, protože

lim
x→0−

F0(x) = π a lim
x→0+

F0(x) = −π

a integrand je spojitá funkce v bodě 0. Hledaná primitivńı funkce má tedy předpis

F (x) =


F0(x) pro x ∈ [−1−

√
2, 0),

π pro x = 0,

F0(x) + 2π pro x ∈ (0, 1−
√

2].

Všechny primitivńı funkce pak maj́ı samozřejmě předpis tvaru F (x) + C, kde C ∈ R, se
stejným definičńım oborem, kterým je interval [−1−

√
2,−1 +

√
2]. ©

Př́ıklad 8.33 Určete ∫
1

x+ 2
√
−x2 + 3x− 2

dx.

Řešeńı. Nejprve určeme interval, na kterém je integrand spojitý. Jeho definičńı obor je [1, 2],
přitom je na celém tomto intervalu spojitý. Protože kvadratický polynom pod odmocninou
má dva reálné kořeny, můžeme použ́ıt třet́ı Eulerovu substituci. Pro x ∈ (1, 2] lze upravit

√
−x2 + 3x− 2 =

√
−(x− 1)(x− 2) =

√
−(x− 1)2

x− 1
(x− 2) = (x− 1)

√
2− x
x− 1

.

Substituci podle návodu voĺıme

t =

√
2− x
x− 1

.

Protože x prob́ıhá interval (1, 2] (všimněme si, že námi zvolená substituce nefunguje na
celém intervalu [1, 2]), pak t prob́ıhá celý interval [0,∞). Vyjádřeńı

x = 1 +
1

t2 + 1
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snadno dostaneme ze vztahu mezi t a x. Odtud již snadno vypoč́ıtáme

dx = − 2t

(t2 + 1)2
dt.

Můžeme se již pustit do samotného určováńı předpisu primitivńı funkce. Plat́ı tedy∫
1

x+ 2
√
−x2 + 3x− 2

dx =

∫
1

t2+2
t2+1

+ 2
(

1 + 1
t2+1
− 1
)
t
· −2t

(t2 + 1)2
dx

= . . . =

∫
−2t

(t2 + 1)(t2 + 2t+ 2)
dt.

Po provedeńı rozkladu na parciálńı zlomky dále máme

. . . =
1

5

∫
−2t− 4

t2 + 1
dt+

1

5

∫
2t+ 8

t2 + 2t+ 2
dt

= −1

5

∫
2t

t2 + 1
dt− 4

5

∫
1

t2 + 1
dt+

1

5

∫
2t+ 2

t2 + 2t+ 2
dt+

1

5

∫
6

t2 + 2t+ 2
dt

= −1

5
ln(t2 + 1)− 4

5
arctg t+

1

5
ln(t2 + 2t+ 2) +

6

5
arctg(t+ 1)

=
1

5
ln
t2 + 2t+ 2

t2 + 1
− 4

5
arctg t+

6

5
arctg(t+ 1).

Vrát́ıme-li se k p̊uvodńı proměnné x, pak po úpravě dostáváme

. . . =
1

5
ln(x+ 2

√
−x2 + 3x− 2)− 4

5
arctg

√
2− x
x− 1

+
6

5
arctg

(√
2− x
x− 1

+ 1

)
=: F0(x).

Dostáváme tak pouze předpis primitivńı funkce na intervalu (1, 2]. Protože ale

lim
x→1+

F0(x) = −4

5

π

2
+

6

5

π

2
=
π

5

a definujeme-li

F (x) =

{
π
5 pro x = 1,

F0(x) pro x ∈ (1, 2],

pak všechny hledané primitivńı funkce maj́ı předpis ve tvaru F (x) + C, kde C ∈ R. ©

8.4.3 Binomické integrály

Jde o primitivńı funkce ve tvaru ∫
xm(a+ bxn)p dx

kde m,n, a, b, p ∈ R. Voĺıme následuj́ıćı substituce pro následuj́ıćı př́ıpady:

• p ∈ Z, m,n ∈ Q, pak je substituce
x = ts

kde s je společný jmenovatel č́ısel m,n,
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• m+1
n ∈ Z, p ∈ Q, pak je substituce

a+ bxn = ts

kde s je jmenovatel č́ısla p,

• m+1
n + p ∈ Z pak máme

ax−n + b = ts

kde s je jmenovatel č́ısla p.

8.4.4 Goniometrické funkce

Nyńı se budeme bavit primitivńımi funkcemi ve tvaru∫
R(sinx, cosx) dx.

Voĺıme následuj́ıćı substituce (při výběru zachovávejte uvedené pořad́ı!):

• R(sinx,− cosx) = −R(sinx, cosx), pak je substituce

t = sinx (1. věta o subst.)

• R(− sinx, cosx) = −R(sinx, cosx), pak je substituce

t = cosx (1. věta o subst.)

• R(− sinx,− cosx) = R(sinx, cosx), pak je substituce

t = tg x (2. věta o subst.).

Použit́ı této substituce je ale komplikovaněǰśı, protože (viz 2. větu o substituci) je
možné ji použ́ıt pouze na intervalech

x ∈
(
−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

)
, k ∈ Z.

Pak plat́ı

x = arctg t+ kπ, dx =
1

1 + t2
dt.

Odtud lze vyjádřit

sin2 x =
sin2 x

sin2 x+ cos2 x
=

tg2 x

tg2 x+ 1
=

t2

t2 + 1

a

cos2 x =
cos2 x

sin2 x+ cos2 x
=

1

tg2 x+ 1
=

1

t2 + 1
.

Pro provedeńı substituce integrujeme vzniklou racionálńı funkci.
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• Univerzálńı substitućı je

t = tg
x

2
(2. věta o subst.).

Použit́ı této substituce je ale komplikovaněǰśı, protože (viz 2. větu o substituci) je
možné ji použ́ıt pouze na intervalech

x ∈ (−π + 2kπ, π + 2kπ) , k ∈ Z.

Pak plat́ı

x = 2 arctg t+ kπ, dx =
2

1 + t2
dt.

Odtud lze vyjádřit

sinx = 2 sin
x

2
cos

x

2
= 2

sin x
2 cos x2

sin2 x
2 + cos2 x2

=
2t

t2 + 1

a

cosx = cos2
x

2
− sin2 x

2
=

cos2 x2 − sin2 x
2

sin2 x
2 + cos2 x2

=
1− t2

t2 + 1
.

Jak již bylo řečeno, u posledńıch dvou substitućı může nastat problém právě s t́ım, že pri-
mitivńı funkci nenalezneme na celém intervalu, na kterém primitivńı funkce ve skutečnosti
existuje, ale pouze na zmı́něných otevřených intervalech (popř. jejich podintervalech). To
se vyřeš́ı opět

”
slepováńım“.

Ukažme si použit́ı druhé věty o substituci na následuj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad 8.34 Nalezněte předpis funkce∫
1

1 + sin2 x
dx.

Řešeńı. Integrovaná funkce je spojitá na celém R, má tedy smysl hledat jej́ı primitivńı funkci
na tomto intervalu, viz Poznámku 8.4. Jde o integraci goniometrické funkce ve tvaru∫

R(sinx, cosx) dx, kde R(x, y) =
1

1 + x2
.

Z navrhovaných substitućı se rozhodneme pro třet́ı, tzn.

t = tg x, (8.1)

přičemž použijeme druhou větu o substituci. Nejprve si ujasněme, pro jaké funkce f , ϕ
a intervaly I a J použijeme Větu 8.25. Zřejmě

f(x) =
1

1 + sin2 x
.

Zbývaj́ıćı zjist́ıme ze vztahu (8.1). Uvažujme restrikci funkce tg na interval I = (−π/2 +
kπ, π/2 + kπ), kde k ∈ Z. Je to rostoućı (tedy prostá) funkce, a tedy k ńı existuje inverzńı
funkce. Protože pro každé x ∈ I plat́ı

x− kπ ∈
(
−π

2
,
π

2

)
,
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x

y

π
2−π

2
3π
2

(a) Nespojitá funkce F0.

x

y

π
2−π

2
3π
2

(b) Výsledná primitivńı funkce F .

Obrázek 8.2: Tvorba primitivńı funkce slepováńım v Př́ıkladu 8.34.

pak rovnost
t = tg x = tg(x− kπ),

plat́ı právě tehdy, když

x− kπ = arctg t, tzn. x = arctg t+ kπ.

Proto můžeme položit

ϕ(t) = arctg t+ kπ, t ∈ J = R a I = ϕ(J) =
(
−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

)
.

Nyńı přistupme k samotnému provedeńı substituce. Plat́ı

ϕ′(t) =
1

1 + t2

a jak už v́ıme, plat́ı

sin2 x =
t2

t2 + 1
.

Pak ∫
1

1 + sin2 x
dx =

∫
1

1 + t2

t2+1

· 1

1 + t2
dt = . . . =

∫
1

1 + 2t2
dt =

∫
1

1 + (
√

2t)2
dt

=
1√
2

arctg
√

2t =
1√
2

arctg
(√

2 tg x
)
.

Dostali jsme tak primitivńı funkci k funkci 1/(1+sin2 x) na intervalech (−π/2+kπ, π/2+kπ)
pro k ∈ Z; označme ji F0. Jde o π-periodickou funkci definovanou na sjednoceńı všech
interval̊u ve tvaru (−π/2 + kπ, π/2 + kπ), kde k ∈ Z a plat́ı

lim
x→(π2+kπ)−

F0(x) =
π

2
√

2
, lim

x→(π2+kπ)+
F0(x) = − π

2
√

2
,

pro všechna k ∈ Z, viz Obrázek 8.2a.
Použijeme nyńı stejný trik slepováńı jako v Př́ıkladu 8.32. Začneme nalepovat na in-

tervalech (−π/2 + kπ, π/2 + kπ) postupně pro k = 0, 1, 2, . . . a pak k = −1,−2, . . .. Tedy
funkci F0 necháme na intervalu (−π/2, π/2) (interval odpov́ıdaj́ıćı k = 0) tak, jak je. Na
intervalu (π/2, 3π/2) (odpov́ıdaj́ıćı k = 1) přičteme k předpisu F0(x) č́ıslo

1 · π√
2
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Na intervalu (3π/2, 5π/2) (odpov́ıdaj́ıćı k = 2) přičteme k předpisu F0(x) č́ıslo

2 · π√
2
.

Obecně na intervalu (−π/2 + kπ, π/2 + kπ) předefinujeme F0(x) tak, že přičteme konstantu

k · π√
2
.

Podobně pro intervaly odpov́ıdaj́ıćı č́ısl̊um k = −1,−2, . . .. Dostáváme tak novou funkci
(označme ji symbolem F ), která je spojitá v R až na body π/2 + kπ, kde k ∈ Z, přičemž
v nich má odstranitelné nespojitosti. Neńı nic jednodušš́ıho, než je v těchto bodech vhodně
dodefinovat. Pak vzhledem k Větě 8.28 můžeme ř́ıct, že funkce

F (x) =

{
1√
2

arctg(
√

2 tg x) + k π√
2

pro x ∈
(
−π

2 + kπ, π2 + kπ
)
,

π
2
√
2

+ k π2 , pro x = π
2 + kπ, k ∈ Z,

je funkce primitivńı k zadané funkci na celém R. Jej́ı graf je načrtnut na Obrázku 8.2b. ©

V souvislosti s Fourierovými řadami se také setkáme s primitivńımi funkcemi ve tvaru∫
sinmx cosnx dx

kde m,n ∈ N. Tyto můžeme snadno určit s použit́ım pomoćı
”
vzorce“ ze Cvičeńı 4.59(11).

8.4.5 Funkce tvaru
∫

sinν x cosµ x dx

kde µ, ν ∈ Q.

• Je-li µ, ν ∈ Z, jde o předchoźı př́ıpad.

• Je-li µ celé liché, pak voĺıme substituci t = sinx; je-li ν celé liché, voĺıme substituci
t = cosx; je-li µ+ ν celé sudé, voĺıme substituci t = tg x nebo t = cotg x. Substituce
vede na binomický integrál.

• Je také možno volit substituci

t = sin2 x (= 1− cos2 x), dt = 2 sinx cosx dx.

Pak ∫
sinν x cosµ x dx = . . . =

1

2

∫
t
ν−1
2 (1− t)

µ−1
2 dt

a opět dostáváme binomický integrál.

8.4.6 Hyperbolické funkce

Primitivńı funkce typu ∫
R(shx, chx) dx,

kde R je racionálńı funkce, řeš́ıme podobně jako integrace goniometrických funkćı:
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• je-li R(shx,− chx) = −R(shx, chx), pak voĺıme substituci t = shx;

• je-li R(− shx, chx) = −R(shx, chx), pak voĺıme substituci t = chx;

• je-li R(− shx,− chx) = R(shx, chx), pak voĺıme substituci t = tghx. Pak

dx =
dt

1− t2
,

a snadno lze odvodit

sh2x =
t2

1− t2
, ch2x =

1

1− t2
.

• Univerzálńı substitućı je

t = tghx, dx =
dt

1− t2
,

a snadno lze odvodit, že

shx =
2t

1− t2
, chx =

1 + t2

1− t2
.

Použit́ı těchto substitućı je podobné jako u integrace goniometrických funkćı. Zásadně se
pak také použij́ı obdobné vzorce, viz Cvičeńı 4.68.

8.4.7 Funkce tvaru
∫

shν x chµ x dx

kde µ, ν ∈ Q. Tento typ vyšetřujeme podobně jako v sekci 8.4.5.

8.4.8 Exponenciálńı funkce

Uvažujme spojitou funkci f : R→ R. K určeńı primitivńı funkce∫
f(eαx) dx (α 6= 0)

použijeme 1. větu o substituci, konkrétně

t = eαx, dt = αeαx dx.

Pak ∫
f(eαx) dx =

1

α

∫
f(eαx)

eαx
αeαx dx =

1

α

∫
f(t)

t
dt.



Kapitola 9

Riemann̊uv integrál

Pojem integrálu je poměrně starý a p̊uvodně vznikl jako odpověd’ na otázku hodnoty obsahu
rovinných útvar̊u, jejichž hranice (okraj) nemuśı být složen z úseček. Pod rovinným útvarem
si zde přestavujme r̊uzné obrazce složené z trojúhelńık̊u, část́ı kruh̊u, úseč́ı parabol, kruh̊u
apod. Asi nejstarš́ı je Eudoxova exhaustivńı metoda (viz např. [11]). Nevýhodou bylo to,
že ke každému útvaru se muselo přistupovat zvlášt’, k výpočtu se využ́ıvalo specifických
vlastnost́ı konkrétńıho útvaru. Výpočet tak byl velmi složitý, šlo často o téměř nadlidský
výkon. Moderńı integrálńı počet to umı́ ve většině př́ıpad̊u rychleji, jednotně a pro mnohem
v́ıce typ̊u rovinných obrazc̊u.

Pojem obsahu rovinného obrazce zde budeme chápat intuitivně, a to jako č́ıslo, které
přǐrazujeme rovinným obrazc̊um (budeme je chápat jako podmnožiny kartézské mocniny
R2), přičemž toto přǐrazeńı má následuj́ıćı vlastnosti:

• obsah obdélńıku o délkách stran a a b je roven ab (obdélńıkem budeme rozumět
kartézský součin [x1, x2]× [y1, y2], přičemž délky jeho stran jsou x2 − x1 a y2 − y1),

• je-li rovinný útvar A složen ze dvou rovinných útvar̊u A1 a A2 maj́ıćıch společné
nejvýše

”
části hranice“, pak obsah A je roven součtu obsah̊u A1 a A2,

• obsahuje-li rovinný útvar A jiný útvar B, pak obsah B je menš́ı nebo roven obsahu A.

V této kapitole nás bude zaj́ımat speciálńım typem rovinného útvaru.. Necht’ f : R→ R
je spojitá a nezáporná funkce na intervalu [a, b]. S pomoćı výše uvedených vlastnost́ı obsahu
si ukážeme, jak teoreticky uchopit obsah množiny

A = {(x, y) ∈ R2 ; x ∈ [a, b] ∧ 0 ≤ y ≤ f(x)}

což je tzv. podgraf funkce f na intervalu [a, b] – viz Obrázek 9.1.
Podgraf funkce f je vlastně rovinný obrazec ohraničený osou x, př́ımkami x = a, x = b

a grafem funkce f . Obsah tohoto útvaru v této kapitole podchyt́ıme pojmem podle kterého
je pojmenovaná celá tato kapitola. Jak dále uvid́ıme, Riemann̊uv integrál lze definovat nejen
pro nezáporné ale obecně pro ohraničené funkce na daném intervalu, i když geometrický
význam tohoto pojmu je pak o něco komplikovaněǰśı (viz Př́ıklad 9.24). Na druhou stranu
uvid́ıme, že pro některé

”
velmi divoké“ funkce Riemann̊uv integrál neexistuje.

9.1 Definice Riemannova integrálu

Začneme pojmy souvisej́ıćımi s definičńım oborem integrované funkce, což bude uzavřený
ohraničený interval.

271
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x

y

f

a b

Obrázek 9.1: Podgraf funkce f .

Definice 9.1 Necht’ a, b ∈ R, a < b.

• Děleńım intervalu [a, b] rozumı́me každou konečnou množinu D ⊂ [a, b] takovou, že
a, b ∈ D.

• Množinu všech děleńı intervalu [a, b] budeme značit symbolem D([a, b]).

• Je-li D ∈ D([a, b]), znač́ıme

D = {x0, x1, . . . , xn},

kde
a = x0 < x1 < · · · < xn = b.

Bodu xi ř́ıkáme i-tý dělićı bod děleńı D, intervalu [xi−1, xi] i-tý děĺıćı interval děleńı
D. Délce nejkratš́ıho dělićıho intervalu ř́ıkáme norma děleńı, znač́ıme ν(D), tzn.

ν(D) = min{x1 − x0, x2 − x1, . . . , xn − xn−1}.

• Jsou-li D1, D2 ∈ D([a, b]) dvě děleńı taková, že

D1 ⊂ D2

tzn. každý bod z děleńı D1 je také dělićım bodem děleńı D2, ř́ıkáme, že D2 je
zjemněńım D1, znač́ıme D2 � D1.

• Děleńı intervalu [a, b] nazveme ekvidistantńı, jestliže délky všech jej́ıch soused́ıćıch
dělićıch interval̊u jsou stejné, tzn xi − xi−1 = xj − xj−1 pro všechna i, j = 1, . . . , n.

Př́ıklad 9.2 Uvažujme interval [a, b] = [0, 2]. Jeho děleńımi jsou např. množinyD1 = {0, 2},
D2 = {0, 1, 2}, D3 = {0, 1/2, 1, 2}, D4 = {0, 3/2, 2}. Prvńım (a jediným) dělićım intervalem
děleńı D1 je celý interval [0, 2]. Děleńı D2 má dva dělićı intervaly: [0, 1] a [1, 2]. Děleńı D3

má tři dělićı intervaly: [0, 1/2], [1/2, 1] a [1, 2]. Konečně D4 má dva dělićı intervaly: [0, 3/2]
a [3/2, 2]. Dále plat́ı D3 � D2 � D1, D4 � D2, D4 � D3. Děleńı D1, D2 jsou ekvidistantńı,
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D3, D4 nejsou. Kreslete!

Poznámka 9.3

• Děleńı intervalu je tedy každá konečná podmnožina intervalu [a, b] obsahuj́ıćı krajńı
body tohoto intervalu. Nejmenš́ı možné děleńı intervalu [a, b] je {a, b}.

• Máme-li dvě děleńı D1, D2 ∈ D([a, b]), pak jejich sjednoceńı

D = D1 ∪D2

je také děleńı intervalu [a, b] a přitom je zjemněńım jak děleńı D1 tak D2.

Poznámka 9.4

(a) Definice ekvidistantńıho děleńı vysvětluje př́ımo i volbu názvu tohoto pojmu. Jak ale
vypadá libovolné ekvidistantńı děleńı intervalu [a, b]? Podle definice jsou délky všech
dělićıch bod̊u stejné. Tedy vezmeme přirozené č́ıslo n a rozděĺıme interval [a, b] na
stejně dlouhé intervaly o délce

h =
b− a
n

.

Dělićımi body pak jsou

x0 = a, x1 = a+ h, x2 = a+ 2h, . . . , xn−1 = a+ (n− 1)h, xn = a+ nh = b,

viz Obrázek 9.2.

a b

x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10

b−a
10

Obrázek 9.2: Ekvidistantńı děleńı intervalu [a, b] o 10 dělićıch intervalech.

Je jasné, že norma tohoto děleńı je rovna č́ıslu h.

(b) S pomoćı ekvidistantńıho děleńı lze na daném intervalu [a, b] vždy zkonstruovat děleńı
o libovolně malé normě. Zvolme libovolně malé δ > 0. Na intervalu [a, b] uvažujme
ekvidistantńı děleńı D = {x0, x1, . . . , xn}, tzn.

xi = a+ i
b− a
n

, i = 0, 1, . . . , n.

Podle Archimedova axiomu lze vždy naj́ıt tak velké přirozené č́ıslo n, pro které

ν(D) =
b− a
n

< δ.
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Nyńı se můžeme zaměřit na definici integrálńıch součt̊u.

Definice 9.5 Necht’ f : R → R je ohraničená na intervalu [a, b], a, b ∈ R, a < b a D =
{x0, . . . , xn} ∈ D([a, b]). Pak součet

s(f,D) =
n∑
i=1

mi(xi − xi−1),

kde mi = inf{f(x) ; x ∈ [xi−1, xi]}, i = 1, . . . , n, nazýváme dolńı Riemann̊uv součet funkce
f při děleńı D. Součet

S(f,D) =
n∑
i=1

Mi(xi − xi−1),

kde Mi = sup{f(x) ; x ∈ [xi−1, xi]}, i = 1, . . . , n, nazýváme horńı Riemann̊uv součet funkce
f při děleńı D.

Poznámka 9.6 Riemannovy součty maj́ı jednoduchý geometrický význam. Z Obrázku 9.3
je jasné, že dolńı součty jsou rovny součtu obsah̊u obdélńık̊u o délkách stran (xi−xi−1) a mi

pro i = 1, . . . , n, protože tyto obdélńıky maj́ı společné nanejvýš části svých hranic. Nav́ıc,

”
sjednoceńı těchto obdélńık̊u“ je podmnožinou podgrafu funkce f na intervalu [a, b]. Tedy

podle zmı́něných vlastnost́ı obsahu je dolńı součet menš́ı než by měl být obsah podgrafu. Jde
vlastně o dolńı odhad. Z obrázku můžeme tušit, že pokud bereme děleńı jemněǰśı a jemněǰśı,
pak rozd́ıl mezi obsahem podgrafu a dolńım Riemannovým součtem se zmenšuje. Podobně
to lze ř́ıct i pro horńı součty. To je obsahem Lemmatu 9.7.

x

y

x0 x1 x2x3 x4 x5

f

x

y

x0 x1 x2x3 x4 x5

f

Obrázek 9.3: Geometrický význam dolńıho a horńıho Riemannova součtu.
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Lemma 9.7. Necht’ f : R→ R je ohraničená na [a, b], tzn. existuj́ı c, d ∈ R takové, že pro
všechna x ∈ [a, b] plat́ı

c ≤ f(x) ≤ d.

Pak

(a) pro každé D ∈ D([a, b]) plat́ı

c(b− a) ≤ s(f,D) ≤ S(f,D) ≤ d(b− a),

(b) pro každé D1, D2 ∈ D([a, b]), D1 ⊂ D2 plat́ı

s(f,D1) ≤ s(f,D2) ≤ S(f,D2) ≤ S(f,D1),

(c) pro každé D1, D2 ∈ D([a, b]) plat́ı

s(f,D1) ≤ S(f,D2).

D̊ukaz. ad (a): Necht’ D = {x0, x1, . . . , xn} ∈ D([a, b]). Podle předpokladu pak pro každé
i = 1, . . . , n plat́ı

c ≤ mi ≤Mi ≤ d,

kde mi = inf [xi−1,xi] f a Mi = sup[xi−1,xi] f . Vynásob́ıme-li tyto rovnosti rozd́ılem (xi−xi−1)
a sečteme všechny tyto nerovnosti, dostáváme

c

n∑
i=1

(xi − xi−1) ≤ s(f,D) ≤ S(f,D) ≤ d
n∑
i=1

(xi − xi−1).

Zřejmě

n∑
i=1

(xi − xi−1) = (x1 − x0) + (x2 − x1) + . . .+ (xn − xn−1) = xn − x0 = b− a.

ad (b): Dokažme nejprve tvrzeńı pro dvojici D1, D2 ∈ D([a, b]) děleńı takových, že D1 =
{x0, x1, . . . , xn} a D2 = D1 ∪ {ξ}, kde ξ ∈ [a, b] \ D1, tzn. D2 se lǐśı od D1 pouze jedńım
dělićım bodem. Pak existuje i ∈ {1, . . . , n} tak, že xi−1 ≤ ξ ≤ xi. Označ́ıme-li

mi = inf
[xi−1,xi]

f, m′i = inf
[xi−1,xi]

f, m′′i = inf
[xi−1,xi]

f.

pak

m′i ≥ mi a m′′i ≥ mi

a tedy také

m′i(ξ − xi−1) ≥ mi(ξ − xi−1) a m′′i (xi − ξ) ≥ mi(xi − ξ).

Sečteme-li tyto nerovnosti, dostáváme

m′i(ξ − xi−1) +m′′i (xi − ξ) ≥ mi(ξ − xi−1) +mi(xi − ξ) = mi(xi − xi−1).
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K oběma stranám nerovnost́ı postupně přičteme součiny mj(xj − xj−1) pro j = 1, . . . , n,
s výjimkou mi(xi−xi−1). Pod́ıváme-li se na obě strany výsledných výraz̊u, zjist́ıme, že jsme
dostali nerovnost

s(f,D2) ≥ s(f,D1).

A jak dokázat tvrzeńı (b) obecně? Necht’ D1, D2 ∈ D([a, b]) jsou takové, že D1 ⊂ D2. Pak
lze snadno zkonstruovat k děleńı D(1), D(2), . . ., D(k) tak, že

D1 = D(1) ⊂ D(2) ⊂ D(3) ⊂ . . . ⊂ D(k) = D2,

a přitom D(i) se od D(i−1) lǐśı pouze jedńım dělićım bodem pro každé i = 2, . . . , k. Pak
podle předchoźı části dostáváme ihned

s(f,D1) = s(f,D(1)) ≤ s(f,D(2)) ≤ . . . ≤ s(f,D(k)) = s(f,D2).

Podobně se dokáže nerovnost S(f,D1) ≥ S(f,D2).
ad (c): Necht’ nyńı D1, D2 ∈ D([a, b]) jsou libovolná. Označme D = D1 ∪D2. Pak zřejmě

D1 ⊂ D a D2 ⊂ D.

Pak podle (a) a (b) plat́ı

s(f,D1) ≤ s(f,D) ≤ S(f,D) ≤ s(f,D2).

2

Poznámka 9.8 Z Lemmatu 9.7(a) plyne, že množiny

{s(f,D) ; D ∈ D([a, b])}, {S(f,D) ; D ∈ D([a, b])}

jsou pro ohraničenou funkci f ohraničené, což nás opravňuje k Definici 9.9.

Definice 9.9 Necht’ f : R→ R je ohraničená na [a, b]. Supremum množiny

{s(f,D) ; D ∈ D([a, b])}

nazýváme dolńı Riemann̊uv integrál funkce f přes interval [a, b] a znač́ıme
∫ b
a f(x) dx. Dále,

infimum množiny
{S(f,D) ; D ∈ D([a, b])}

nazýváme horńı Riemann̊uv integrál funkce f přes interval [a, b] a znač́ıme
∫ b
a f(x) dx.

Poznámka 9.10 Z Lemmatu 9.7(c) okamžitě plyne nerovnost∫ b

a
f(x) dx ≤

∫ b

a
f(x) dx.

Dolńı Riemann̊uv integrál vznikne z dolńıch integrálńıch součt̊u, které odpov́ıdaj́ı obsah̊um
sjednoceńı obdélńık̊u, které jsou obsaženy v podgrafu funkce f . Podobně dostáváme i horńı
Riemann̊uv integrál. Obě č́ısla jsou horkými kandidáty pro to, být hledaným obsahem pod-
grafu funkce f . Ale které z nich je to pravé? Je to jako s člověkem, který má dvoje hodinky
– nikdy si neńı jistý, jaký je správný čas; na rozd́ıl od člověka, který má pouze jedny. Asi ale
ćıt́ıme, že by tato č́ısla měla být stejná. Ovšem, jak uvid́ıme v Př́ıkladu 9.12, jsou funkce,
u kterých to neplat́ı. Konečně se dostáváme k hlavńımu pojmu této kapitoly.



9.1. DEFINICE RIEMANNOVA INTEGRÁLU 277

Definice 9.11 Necht’ f : R→ R je ohraničená na [a, b]. Plat́ı-li∫ b

a
f(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx,

nazývá se funkce f integrovatelná (riemannovsky; v Riemannově smyslu) na intervalu [a, b].
V tomto př́ıpadě definujeme Riemann̊uv integrál funkce f přes [a, b] jako společnou hodnotu
dolńıho a horńıho Riemannova integrálu a znač́ıme∫ b

a
f(x) dx.

Množinu všech riemannovsky integrovatelných funkćı na intervalu [a, b] budeme označovat
R([a, b]).

Př́ıklad 9.12

(a) Uvažujme konstantńı funkci f(x) = c, x ∈ [a, b]. Zjistěme, zda je tato funkce rie-
mannovsky integrovatelná na intervalu [a, b]. Podle Definice 9.11 stač́ı ověřit rovnost
dolńıho a horńıho Riemannova integrálu. Uvažujme libovolné děleńı D = {x0, . . . , xn}
intervalu [a, b]. Plat́ı

s(f,D) =
n∑
i=1

c(xi − xi−1) = c
n∑
i=1

(xi − xi−1) = c(b− a).

Tedy množina všech dolńıch součt̊u je jednoprvková a plat́ı∫ b

a
f(x) dx = sup{c(b− a)} = c(b− a).

Podobně vypoč́ıtáme
S(f,D) = c(b− a)

pro každé D ∈ D([a, b]), tedy∫ b

a
f(x) dx = inf{c(b− a)} = c(b− a).

Podle Definice 9.11 integrál existuje a současně jsme našli i jeho hodnotu, což je
c(b− a). Vzhledem ke geometrickému významu Riemannova integrál by nás výsledek
neměl překvapit.

(b) Uvažujme tzv. Dirichletovu funkci

χQ(x) =

{
1 x ∈ Q,
0 x ∈ R \Q

a vyšetřeme existenci Riemannova integrálu na intervalu [a, b], a, b ∈ R, a < b.
Uvažujme libovolné děleńı D = {x0, . . . , xn} ∈ D([a, b]). Pro každé i = 1, . . . , n plat́ı

inf
[xi−1,xi]

χQ = 0,
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tedy

s(f,D) =
n∑
i=1

0 · (xi − xi−1) = 0

a následně ∫ b

a
f(x) dx = sup{0} = 0.

Protože pro každé i = 1, . . . , n plat́ı

sup
[xi−1,xi]

χQ = 1,

podobně vypoč́ıtáme

S(f,D) =

n∑
i=1

1 · (xi − xi−1) =

n∑
i=1

(xi − xi−1) = b− a,

tedy ∫ b

a
f(x) dx = inf{b− a} = b− a > 0.

Podle Definice 9.11 integrál neexistuje.

Následuj́ıćı lemma bude d̊uležité pro d̊ukaz daľśıch vět, korunovaných Leibnizovou–
Newtonovou formuĺı, tedy Větou 9.22. Jeho d̊ukaz je techničtěǰśı, poctivý čtenář si ho sám
dohledá, např. v [4].

Lemma 9.13. Necht’ f : R→ R je ohraničená na [a, b]. Pak pro každé ε ∈ R, ε > 0 existuje
δ ∈ R, δ > 0 tak, že pro všechna D ∈ D([a, b]), splňuj́ıćı ν(D) < δ plat́ı∫ b

a
f(x) dx− ε < s(f,D) a S(f,D) <

∫ b

a
f(x) dx+ ε.

Poznámka 9.14 Lemma 9.13 dává d̊uležitou informaci o vztahu mezi zlepšováńım apro-
ximace obsahu podgrafu a

”
jemnost́ı“ odpov́ıdaj́ıćıch děleńı. Zjednodušeně řečeno ř́ıká, že

předeṕı̌seme-li si požadovanou přesnost výpočtu dolńıho (resp. horńıho) integrálu – dané
č́ıslem ε, pak existuje takové malé č́ıslo δ s vlastnost́ı, že vezmeme-li libovolné děleńı s nor-
mou menš́ı než toto δ, odpov́ıdaj́ıćı dolńı (resp. horńı) součet již dostatečně přesně aproxi-
muje dolńı (resp. horńı) integrál.

Pod́ıvejme se nyńı na trochu jiný zp̊usob aproximace obsahu podgrafu funkce. Potřebujeme
k tomu nejprve pojem výběru z dělićıch interval̊u děleńı.

Definice 9.15 Necht’ D = {x0, . . . , xn} ∈ D([a, b]). Pak každou konečnou množinu V =
{c1, . . . , cn}, kde

xi−1 ≤ ci ≤ xi pro všechna i = 1, . . . , n

nazýváme výběrem z dělićıch interval̊u při děleńı D; stručně: výběr při D (označujeme
V < D).
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Definice 9.16 Bud’ f : R→ R ohraničená na intervalu [a, b], D = {x0, . . . , xn} ∈ D([a, b]),
V = {c1, . . . , cn} je výběr při D. Č́ıslo

i(f,D, V ) =

n∑
k=1

f(ck)(xk − xk−1)

nazýváme Riemannovým integrálńım součtem funkce f při děleńı D a výběru V .

Poznámka 9.17 Podobně jako dolńı a horńı integrálńı součet, integrálńı součet i(f,D, V )
má jednoduchý geometrický význam. Je-li f nezáporná, jde opět o součet obsah̊u jistých
obdélńık̊u – viz Obrázek 9.4.

x

y

x0 ξ0 x1 ξ1 x2 ξ2 x3 ξ3 x4 ξ4 x5

f

Obrázek 9.4: Geometrický význam integrálńıch součt̊u i(f,D, V ).

Lemma 9.18. Bud’ f : R → R ohraničená funkce na [a, b]. Pak pro každé děleńı D ∈
D([a, b]) a každý výběr V při D plat́ı

s(f,D) ≤ i(f,D, V ) ≤ S(f,D).

D̊ukaz. Necht’ D = {x0, . . . , xn}, V = {ξ1, . . . , ξn} < D. Pro i = 1, . . . , n plat́ı

mi = inf
[xi−1,xi]

f ≤ f(ξi) ≤ sup
[xi−1,xi]

f = Mi.

Vynásob́ıme-li tyto nerovnosti výrazem (xi − xi−1) a sečteme přes všechna i = 1, . . . , n,
dostáváme dokazované nerovnosti. 2

Definice 9.19 Necht’ {Dm}∞m=1 je posloupnost děleńı intervalu [a, b]. Tuto posloupnost
nazýváme nulovou, jestliže

lim
m→∞

ν(Dm) = 0.
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Věta 9.20. Necht’ f : R→ R je ohraničená funkce na [a, b] a {Dm}∞m=1 je nulová posloup-
nost děleńı intervalu [a, b]. Pak

lim
m→∞

s(f,Dm) =

∫ b

a
f(x) dx a lim

m→∞
S(f,Dm) =

∫ b

a
f(x) dx.

Je-li nav́ıc funkce f integrovatelná na [a, b], pak

lim
m→∞

i(f,Dm, Vm) =

∫ b

a
f(x) dx,

kde Vm je libovolný výběr při děleńı Dm pro každé m ∈ N.

D̊ukaz. Uvažujme nulovou posloupnost děleńı {Dm}∞m=1 intervalu [a, b]. Zvolme ε ∈ R, ε > 0
libovolně. Pak podle Lemmatu 9.13 existuje δ > 0 takové, že pro každé děleńı D ∈ D([a, b])
takové, že ν(D) < δ plat́ı ∫ b

a
f(x) dx ≥ s(f,D) >

∫ b

a
f(x) dx− ε,

odkud plyne ∣∣∣∣∣s(f,D)−
∫ b

a
f(x) dx

∣∣∣∣∣ < ε.

K tomuto δ existuje m0 ∈ N tak, že pro každé m ≥ m0 plat́ı ν(Dm) < δ. Proto pro všechna
m ≥ m0 plat́ı ∣∣∣∣∣s(f,Dm)−

∫ b

a
f(x) dx

∣∣∣∣∣ < ε.

T́ım je dokázáno, že s(f,Dm)→
∫ b
a f(x) dx. Podobně dokážeme pro horńı součty a integrál.

Necht’ nyńı f je riemannovsky integrovatelná na [a, b], tzn.

∫ b

a
f(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx

a {Dm}∞m=1 je nulová posloupnost děleńı intervalu [a, b]. Podle Lemmatu 9.18 plat́ı

s(f,Dm) ≤ i(f,Dm, Vm) ≤ S(f,Dm)

pro každé m ∈ N, kde Vm < Dm je zcela libovolný výběr z dělićıch interval̊u děleńı Dm.
Odtud pak z prvńı části této věty a z věty o třech limitách (Věta 3.47) plyne požadovaná
rovnost. 2

Př́ıklad 9.21 Vypočtěte integrály

(a)

∫ 1

0
x dx, (b)

∫ 1

0
x2 dx.
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Řešeńı. Obě funkce x a x2 jsou rostoućı na [0, 1], a jak se dozv́ıme ve Větě 9.27, jsou také
integrovatelné na [0, 1]. Hodnoty integrálu vypoč́ıtáme s využit́ım Věty 9.20.
ad (a): Uvažujme posloupnost ekvidistantńıch děleńı intervalu [0, 1], tzn. posloupnost ekvi-
distantńıch děleńı {Dm}∞m=1 o m dělićıch intervalech. Pro každé m ∈ N tedy plat́ı

Dm = {x0, x1, . . . , xm}, xj =
j

m
, j = 0, 1, . . . ,m.

a ν(Dm) = 1
m . Jde tedy o nulovou posloupnost děleńı. Definujme nav́ıc pro každé m ∈ N

výběr z dělićıch interval̊u děleńı Dm takto

Vm = {ξ1, . . . , ξm}, ξj = xj =
j

m
, j = 1, . . . ,m.

Pak

i(x,Dm, Vm) =
m∑
j=1

(
j

m

)
1

m
=

1

m2

m∑
j=1

j =
1

m2

m(m+ 1)

2
=
m+ 1

2m
,

kde jsme využili výsledku z Př́ıkladu 1.67. Podle Věty 9.20 dostáváme∫ 1

0
x dx = lim

m→∞
i(x,Dm, Vm) = lim

m→∞

m+ 1

2m
=

1

2
.

Výsledek by nás neměl př́ılǐs překvapit, protože geometrický význam tohoto integrálu je
obsah pravoúhlého trojúhelńıka o odvěsnách délky 1.
ad (b): Uvažujme stejnou posloupnost ekvidistantńıch děleńı intervalu [0, 1] a k nim stejné
př́ıslušné výběry z dělićıch interval̊u. Pak

i(x2, Dm, Vm) =

m∑
j=1

(
j

m

)2 1

m
=

1

m3

m∑
j=1

j2 =
1

m3

m(m+ 1)(2m+ 1)

6
=

(m+ 1)(2m+ 1)

6m2
,

kde jsem využili výsledku z Cvičeńı 1.68. Podle Věty 9.20 dostáváme∫ 1

0
x2 dx = lim

m→∞
i(x2, Dm, Vm) = lim

m→∞

(m+ 1)(2m+ 1)

6m2
=

1

3
.

Geometrický význam integrálńıch součt̊u i(f,Dm, Vm) prom = 11 je ukázán na Obrázku 9.5.
©

V předchoźım př́ıkladu byly pro výpočet zásadńı součtové vzorce. Pokud ale př́ıslušné
součtové vzorce nemáme, je možné vypoč́ıtat hodnotu integrálu alespoň přibližně, např.∫ b

a
f(x) dx ≈ i(f,Dm, Vm)

pro nějaké dostatečně velké m.
K určeńı přesné hodnoty Riemannova integrálu naštěst́ı máme velmi efektivńı vzorec,

jde o veled̊uležitý Leibniz̊uv–Newton̊uv vzorec.

Věta 9.22 (Leibnizova–Newtonova formule). Necht’ f ∈ R([a, b]), F : R→ R je primitivńı
k funkci f na (a, b) a spojitá na [a, b]. Pak∫ b

a
f(x) dx = F (b)− F (a).
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x

y

x

0 1

1

(a) Funkce f(x) = x na intervalu [0, 1].

x

y

x2

0 1

1

(b) Funkce f(x) = x2 na intervalu [0, 1].

Obrázek 9.5: Graf funkce a geometrický význam integrálńıch součt̊u z Př́ıkladu 9.21.

D̊ukaz. Bud’ D = {x0, . . . , xn} ∈ D([a, b]) libovolné. Funkce F splňuje na každém dělićım
intervalu všechny podmı́nky Lagrangeovy věty, a podle ńı pak pro každé k = 1, . . . , n
existuje ck ∈ (xk−1, xk) tak, že

F ′(ck) =
F (xk)− F (xk−1)

xk − xk−1
,

tzn.
F (xk)− F (xk−1) = F ′(ck)(xk − xk−1) = f(ck)(xk − xk−1).

Pak
n∑
k=1

(F (xk)− F (xk−1)) =

n∑
k=1

f(ck)(xk − xk−1) = i(f,D, V ),

kde V = {c1, . . . , cn} je výběr při děleńı D, ale také plat́ı

n∑
k=1

(F (xk)− F (xk−1)) = F (x1)− F (x0) + F (x2)− F (x1) + . . .

+ . . .+ F (xn)− F (xn−1) = F (xn)− F (x0) = F (b)− F (a).

Tedy pro všechna D ∈ D([a, b]) existuje výběr V při D takový, že plat́ı

i(f,D, V ) = F (b)− F (a).

Zvolme nulovou posloupnost {Dm}∞m=1 ⊂ D([a, b]) a {Vm}∞m=1 tak, že Vm < Dm a

i(f,Dm, Vm) = F (b)− F (a)

pro všechna m ∈ N. Podle Věty 9.20 plat́ı

i(f,Dm, Vm)→
∫ b

a
f(x) dx, pro m→∞

a protože {i(f,Dm, Vm)}∞m=1 je konstantńı posloupnost jej́ıž členy jsou rovny F (b)− F (a),
zřejmě

F (b)− F (a) =

∫ b

a
f(x) dx.

2
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Poznámka 9.23 Rozd́ıl funkčńıch hodnot F (b)− F (a) se zapisuje krátce výrazem

[F (x)]ba .

Rovnost z předchoźı věty pak stručně zapisujeme jako∫ b

a
f(x) dx = [F (x)]ba .

Toto značeńı oceńıme pro primitivńı funkce se složitým předpisem.

Jak je vidět, možnost použit́ı Leibnizova–Newtonova vzorce stoj́ı a padá se znalost́ı
primitivńı funkce.

Nyńı, když máme k dispozici velmi efektivńı metodu poč́ıtáńı přesné hodnoty Rieman-
nova integrálu, ukažme si nějaký jednoduchý př́ıklad.

Př́ıklad 9.24 Vypočtěte integrály

(a)
∫ π

2
0 sinx dx, (b)

∫ π
0 sinx dx, (c)

∫ 2π
π sinx dx, (d)

∫ 2π
0 sinx dx.

Řešeńı. Protože již v́ıme, že primitivńı k funkci sinus je funkce − cos, snadno vypoč́ıtáme∫ π
2

0
sinx dx = [− cos]

π
2
0 = − cos

π

2
+ cos 0 = 1.

Podobně dostáváme také∫ π

0
sinx dx = 2,

∫ 2π

π
sinx dx = −2 a

∫ 2π

0
sinx dx = 0.

Poučný je také geometrický význam těchto integrál̊u, viz Obrázek 9.6. ©

9.2 Podmı́nky integrovatelnosti

Často budeme vyslovovat věty maj́ıćı ve svých předpokladech integrovatelnost funkćı. Je
proto d̊uležité znát jednoduchá pravidla, pomoćı kterých to poznáme. Začneme nutnou
a postačuj́ıćı podmı́nkou, kterou prakticky použ́ıvat nebudeme, ovšem je velmi užitečná pro
d̊ukazy daľśıch – efektivněǰśıch – kriteríı integrovatelnosti.

Lemma 9.25. Necht’ f : R → R je ohraničená na [a, b]. Pak f ∈ R([a, b]) právě tehdy,
když

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃D ∈ D([a, b]) : S(f,D)− s(f,D) < ε.

D̊ukaz. (⇐): Necht’ plat́ı podmı́nka, tzn. pro libovolné ε > 0 existuje D ∈ D([a, b]) tak, že

0 ≤
∫ b

a
f(x) dx−

∫ b

a
f(x) dx ≤ S(f,D)− s(f,D) < ε.

Z libovolnosti ε > 0 plyne ∫ b

a
f(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx,
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x

y

1

(a) Integrál funkce sin přes interval
[0, π/2].

x

y

2

(b) Integrál funkce sin přes interval
[0, π].

x

y

−2

(c) Integrál funkce sin přes interval
[π, 2π].

x

y

2

−2

(d) Integrál funkce sin přes interval
[0, 2π].

Obrázek 9.6: Geometrický význam integrál̊u z Př́ıkladu 9.24.

tedy f ∈ R([a, b]).
(⇒): Necht’ f ∈ R([a, b]). Zvolme ε > 0. Podle definice dolńıho a horńıho integrálu (a Věty 2.24)
existuj́ı D1, D2 ∈ D([a, b]) tak, že

s(f,D1) >

∫ b

a
f(x) dx− ε

2
, S(f,D2) <

∫ b

a
f(x) dx+

ε

2
.

Položme D = D1 ∪D2. Pak podle Lemmatu 9.7(b) dostáváme

S(f,D)− s(f,D) ≤ S(f,D2)− s(f,D1) <

∫ b

a
f(x) dx+

ε

2
−

(∫ b

a
f(x) dx− ε

2

)

=

∫ b

a
f(x) dx+

ε

2
−
(∫ b

a
f(x) dx− ε

2

)
= ε.

2

Poznámka 9.26 Podmı́nka v Lemmatu 9.25 má pěkný geometrický význam. Ř́ıká, že k
libovolně zvolenému (malému) ε > 0 lze naj́ıt takové, děleńı, že (nezáporný) rozd́ıl

S(f,D)− s(f,D)

je menš́ı než ε. Přitom, tento rozd́ıl je součtem jistých obdélńık̊u pokrývaj́ıćıch graf funkce
f , viz Obrázek 9.7.
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Obrázek 9.7: Geometrický význam rozd́ılu S(f,D)− s(f,D) z Lemmatu 9.25.

Věta 9.27. Necht’ f : R→ R je monotónńı na [a, b]. Pak f ∈ R([a, b]).

D̊ukaz. Předpokládejme, že f je na [a, b] neklesaj́ıćı. Zřejmě f(a) ≤ f(b). Kdyby f(a) =
f(b), pak z monotonie plyne, že f je konstantńı, tedy f je integrovatelná na [a, b] – viz
Př́ıklad 9.12(a). Necht’ f(a) < f(b). Zvolme ε ∈ R, ε > 0 libovolně. Uvažujme děleńı
D = {x0, x1, . . . , xn} ∈ D([a, b]) takové, že

ν(D) <
ε

f(b)− f(a)
.

Takové děleńı lze vždy naj́ıt – viz např. Poznámku 9.4(b). Kromě toho, vzhledem k mono-
tonii funkce f na [a, b], plat́ı

f(xi−1) = min
[xi−1,xi]

f = inf
[xi−1,xi]

f ≤ sup
[xi−1,xi]

f = max
[xi−1,xi]

f = f(xi)

pro každé i = 1, . . . , n. Pak

S(f,D)− s(f,D) =

n∑
i=1

sup
[xi−1,xi]

f (xi − xi−1)−
n∑
i=1

inf
[xi−1,xi]

f (xi − xi−1)

=

n∑
i=1

f(xi)(xi − xi−1)−
n∑
i=1

f(xi−1)(xi − xi−1)

=

n∑
i=1

(f(xi)− f(xi−1))︸ ︷︷ ︸
≥0

(xi − xi−1)

≤
n∑
i=1

(f(xi)− f(xi−1)) ν(D)

<
ε

f(b)− f(a)

n∑
i=1

(f(xi)− f(xi−1))

=
ε

f(b)− f(a)
(f(x1)− f(x0) + . . .+ f(xn)− f(xn−1)) = ε.

2

Věta 9.28. Necht’ f : R→ R je spojitá na [a, b]. Pak f ∈ R([a, b]).
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D̊ukaz. Ze spojitosti f na [a, b] plyne ohraničenost a stejnoměrná spojitost f na [a, b] (viz
Větu 5.82 a 5.88). Zvolme ε > 0 libovolně. Pak existuje δ > 0 tak, že pro všechna x, x′ ∈ [a, b]
plat́ı

|x− x′| < δ ⇒ |f(x)− f(x′)| < ε

b− a
. (9.1)

Zvolme D = {x0, . . . , xn} ∈ D([a, b]) tak, že ν(D) < δ. Ze spojitosti dále plyne existence
ξk, ηk ∈ [xk−1, xk] tak, že

f(ξk) = max
[xk−1,xk]

f = sup
[xk−1,xk]

f, f(ηk) = min
[xk−1,xk]

f = inf
[xk−1,xk]

f

pro všechna k = 1, . . . , n. Protože

|ξk − ηk| ≤ xk − xk−1 ≤ ν(D) < δ,

plat́ı podle (9.1) nerovnost

|f(ξk)− f(ηk)| <
ε

b− a
.

Pak

S(f,D)− s(f,D) =
n∑
k=1

f(ξk)(xk − xk−1)−
n∑
k=1

f(ηk)(xk − xk−1)

=
n∑
k=1

[f(ξk)− f(ηk)] (xk − xk−1)

<
ε

b− a

n∑
k=1

(xk − xk−1)

=
ε

b− a
(b− a) = ε.

2

Věta 9.29. Má-li ohraničená funkce f : R → R na [a, b] konečný počet bod̊u nespojitosti,
pak f ∈ R([a, b]).

D̊ukaz. Nejprve označme M = sup[a,b] f . Důkaz bude opět založen na použit́ı Lemmatu 9.25.
Zvolme ε > 0 libovolně. K němu nalezneme takové děleńı D intervalu [a, b], že S(f,D) −
s(f,D) < ε. Nejprve pokryjeme body nespojitosti—včetně krajńıch bod̊u, protože značeńı
pak bude jednodušš́ı—dělićımi intervaly dostatečně malé délky [ai, bi]. Uvažujme množinu

A = {t ∈ [a, b] ; funkce f má v bodě t nespojitost} ∪ {a, b}.

Protože jde o konečnou množinu, označme

A = {t1, . . . , tm}, kde a = t1 < t2 < . . . < tm = b, m ∈ N.

Ke každému i = 1, . . . ,m označme

ai =

{
ti je-li ti = a,

ti − δ je-li ti > a,
bi =

{
ti je-li ti = b,

ti + δ je-li ti < b,
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kde δ > 0 vezmeme tak malé, že

δ <
ε

8Mm
a bi < ai+1 pro i = 1, . . . ,m− 1. Tedy množina

D′ = {a1, b1, a2, b2, . . . , am, bm}

je děleńı intervalu [a, b] a pro i = 1, . . . ,m plat́ı

bi − ai ≤ 2δ.

Ještě ale nejde o hledané děleńı D. Jen intervaly [ai, bi], i = 1, . . . ,m použijeme jako dělićı
body výsledného děleńı. Totiž, zbývaj́ıćı dělićı intervaly děleńı D′, což jsou intervaly tvaru
[bi, ai+1], i = 1, . . . ,m − 1, ještě nejsou dostatečně krátké. Na druhou stranu, na těchto
intervalech je funkce f spojitá, tedy podle Věty 9.28 riemannovsky integrovatelná a konečně
podle Lemmatu 9.25 existuje děleńı Di intervalu [bi, ai+1] takové, že

S(f,Di)− s(f,Di) <
ε

2m

pro všechna i = 1, . . . ,m− 1. Nyńı konečně položme

D = D′ ∪
m−1⋃
i=1

Di = {a1, b1} ∪ {a2, b2} ∪ . . . ∪ {am, bm} ∪D1 ∪D2 ∪ . . . ∪Dm−1.

Zřejmě D ∈ D([a, b]). Nav́ıc plat́ı

S(f,D)− s(f,D) =
m∑
j=1

(
sup
[aj ,bj ]

f − inf
[aj ,bj ]

f

)
(bi − ai) +

m−1∑
i=1

S(f,Di)− s(f,Di)

≤
m∑
j=1

2M · 2δ +

m−1∑
j=1

ε

2m
≤ 4Mmδ +

ε

2m
(m− 1)

< 4δMm
ε

8Mm
+
ε

2

m− 1

m
<
ε

2
+
ε

2
= ε,

kde jsme v druhé nerovnosti použili následuj́ıćı odhad

sup
[aj ,bj ]

f − inf
[aj ,bj ]

f ≤ sup
[a,b]

f − inf
[a,b]

f ≤ sup
[a,b]
|f |+ sup

[a,b]
|f | = 2M. 2

Př́ıklad 9.30

(a) Funkce

f(x) =

{
sin 1

x x 6= 0,

0 x = 0

je integrovatelná na intervalu [−k, k], kde k > 0 je libovolná reálná konstanta. Plyne
to z faktu, že je ohraničená a má jediný bod nespojitosti – viz Obrázek 9.8.

(b) Funkce f : R→ R, D(f) = [0, 1] definovaná předpisem

f(x) =

{
1
2n x ∈

(
1

2n+1 ,
1
2n

]
, n ∈ N ∪ {0},

0 x = 0

je opět integrovatelná na intervalu [0, 1]. Je totiž na něm neklesaj́ıćı – viz Obrázek 9.8.
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x
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(a) Funkce z části (a).

x

y

1

1

(b) Funkce z části (b).

Obrázek 9.8: Grafy funkćı z Př́ıkladu 9.30.

Může se nám hodit následuj́ıćı věta.

Věta 9.31. Necht’ f, g : R→ R jsou ohraničené na [a, b] a lǐśı se v nejvýše konečném počtu
bod̊u. Pak f ∈ R([a, b]) právě tehdy, když g ∈ R([a, b]). Je-li f ∈ R([a, b]), pak∫ b

a
f(x) dx =

∫ b

a
g(x) dx.

D̊ukaz. Důkaz rozdělme do tř́ı krok̊u.
Krok 1 : Uvažujme funkci

h(x) = f(x)− g(x), x ∈ [a, b].

Pak podle předpokladu h(x) = 0 pro všechna x ∈ [a, b] až na konečnou množinu bod̊u.
Protože nulová (tedy konstantńı) funkce je spojitá na [a, b], funkce h je spojitá až na konečný
počet bod̊u nespojitosti. Podle Věty 9.29 pak je funkce h riemannovsky integrovatelná na
[a, b].

Krok 2 : Dokažme nyńı, že
∫ b
ah(x) dx = 0. Uvažujme nulovou posloupnost ekvidistantńıch

děleńı {Dm}∞m=1 intervalu [a, b] a k nim př́ıslušné výběry Vm < Dm tak, že žádná množina
Vm neobsahuje body nespojitosti funkce h. To lze vždy zař́ıdit, protože bod̊u nespojitosti
je konečně mnoho. Pak pro každé m ∈ N plat́ı

i(h,Dm, Vm) = 0

a tedy podle Věty 9.20 plat́ı∫ b

a
h(x) dx = lim

m→∞
i(h,Dm, Vm) = 0.

Krok 3 : Necht’ nyńı f ∈ R([a, b]). Protože

f = g + h,

pak s využit́ım Lemmatu 9.36 (které jsme ještě nedokazovali, ale jeho d̊ukaz je zcela nezávislý
na Větě 9.31, tedy nehroźı d̊ukaz kruhem) dostáváme∫ b

a
f(x) dx =

∫ b

a
g(x) + h(x) dx =

∫ b

a
g(x) dx+

∫ b

a
h(x) dx =

∫ b

a
g(x) dx.

2
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Př́ıklad 9.32 Zjistěte, zda je funkce | sgn | riemanovsky integrovatelná na intervalu [−1, 1].
Pokud ano, vypočtěte integrál této funkce přes tento interval.

Řešeńı. Nakresĺıme-li si graf restrikce funkce | sgn | na interval [−1, 1], vid́ıme, že jde o funkci
spojitou až na bod x = 0. Podle Věty 9.29 je | sgn | integrovatelná přes [−1, 1]. Vid́ıme, že
se tato funkce lǐśı od funkce

f(x) = 1, x ∈ [−1, 1]

pouze v bodě 0. Podle Věty 9.31 a Př́ıkladu 9.12(a) dostáváme∫ 1

−1
| sgn(x)| dx =

∫ 1

−1
1 dx = 2.

©

Poznámka 9.33 Na závěr poznamenejme, že se Věta 9.29, resp. Věta 9.31 dá zobecnit
tak, že množina bod̊u nespojitosti, resp. bod̊u nerovnosti může být i nekonečná. Konkrétně
to může být tzv. množina nulové Jordanovy mı́ry: Řekneme, že množina A ⊂ R je nulové
Jordanovy mı́ry, jestlǐze pro každé ε > 0 existuje konečná množina otevřených interval̊u
{(ak, bk) ; k = 1, . . . , n} tak, že

A ⊂
n⋃
k=1

(ak, bk) a

n∑
k=1

(bk − ak) < ε.

Řečeno v́ıce lidsky, množina nulové Jordanovy mı́ry je taková, dá-li se
”
pokrýt“ konečně

mnoha otevřenými intervaly o libovolně malém součtu jejich délek. Jak již bylo naznačeno,
kromě konečných množin reálných č́ısel mohou být množinami nulové Jordanovy mı́ry i ne-
konečné. Ty ale musej́ı být

”
dostatečně ř́ıdké“. Např. množina{

1

n
; n ∈ N

}
je množinou nulové Jordanovy mı́ry, ale množina

Q ∩ [0, 1]

již ne – nakreslete na reálné ose. Daľśı informace včetně d̊ukaz̊u lze naj́ıt např. v [4].

9.3 Vlastnosti Riemannova integrálu

Nyńı se dostáváme k základńım vlastnostem Riemannova integrálu. Mnohé tyto vlastnosti
maj́ı i jiné typy integrál̊u, se kterými se v budoucnu ještě setkáme.

Věta 9.34. Necht’ f ∈ R([a, b]), c, d ∈ R jsou taková, že

c ≤ f(x) ≤ d pro všechna x ∈ [a, b].

Pak

c(b− a) ≤
∫ b

a
f(x) dx ≤ d(b− a).
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D̊ukaz. Pro každé děleńı D ∈ D([a, b]) plat́ı podle Lemmatu 9.7(a) a definice horńıho
a dolńıho integrálu

c(b− a) ≤ s(f,D) ≤
∫ b

a
f(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx ≤ S(f,D) ≤ d(b− a).

2

Důsledek 9.35. Necht’ f ∈ R([a, b]). Pak

1. je-li f(x) ≥ 0 pro všechna x ∈ [a, b], pak
∫ b
a f(x) dx ≥ 0,

2. je-li |f(x)| ≤ c pro všechna x ∈ [a, b], pak
∣∣∣∫ ba f(x) dx

∣∣∣ ≤ c(b− a).

Lemma 9.36. Necht’ f, g ∈ R([a, b]). Pak f + g ∈ R([a, b]) a plat́ı∫ b

a
(f(x) + g(x)) dx =

∫ b

a
f(x) dx+

∫ b

a
g(x) dx.

D̊ukaz. Uvažujme D = {x0, x1, . . . , xn} ∈ D([a, b]), označme

mi = inf
[xi−1,xi]

f, ni = inf
[xi−1,xi]

g, pi = inf
[xi−1,xi]

(f + g)

pro i = 1, . . . , n. Protože
mi + ni ≤ f(x) + g(x)

pro každé x ∈ [xi−1, xi], je č́ıslo mi +ni dolńı závora množiny {f(x) + g(x) ; x ∈ [xi−1, xi]},
odkud vyplývá, že

mi + ni ≤ pi.
Vynásob́ıme-li posledńı nerovnost výrazem (xi − xi−1) a sečteme výsledné nerovnosti přes
všechna i = 1, . . . , n, dostaneme nerovnost

s(f,D) + s(g,D) ≤ s(f + g,D).

Uvažujme {Dm}∞m=1 nulovou posloupnost děleńı intervalu [a, b]. Pak pro každé m ∈ N plat́ı

s(f,Dm) + s(g,Dm) ≤ s(f + g,Dm)

Vzhledem k integrovatelnosti funkćı f a g na [a, b] a Větě 9.20 plat́ı∫ b

a
f(x) dx+

∫ b

a
g(x) dx ≤

∫ b

a
f(x) + g(x) dx.

Podobnou úvahou se dokáže nerovnost i pro horńı Riemann̊uv integrál součtu funkćı f a g
přes interval D([a, b]), konkrétně∫ b

a
f(x) + g(x) dx ≤

∫ b

a
f(x) dx+

∫ b

a
g(x) dx

Dáme-li posledńı dvě nerovnosti dohromady s pomoćı Poznámky 9.10, pak dostáváme nejen,
že f + g ∈ R([a, b]), ale také rovnost z tvrzeńı věty. 2
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Lemma 9.37. Necht’ f ∈ R([a, b]) a c ∈ R. Pak cf ∈ R([a, b]) a∫ b

a
cf(x) dx = c

∫ b

a
f(x) dx.

D̊ukaz. Pro c = 0 je tvrzeńı zřejmé. Necht’ c > 0. Necht’ D ∈ {x0, x1, . . . , xn} ∈ D([a, b])
a označme

mi = inf
[xi−1,xi]

f, ni = inf
[xi−1,xi]

c · f

pro i = 1, . . . , n. Pak protože
cmi ≤ cf(x)

pro každé x ∈ [xi−1, xi], je č́ıslo cmi dolńı závora množiny {cf(x) ; x ∈ [xi−1, xi]}, odkud
vyplývá, že

cmi ≤ ni.

Vynásob́ıme-li obě strany rovnosti výrazem (xi − xi−1) a sečteme pro všechna i = 1, . . . , n,
a vytkneme c na levé straně, dostáváme nerovnost

c · s(f,D) ≤ s(c · f,D).

Uvažujme {Dm}∞m=1 nulovou posloupnost děleńı intervalu [a, b]. Pak pro každé m ∈ N plat́ı

c · s(f,Dm) ≤ s(c · f,Dm).

Vzhledem k integrovatelnosti funkce f na [a, b] a Větě 9.20 plat́ı

c

∫ b

a
f(x) dx ≤

∫ b

a
cf(x) dx.

Podobnou úvahou se dokáže nerovnost i pro horńı Riemann̊uv integrál součtu funkćı f a g
přes interval, konkrétně ∫ b

a
cf(x) dx ≤ c

∫ b

a
f(x) dx.

Dáme-li posledńı dvě nerovnosti dohromady s pomoćı Poznámky 9.10, pak dostáváme nejen,
že c · f ∈ R([a, b]), ale také rovnost z tvrzeńı věty.
Necht’ nyńı c < 0. Důkaz je veden téměř stejně jako pro kladné c. Hlavńı rozd́ıl spoč́ıvá
v tom, že pro každé děleńı D ∈ D([a, b]) plat́ı nerovnosti

c · S(f,D) ≤ s(c · f,D) a S(c · f,D) ≤ c · s(f,D),

které je také třeba dokázat. 2

Následuj́ıćı větu lze snadno dokázat s pomoćı předchoźıch dvou lemmat matematickou
indukćı.

Věta 9.38. Necht’ f1, . . . , fn ∈ R([a, b]), c1, . . . , cn ∈ R, n ∈ N. Pak c1f1 + . . . + cnfn ∈
R([a, b]) a plat́ı∫ b

a
c1f1(x) + . . .+ cnfn(x) dx = c1

∫ b

a
f1(x) dx+ . . .+ cn

∫ b

a
fn(x) dx.



292 KAPITOLA 9. RIEMANNŮV INTEGRÁL

Věta 9.39. Necht’ f, g ∈ R([a, b]) a f(x) ≤ g(x) pro všechna x ∈ [a, b]. Pak∫ b

a
f(x) dx ≤

∫ b

a
g(x) dx.

D̊ukaz. Uvažujme pomocnou funkci

h(x) = g(x)− f(x), x ∈ [a, b].

Podle předpokladu je funkce h nezáporná. Z Důsledku 9.35 a Věty 9.38 dostáváme

0 ≤
∫ b

a
h(x) dx =

∫ b

a
g(x) dx−

∫ b

a
f(x) dx.

T́ım je věta dokázána. 2

Lemma 9.40. Necht’ f : R→ R je ohraničená na množině M ⊂ R. Pak

sup
M
|f | − inf

M
|f | ≤ sup

M
f − inf

M
f.

D̊ukaz. Označme g = infM f a G = supM f . Protože g ≤ f(x) ≤ G pro každé x ∈ M , pak
okamžitě dostáváme nerovnosti

G− g ≤ f(x)− f(y) ≤ G− g,

pro každé x, y ∈ M . S využit́ım Př́ıkladu 2.44 (konkrétně jde o nerovnosti (g) a (i)) máme
pro každé x, y ∈M

|f(x)| − |f(y)| ≤
∣∣|f(x)| − |f(y)|

∣∣ ≤ |f(x)− f(y)| ≤ G− g.

Odtud tedy máme
|f(x)| ≤ |f(y)|+G− g

pro každé x, y ∈M , na což se dá d́ıvat tak, že pro každé y ∈M je č́ıslo |f(y)|+G− g horńı
závorou množiny {|f(x)| ; x ∈M}. Podle definice suprema pak dostáváme, že

sup
M
|f | ≤ |f(y)|+G− g,

a to pro každé y ∈M . Jednoduchou úpravou posledńı nerovnosti dostáváme

sup
M
|f | − (G− g) ≤ |f(y)|

pro každé y ∈M , na což se dá d́ıvat tak, že č́ıslo supM |f |−(G−g) je dolńı závorou množiny
{|f(x)| ; x ∈M}. Podle definice infima pak dostáváme, že

sup
M
|f | − (G− g) ≤ inf

M
|f |.

To je žádaná nerovnost. 2
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Věta 9.41. Necht’ f ∈ R([a, b]). Pak |f | ∈ R([a, b]) a∣∣∣∣∫ b

a
f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|f(x)| dx.

D̊ukaz. Zvolme ε > 0 libovolně. Podle Lemmatu 9.25 existuje D = {x0, x1, . . . , xn} ∈
D([a, b]) tak, že

S(f,D)− s(f,D) < ε.

Označ́ıme-li

mi = inf
[xi−1,xi]

f, Mi = sup
[xi−1,xi]

f, ni = inf
[xi−1,xi]

|f |, Ni = sup
[xi−1,xi]

|f |,

pak podle Lemmatu 9.40 plat́ı
Ni − ni ≤Mi −mi

pro každé i = 1, . . . , n. Vynásobeńım (xi − xi−1) a sečteńım přes všechna i = 1, . . . , n
dostáváme

S(|f |, D)−s(|f |, D) =

n∑
i=1

(Ni−ni)(xi−xi−1) ≤
n∑
i=1

(Mi−mi)(xi−xi−1) = S(f,D)−s(f,D) < ε.

Podle Lemmatu 9.25 plat́ı |f | ∈ R([a, b]). Nav́ıc, protože

−|f(x)| ≤ f(x) ≤ |f(x)|

pro každé x ∈ [a, b], pak z Věty 9.39 a Lemmatu 9.37 dostáváme

−
∫ b

a
|f(x)|dx ≤

∫ b

a
f(x) dx ≤

∫ b

a
|f(x)|dx,

Odtud již s využit́ım Cvičeńı 2.44(g) dostáváme nerovnost z tvrzeńı. 2

Věta 9.42. Necht’ f, g ∈ R([a, b]). Pak fg ∈ R([a, b]).

D̊ukaz. Integrovatelnost součinu rozděĺıme do tř́ı fáźı:
Krok 1. Nejprve dokažme, že pro nezápornou f ∈ R([a, b]) plat́ı f2 ∈ R([a, b]): Z ohraničenosti
f plyne, že existuje M > 0 takové, že f(x) ≤ M pro každé x ∈ [a, b]. Zvolme ε ∈ R, ε > 0
libovolně. Pak podle Lemmatu 9.25 existuje D = {x0, x1, . . . , xn} ∈ D([a, b]) takové, že

S(f,D)− s(f,D) <
ε

2M
.

Pro každé i = 1, . . . , n označme

mi = inf
[xi−1,xi]

f, Mi = sup
[xi−1,xi]

f, ni = inf
[xi−1,xi]

f2, Ni = sup
[xi−1,xi]

f2.

Protože
0 ≤ mi ≤ f(x) ≤Mi ≤M pro každé x ∈ [xi−1, xi],
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pak také
0 ≤ m2

i ≤ f2(x) ≤M2
i pro každé x ∈ [xi−1, xi],

z čehož plyne, že m2
i ≤ ni a Ni ≤M2

i pro všechna i = 1, . . . , n. Konečně

S(f2, D)− s(f2, D) =

n∑
i=1

Ni(xi − xi−1)−
n∑
i=1

ni(xi − xi−1)

=

n∑
i=1

(Ni − ni)(xi − xi−1) ≤
n∑
i=1

(M2
i −m2

i )(xi − xi−1)

=

n∑
i=1

(Mi +mi)(Mi −mi)(xi − xi−1) < 2M

n∑
i=1

(Mi −mi)(xi − xi−1)

= 2M

(
n∑
i=1

Mi(xi − xi−1)−
n∑
i=1

mi(xi − xi−1)

)
= 2M (S(f,D)− s(f,D)) < 2M

ε

2M
= ε.

Podle Lemmatu 9.25 je f2 riemannovsky integrovatelná na [a, b].
Krok 2. Dokažme, že pro každou f ∈ R([a, b]) plat́ı f2 ∈ R([a, b]): Pro f ∈ R([a, b]) plat́ı
podle Věty 9.41, že také |f | ∈ R([a, b]). Protože |f | je zároveň nezáporná, pak s využit́ım
předchoźıho kroku dostáváme f2 = |f |2 ∈ R([a, b]).
Krok 3. Dokažme samotné tvrzeńı: Necht’ f, g ∈ R([a, b]). Pak na intervalu [a, b] plat́ı

(f + g)2 = f2 + 2fg + g2,

a tedy

fg =
1

2

[
(f + g)2 − f2 − g2

]
.

Podle kroku 2 a Věty 9.38 již v́ıme, že f2, g2, (f + g)2 ∈ R([a, b]) a konečně také fg ∈
R([a, b]). 2

Věta 9.43. Necht’ f ∈ R([a, b]), [c, d] ⊂ [a, b]. Pak f ∈ R([c, d]).

D̊ukaz. Zvolme ε > 0 libovolně. Podle Lemmatu 9.25 existuje D1 ∈ D([a, b]) takové, že

S(f,D1)− s(f,D1) < ε.

Položme D2 = D1∪{c, d}. Pak D2 ∈ D([a, b]) a D1 ⊂ D2, tedy podle Lemmatu 9.7(b) plat́ı

S(f,D2)− s(f,D2) ≤ S(f,D1)− s(f,D1) < ε.

Nakonec položme D = D2 ∩ [c, d]. Neńı obt́ıžné ověřit, že D ∈ D([c, d]). Nav́ıc, označ́ıme-li
D2 = {x0, x1, . . . , xn}, pak existuj́ı k, ` ∈ N, 1 ≤ k < ` ≤ n takové, že xk = c a x` = d. Pak
dostáváme

S(f,D)− s(f,D) =

n∑
i=1

Mi(xi − xi−1)−
n∑
i=1

mi(xi − xi−1)

=

n∑
i=1

(Mi −mi)(xi − xi−1) ≤
∑̀
i=k+1

(Mi −mi)(xi − xi−1)

=
∑̀
i=k+1

Mi(xi − xi−1)−
∑̀
i=k+1

mi(xi − xi−1) = S(f,D2)− s(f,D2) < ε,
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kde jsme využili toho, že Mi −mi ≥ 0 pro každé i = 1, . . . , n. 2

Věta 9.44 (aditivita integrace vzhledem k mezi). Necht’ a, b, c ∈ R, a < c < b. Je-li
f ∈ R([a, c]) a f ∈ R([c, b]), pak f ∈ R([a, b]) a plat́ı∫ b

a
f(x) dx =

∫ c

a
f(x) dx+

∫ b

c
f(x) dx.

D̊ukaz. Snadno vid́ıme, že jsou-li D′ ∈ D([a, c]) a D′′ ∈ D([c, b]) pak D = D′∪D′′ ∈ D([a, b]),
ν(D) = max{ν(D′), ν(D′′)} a

s(f,D) = s(f,D′) + s(f,D′′) a S(f,D) = S(f,D′) + s(f,D′′).

Máme-li tedy nulovou posloupnost děleńı {D′m}
∞
m=1 intervalu [a, c] a nulovou posloupnost

děleńı {D′′m}
∞
m=1 intervalu [c, b], pak pro Dm = D′m ∪D′′m plat́ı, že Dm ∈ D([a, b]), posloup-

nost děleńı {Dm}∞m=1 je nulová a

s(f,Dm) = s(f,D′m) + s(f,D′′m) a S(f,Dm) = S(f,D′m) + s(f,D′′m).

Odtud přechodem pro m→∞ s použit́ım Věty 9.20 dostáváme, že∫ b

a
f(x) dx =

∫ c

a
f(x) dx+

∫ b

c
f(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx.

Závěr již plyne z definice integrálu. 2

Dejme smysl symbolu
∫ b
a f(x) dx i pro a ≥ b. Usnadńı nám to život.

Definice 9.45 Pro f : R→ R, a ∈ D(f) definujeme∫ a

a
f(x) dx = 0.

Pro f ∈ R([a, b]) definujeme ∫ a

b
f(x) dx = −

∫ b

a
f(x) dx.

Dı́ky tomuto značeńı lze provést užitečné zobecněńı Věty 9.44.

Věta 9.46. Necht’ f ∈ R([min{a, b, c},max{a, b, c}]), kde a, b, c ∈ R. Pak∫ b

a
f(x) dx =

∫ c

a
f(x) dx+

∫ b

c
f(x) dx.

D̊ukaz. Je potřeba vyšetřit všechny možnosti nerovnost́ı mezi a, b a c. Př́ıpad a < c < b je
dokázán již ve Větě 9.44. Předpokládejme dále, že a < b < c. Podle Věty 9.44 pak plat́ı∫ c

a
f(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx+

∫ c

b
f(x) dx.



296 KAPITOLA 9. RIEMANNŮV INTEGRÁL

Odtud máme∫ b

a
f(x) dx =

∫ c

a
f(x) dx−

∫ c

b
f(x) dx =

∫ c

a
f(x) dx+

∫ b

c
f(x) dx,

přičemž druhá rovnost plat́ı vhledem k Definice 9.45. Ostatńı př́ıpady se dokáž́ı podobně
(včetně neostrých nerovnost́ı, u kterých vzniknou integrály se stejnou horńı a dolńı meźı).

2

Poznámka 9.47 Podle Definice 9.45 pak pro každou funkci f ∈ R([a, b]) a x, y ∈ [a, b]
plat́ı ∣∣∣∣∫ y

x
f(t) dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−∫ x

y
f(t) dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ x

y
f(t) dt

∣∣∣∣ ,
tedy vyměńıme-li v integrálu meze, jeho absolutńı hodnota se nezměńı. Plat́ı tedy např́ıklad
následuj́ıćı zobecněńı vzorce z Věty 9.41: Pro f ∈ R([a, b]) a každé c, d ∈ [a, b] plat́ı∣∣∣∣∫ d

c
f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ d

c
|f(x)|dx

∣∣∣∣ .
9.4 Integrál jako funkce horńı meze

Nyńı si ukažme daľśı zp̊usob, jak definovat nové funkce z již známých.

Definice 9.48 Necht’ f : R → R, J ⊂ R je interval, c ∈ J a f je na každém uzavřeném
ohraničeném podintervalu intervalu J riemannovsky integrovatelná. Pak funkci Fc : R→ R
definovanou předpisem

Fc(x) =

∫ x

c
f(t) dt, pro všechna x ∈ J

nazýváme integrálem jako funkce horńı meze funkce f .

Poznámka 9.49

(a) Je-li x > c, pak
∫ x
c f(t) dt je R–integrál, pro x ≤ c je tento výraz definován v Defi-

nici 9.45. Např́ıklad, je-li f(x) = x2, c = 0, pak

F0(x) =


∫ x
0 t

2 dt = x3/3 pro x > 0,∫ 0
0 t

2 dt = 0 pro x = 0,∫ x
0 t

2 dt = −
∫ 0
x t

2 dt = −[−x3/3]10 = x3/3 pro x < 0.

Zde např́ıklad vid́ıme, že F0 je primitivńı funkce k funkci f . Je to náhoda nebo pra-
vidlo? Uvid́ıme dále.

(b) Funkce f z Definice 9.48 je tedy vzhledem k Větě 9.43 riemanovsky integrovatelná na
každém [c, d] ⊂ J .

(c) Z Definice 9.45 okamžitě vyplývá, že

Fc(c) = 0.
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(d) Je d̊uležité si uvědomit geometrický význam funkčńı hodnoty funkce Fc. To plyne
okamžitě z jej́ı definice, např. pro nezápornou (integrovatelnou) funkci f na intervalu
J a x ∈ J plat́ı:

(i) je-li x > c je Fc(x) obsah podgrafu funkce f na intervalu [c, x],

(ii) je-li x < c je Fc(x) č́ıslo opačné k hodnotě obsahu podgrafu funkce f na intervalu
[x, c],

viz Obrázek 9.9. Rozmyslete již sami, jak je to pro nekladnou funkci f .

x

y

Fc(x)

c x

f

x

y

−Fc(x)

cx

f

Obrázek 9.9: Geometrický význam funkčńı hodnoty funkce Fc pro x 6= c.

Věta 9.50. Necht’ f : R → R, J ⊂ R je interval c ∈ J a Fc je definovaná v Definici 9.48
(tzn.

∫ x
c f(t) dt je definován pro všechna x ∈ J). Pak

(a) Fc je spojitá na J ,

(b) je-li f spojitá v x0 ∈ J , pak F ′c(x0) = f(x0) (přitom, je-li x0 krajńım bodem intervalu
J a spojitost je tak pouze jednostranná, existuje v daném bodě také jen př́ıslušná
jednostranná derivace a ta je rovna funkčńı hodnotě funkce f).

D̊ukaz. ad (a): Necht’ x0 ∈ J neńı pravým krajńım bodem intervalu J . Dokažme, že Fc je
spojitá v bodě x0 ∈ J zprava. Nejprve si proved’me pár př́ıpravných úvah a výpočt̊u. Zřejmě
existuje interval [x0, x0 + δ1], který je podintervalem J . A pro každé x ∈ [x0, x0 + δ1] pak
s využit́ım Věty 9.46 plat́ı

Fc(x)− Fc(x0) =

∫ x

c
f(t) dt−

∫ x0

c
f(t) dt =

∫ x0

c
f(t) dt+

∫ x

x0

f(t) dt−
∫ x0

c
f(t) dt

=

∫ x

x0

f(t) dt.

(9.2)

Z předpokladu integrovatelnosti funkce f na [x0, x0 + δ1] a je na něm tedy i ohraničená;
označme

M = sup
[x0,x0+δ1]

|f |.

Konečně se pust’me do samotného d̊ukazu. Zvolme ε > 0 libovolně. K němu stač́ı zvolit

0 < δ < min{δ1,
ε

M
},
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protože pak pro každé x ∈ U+
δ (x0) plat́ı

|Fc(x)− Fc(x0)| =
∣∣∣∣∫ x

x0

f(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ x

x0

|f(t)|dt ≤M(x− x0)

< Mδ < M · ε
M

= ε,

kde jsme postupně použili (9.2), Větu 9.41, Důsledek 9.35 a Př́ıklad 9.12(a). T́ım jsme
dokázali, že Fc je v bodě x0 spojitá zprava. Podobně se dokáže spojitost zleva funkce Fc
v každém bodě x0 ∈ J , který neńı levým krajńım bodem intervalu J .
ad (b): Necht’ f je spojitá zprava v bodě x0 ∈ J . Dokažme, že (Fc)

′
+(x0) = f(x0). Zvolme

ε > 0 libovolně. K němu vzhledem ke spojitosti f existuje U+
δ (x0) = [x0, x0 + δ) takové, že

pro všechna t ∈ U+
δ (x0) plat́ı

|f(t)− f(x0)| <
ε

2
.

Pak pro každé x ∈ U+
δ (x0) plat́ı∣∣∣∣Fc(x)− Fc(x0)

x− x0
− f(x0)

∣∣∣∣ =
1

x− x0

∣∣∣∣∫ x0

x
f(t) dt− (x− x0)f(x0)

∣∣∣∣
=

1

x− x0

∣∣∣∣∫ x

x0

f(t) dt−
∫ x

x0

f(x0) dt

∣∣∣∣ =
1

x− x0

∣∣∣∣∫ x

x0

(f(t)− f(x0)) dt

∣∣∣∣
≤ 1

x− x0

∫ x

x0

|f(t)− f(x0)|dt ≤
1

x− x0
ε

2
(x− x0) =

ε

2
< ε,

Dokázali jsme tedy

(Fc)
′
+(x0) = lim

x→x0+

Fc(x)− Fc(x0)
x− x0

= f(x0).

Obdobně se dokáže, že (Fc)
′
−(x0) = f(x0) za předpokladu, že f je spojitá v bodě x0 ∈ J

zleva. Důkaz korunujeme použit́ım Věty 6.7(ii). 2

Důsledek 9.51. Necht’ f spojitá na intervalu J ⊂ R, c ∈ J . Pak funkce Fc z Definice 9.48
je primitivńı k f na J .

Věta 9.52 (o existenci primitivńı funkce). Je-li f spojitá na intervalu J ⊂ R, pak k ńı
existuje primitivńı funkce na J . Nav́ıc všechny primitivńı funkce k funkci f na intervalu J
jsou ve tvaru ∫ x

c
f(t) dt+ C,

kde c ∈ J , C ∈ R.

D̊ukaz. Je-li funkce f spojitá na intervalu J , pak podle Věty 9.28 je f riemannovsky in-
tegrovatelná na každém ohraničeném uzavřeném podintervalu intervalu J . Proto lze pro
každé c ∈ J definovat funkci jako integrál horńı meze Fc, a to na celém J . To je ale podle
Důsledku 9.51 primitivńı funkce k f na J . Podle Věty 8.6 jsou funkce Fc+C právě všechny
primitivńı funkce k funkci f na J , kde C prob́ıhá všechna reálná č́ısla. 2
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Poznámka 9.53 Z Věty 9.52 by se mohlo zdát, že mezi primitivńımi funkcemi a integrály
jako funkcemi horńı meze existuje vzájemně jednoznačný vztah. To plat́ı ale pouze pro
primitivńı funkce a integrály spojitých funkćı. Např. funkce sgn primitivńı funkci na R
nemá, nicméně integrál této funkce jako funkce horńı meze (pro c = 0) definovaný je na
celém R, a plat́ı

Fc(x) =

∫ x

0
sgn tdt = |x|, x ∈ R.

Ověřte!

Cvičeńı 9.54 Pomoćı Věty 9.50 dokažte Leibniz̊uv–Newton̊uv vzorec, tzn. Větu 9.22.

9.5 Věty o středńı hodnotě

Stejně jako diferenciálńı, tak i integrálńı počet má své věty o středńı hodnotě.

Věta 9.55 (1. věta o středńı hodnotě integrálńıho počtu). Necht’ f, g ∈ R([a, b]) a g(x) ≥ 0

pro všechna x ∈ [a, b]. Pak existuje c ∈
[
inf [a,b] f, sup[a,b] f

]
tak, že

∫ b

a
f(x)g(x) dx = c

∫ b

a
g(x) dx.

Je-li nav́ıc f spojitá na [a, b], pak existuje ξ ∈ [a, b] tak, že∫ b

a
f(x)g(x) dx = f(ξ)

∫ b

a
g(x) dx.

D̊ukaz. Označme

m = inf
[a,b]

f, M = sup
[a,b]

f.

Pak pro všechna x ∈ [a, b] zřejmě

m ≤ f(x) ≤M.

Z nezápornosti g pak také pro x ∈ [a, b] plat́ı

mg(x) ≤ f(x)g(x) ≤Mg(x).

Z Věty 9.39 a Lemmatu 9.37 plyne, že

m

∫ b

a
g(x) dx ≤

∫ b

a
f(x)g(x) dx ≤M

∫ b

a
g(x) dx. (9.3)

Protože g je nezáporná funkce, podle Důsledku 9.35 pak

G =

∫ b

a
g(x) dx ≥ 0.
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Jsou dvě možnosti: G = 0 nebo G > 0. Pokud G = 0, z (9.3) plyne, že také
∫ b
a f(x)g(x) dx =

0. V tomto př́ıpadě lze zvolit za c cokoliv z intervalu [m,M ], a stejně tak lze zvolit za ξ
jakýkoliv bod z [a, b]. Necht’ G > 0. Pak rovnici (9.3) lze podělit č́ıslem G a dostáváme tak

m ≤
∫ b
a f(x)g(x) dx∫ b
a g(x) dx

≤M.

Za c zvolme pod́ıl z předchoźıch dvou nerovnost́ı. Zřejmě je to hledaná konstanta z tvrzeńı
věty. Necht’ nav́ıc f je spojitá. Pak z Věty 5.82(b) plyne existence α, β ∈ [a, b] tak, že
M = f(α), m = f(β). Je-li c = m, resp. c = M , pak lze položit ξ = β, resp. ξ = α. Pokud
c ∈ (m,M), pak z Věty 5.91 plyne, že existuje ξ lež́ıćı mezi α a β, tzn. ξ ∈ [a, b] takové, že
f(ξ) = c. 2

Důsledek 9.56. Je-li f ∈ R([a, b]), pak existuje c ∈
[
inf [a,b] f, sup[a,b] f

]
a

∫ b

a
f(x) dx = c(b− a).

Je-li nav́ıc f spojitá na [a, b], pak existuje ξ ∈ [a, b] tak, že∫ b

a
f(x) dx = f(ξ)(b− a)

Poznámka 9.57

• Důsledek 9.56 má jednoduchý geometrický význam. Máme-li nezápornou integrova-
telnou funkci f přes interval [a, b], pak obsah podgrafu je stejný jako obsah obdélńıka
s délkou stran b− a a c, viz Obrázek 9.10.

• Konstantě

c =

∫ b
a f(x) dx

b− a
se také ř́ıká integrálńı pr̊uměr funkce f na intervalu [a, b] (odtud tedy označeńı

”
středńı

hodnota“). Jak se dá snadno vidět, integrál konstantńı funkce g(x) = c, x ∈ [a, b] přes

[a, b] je roven
∫ b
a f(x) dx (to je i vidět z geometrického významu c pro nezápornou f).

• Věta 9.55 plat́ı i v př́ıpadě, že předpoklad nezápornosti funkce g nahrad́ıme předpo-
kladem nekladnosti funkce g. Dokažte! Inspirujte se d̊ukazem Věty 9.55.

Důkaz následuj́ıćı věty je poněkud dlouhý, viz např. [4]. Jednodušš́ı d̊ukaz věty za
silněǰśıch předpoklad̊u lze naj́ıt také v [10].

Věta 9.58 (2. věta o středńı hodnotě integrálńıho počtu). Necht’ f ∈ R([a, b]) a funkce
g : R→ R je monotónńı na intervalu [a, b]. Pak existuje c ∈ [a, b] tak, že∫ b

a
f(x)g(x) dx = g(a)

∫ c

a
f(x) dx+ g(b)

∫ b

c
f(x) dx.
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x

y

f

a b

c

Obrázek 9.10: Geometrický význam Důsledku 9.56.

Odtud pro f ≡ 1 na [a, b] dostáváme:

Důsledek 9.59. Necht’ g : R → R je monotónńı na intervalu [a, b]. Pak existuje c ∈ [a, b]
tak, že ∫ b

a
g(x) dx = g(a)(c− a) + g(b)(b− c).

Poznámka 9.60 Důsledek 9.59 má jednoduchý geometrický význam. Máme-li nezápornou,
monotónńı funkci g, integrovatelnou přes interval [a, b], pak existuje konstanta c ∈ [a, b]
taková, že obsah podgrafu funkce g je roven součtu obsah̊u dvou obdélńık̊u o délkách stran
g(a), (c− a) a g(b), (b− c), viz Obrázek 9.11.

x

y

g

g(a)

g(b)

a bc

Obrázek 9.11: Geometrický význam Důsledku 9.59.

Pomoćı 2. věty o středńı hodnotě se daj́ı také dokázat následuj́ıćı tvrzeńı, které lze
použ́ıt při r̊uzných odhadech integrál̊u součin̊u funkćı.
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Věta 9.61. Necht’ f ∈ R([a, b]). Pak

(a) je-li g : R → R nezáporná a neklesaj́ıćı na [a, b] nebo nekladná a nerostoućı na [a, b],
pak existuje c ∈ [a, b] tak, že∫ b

a
f(x)g(x) dx = g(b)

∫ b

c
f(x) dx,

(b) je-li g : R → R nezáporná a nerostoućı na [a, b] nebo nekladná a neklesaj́ıćı na [a, b],
pak existuje c ∈ [a, b] tak, že∫ b

a
f(x)g(x) dx = g(a)

∫ c

a
f(x) dx.

D̊ukaz. Předpokládejme, že g je nezáporná a neklesaj́ıćı na [a, b]. Definujeme funkci

g̃(x) =

{
0 pro x = a,

g(x) pro x ∈ (a, b].

Je vidět, že funkce g a g̃ jsou obě nezáporné a neklesaj́ıćı a lǐśı se pouze v bodě x = a. Tedy
i funkce f · g a f · g̃ se lǐśı pouze v bodě x = a. Pak podle Důsledku 9.31 plat́ı∫ b

a
g(x) dx =

∫ b

a
g̃(x) dx a

∫ b

a
f(x)g(x) dx =

∫ b

a
f(x)g̃(x) dx.

Nyńı aplikujme Větu 9.58 na funkce f a g̃ a dostáváme c ∈ [a, b] takové, že∫ b

a
f(x)g(x) dx =

∫ b

a
f(x)g̃(x) dx = g̃(a)

∫ c

a
f(x) dx+ g̃(b)

∫ b

c
f(x) dx

= g(b)

∫ b

c
f(x) dx.

Ostatńı př́ıpady se dokáž́ı podobně. 2

9.6 Výpočetńı metody Riemannova integrálu

Praktický výpočet Riemannova integrálu stoj́ı na použit́ı Leibnizovy–Newtonovy formule:
nejprve vypočteme primitivńı funkci a pak rozd́ıl funkčńıch hodnot této primitivńı funkce
v krajńıch bodech integračńıho intervalu – to tedy ř́ıká Věta 9.22. Následuj́ıćı věty nám mo-
hou výpočet urychlit, protože nemuśıme neustále opisovat stejné funkčńı předpisy. Zejména
Věta 9.64 může představovat značné urychleńı výpočtu, neńı třeba se totiž vracet k p̊uvodńı
proměnné tak, jak je tomu při poč́ıtáńı primitivńı funkce.

Věta 9.62 (metoda integrace per partes). Necht’ u, v maj́ı derivace u′, v′ na [a, b] a u′, v′ ∈
R([a, b]). Pak ∫ b

a
u(x)v′(x) dx = [u(x)v(x)]ba −

∫ b

a
u′(x)v(x) dx.
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D̊ukaz. Z existence derivaćı u′ a v′ na [a, b] plyne, že u, v a tedy i uv jsou spojité na intervalu
[a, b]. Podle Věty 9.42 plat́ı, že u′v, uv′ ∈ R([a, b]). Podle věty o derivaci součinu je funkce
uv primitivńı k funkci u′v + uv′ a z Věty 9.22 plyne

[u(x)v(x)]ba =

∫ b

a
u′(x)v(x) + u(x)v′(x) dx

a s pomoćı Lemmatu 9.36 dostáváme požadovaný vzorec. 2

Než představ́ıme větu o substituci, uved’me jednoduché zobecněńı Leibnizovy–Newtonovy
formule, které se bude hodit.

Věta 9.63. Necht’ f ∈ R([a, b]), F je primitivńı k f na (a, b) a spojitá na [a, b]. Pro každé
c, d ∈ [a, b] plat́ı ∫ d

c
f(x) dx = F (d)− F (c).

D̊ukaz. Je-li c < d, pak jde o Větu 9.22. Pro c = d je levá strana rovnosti je levá strana
podle Definice 9.45 rovna nule, tedy vzorec plat́ı i pro tento př́ıpad. Necht’ c > d. Pak∫ d

c
f(x) dx = −

∫ c

d
f(x) dx = −(F (c)− F (d)) = F (d)− F (c),

kde jsme v prvńı rovnosti použili Definici 9.45 a druhá nerovnost opět plynula z Leibnizovy–
Newtonovy formule. 2

Věta 9.64 (substitučńı metoda). Necht’ f : R → R je spojitá na intervalu [c, d]. Necht’

ϕ : R → R má na intervalu [a, b] derivaci ϕ′ takovou, že ϕ′ ∈ R([a, b]) a ϕ([a, b]) ⊂ [c, d].
Pak ∫ b

a
f(ϕ(x))ϕ′(x) dx =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)
f(t) dt.

D̊ukaz. Ze spojitosti funkce f plyne, že k ńı existuje na intervalu [c, d] funkce primitivńı,
označme ji symbolem F . Pak F ◦ϕ je primitivńı k funkci f ◦ϕ ·ϕ′ na [a, b]. Podle Věty 9.63
pak plat́ı∫ ϕ(b)

ϕ(a)
f(t) dt = F (ϕ(b))− F (ϕ(a)) = (F ◦ ϕ)(a)− (F ◦ ϕ)(b) =

∫ b

a
f(ϕ(x))ϕ′(x) dx.

2

Poznamenejme, že u Riemannova integrálu nejsou dvě věty o substituci a to pouze
jedna – Věta 9.64. Ta vlastně obsahuje současně obě věty o substituci pro primitivńı funkce
zároveň. A to bez ohraničuj́ıćıch předpoklad̊u na funkci ϕ v druhé větě o substituci, přitom
má stejné možnosti jako dává 2. věta o substituci pro primitivńı funkci. Tento na prvńı
pohled překvapivý fakt lze vysvětlit třeba t́ım, že v prvńım př́ıpadě šlo o to, naj́ıt funkčńı
předpis funkce (primitivńı funkci) a v druhém př́ıpadě pouze jedno jediné č́ıslo (hodnotu
Riemannova integrálu). Použit́ı věty o substituci ilustruje následuj́ıćı př́ıklad.
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Př́ıklad 9.65 Vypočtěte

(a)
∫ 1
0 xe−x

2
dx, (b)

∫ 1
0

√
1− t2 dt.

Řešeńı. ad (a): Kdyby u symbolu integrace nebyla dolńı a horńı mez, představoval by tento
výraz primitivńı funkci k funkci xe−x

2
. Tu jsme hledali pomoćı prvńı věty o substituci pro

ϕ(x) = −x2. Zde je situace vlastně podobná, polož́ıme

f(t) = et, ϕ(x) = −x2, a = 0, b = 1.

Problém s t́ım, že mı́sto ϕ′(x) dx = −2xdx máme pouze x dx vyřeš́ıme stejně jako u primi-
tivńıch funkćı – tentokrát nás k tomu opravňuje Lemma 9.37. Můžeme tedy psát∫ 1

0
xe−x

2
dx = −1

2

∫ 1

0
e−x

2
(−2x) dx =

∣∣∣∣ t = −x2
dt = −2x dx

∣∣∣∣ = −1

2

∫ −1
0

et dt,

kde jsme dolńı mez nahradili funkčńı hodnotou ϕ v bodě 0, což je opět nula a horńı mez
jsme nahradili ϕ(1) = −12 = −1. Daľśı výpočet je už jednoduchý. Stač́ı použ́ıt Newton̊uv–
Leibniz̊uv vzorec (resp. Větu 9.63), protože k funkci ex známe primitivńı funkci. Plat́ı celkově∫ 1

0
xe−x

2
dx = . . . = −1

2

∫ −1
0

et dt = −1

2

[
et
]−1
0

=
1

2

(
1− 1

e

)
.

ad (b): Zde použijeme rovnost ve Větě 9.64
”
v opačném pořad́ı“. Máme vlastně dánu funkci

f(t) =
√

1− t2 a meze intervalu, přes který integrujeme, tzn. bud’ ϕ(a) = 0, ϕ(b) = 1 nebo
ϕ(a) = 1, ϕ(b) = 0. Naš́ım úkolem je tedy vymyslet funkci ϕ definovanou na intervalu [a, b],
aby v krajńıch bodech nabývala předepsaných hodnot, a aby se touto substitućı výpočet
zjednodušil. Inspirujeme-li se řešeńım Př́ıkladu 8.26, můžeme vźıt

ϕ(x) = sinx, [a, b] =
[
0,
π

2

]
.

Je třeba zd̊uraznit, že v tomto př́ıpadě neńı třeba kolem této substituce provádět složité
úvahy, jako tomu bylo ve zmiňovaném př́ıkladu. K použit́ı dané substituce stač́ı jen vědět,
že zvolená funkce má derivaci a že

sin 0 = 0, sin
π

2
= 1.

Plat́ı∫ 1

0

√
1− t2 dt =

∣∣∣∣∣∣
t = sinx

dt = cosx dx
0 7→ 0, 1 7→ π

2

∣∣∣∣∣∣ =

∫ π
2

0

√
1− sin2 x cosx dx =

∫ π
2

0

√
cos2 x cosx dx

=

∫ π
2

0
| cosx| cosx dx =

∫ π
2

0
cos2 x dx =

1

2

∫ π
2

0
(1 + cos 2x) dx

=
1

2

[
x+

sin 2x

2

]π
2

0

=
π

4
.

Zd̊urazněme, že jsme při výpočtu využili rovnosti | cosx| = cosx plat́ıćı pro x ∈ [0, π/2]. Šlo
by zvolit i jiný interval [a, b], např. [0, 5π/2]. V tomto př́ıpadě funkce kosinus kladná neńı,
aplikace věty o substituci by byla možná, ale zbytečně komplikovaná. ©
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Poznámka 9.66 S lehkou úpravou řešeńı Př́ıkladu 9.65(b) můžeme také spoč́ıtat (pro-
ved’te!), že pro každé R > 0 plat́ı

∫ R

0

√
R2 − x2 dx =

πR2

4
.

Nakresĺıme-li si integrand, zjist́ıme, že jsme určili čtvrtinu obsahu kruhu o poloměru R.
Takto tedy lze odvodit vzorec pro obsah kruhu. Pro úplnost dodejme, že č́ıslo π jsme
zde geometricky definovali jako polovinu délky kružnice o poloměru 1 (což neńı tak úplně
v pořádku, protože v této chv́ıli ještě ani nev́ıme, co je délka křivky).

Poznámka 9.67 Jak jsme viděli, nejd̊uležitěǰśım pojmem při poč́ıtáńı přesné hodnoty
integrálu byla primitivńı funkce. V př́ıpadě, že primitivńı funkci nejsme schopni naj́ıt,
jsme nuceni použ́ıvat alternativńı metody. Např. v teorii funkce komplexńı proměnné jsme
schopni spoč́ıtat přesnou hodnotu integrálu mnoha funkćı, k nimž nejsme schopni naj́ıt pri-
mitivńı funkce. To je již pokročileǰśı látka a nefunguje univerzálně. Daľśı možnost́ı jsou r̊uzné
přibližné metody, třeba pomoćı funkčńıch řad, kdy se funkce nahrad́ı součtem funkćı, je-
jichž integrál umı́me přesně vypoč́ıtat. Důležitou roli v dnešńı době hraj́ı numerické metody,
kterým je v každém matematickém kurzu věnován minimálně jeden semestr. Posledńımi
dvěma metodami jsme schopni nalézt pouze přibližnou hodnotu integrálu.

9.7 Nevlastńı Riemann̊uv integrál

Často se budeme setkávat s potřebou poč́ıtat obsah podgrafu funkce na neohraničeném in-
tervalu (např. v teorii pravděpodobnosti). V této kapitole si ukážeme, jak definovat integrál
i pro funkce definované na neohraničeném intervalu, nebo které jsou samy neohraničené.
V tom př́ıpadě budeme mluvit o nevlastńım integrálu:

• vlivem meze, tzn. integrujeme přes neohraničený interval a

• vlivem funkce, tzn. integrujeme sice přes ohraničený interval (ne nutně uzavřený) ale
funkci, která je neohraničená.

Důležitý je geometrický význam nevlastńıho integrálu nezáporné funkce. Jak uvid́ıme
v Definici 9.68 a 9.89, p̊ujde opět o obsah podgrafu funkce f . Ovšem tentokrát tento podgraf
bude neohraničená množina v R2, např.

{(x, y) ∈ R2 ; x ≥ a ∧ 0 ≤ y ≤ f(x)}

viz Obrázek 9.12. Zde pak nás bude hlavně bude zaj́ımat otázka, zda tento obsah je konečný
či nekonečný.

9.7.1 Nevlastńı integrál vlivem meze

Podrobněji se pod́ıvejme na integraci přes neohraničený interval. Toto je velmi časté např.
při definici distribučńı funkce absolutně spojité náhodné veličiny v teorii pravděpodobnosti.
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x

y

f

a

Obrázek 9.12: Podgraf nezáporné funkce f na neohraničeném intervalu [a,∞).

Definice 9.68 Necht’ f : R → R, a ∈ R a f je riemannovsky integrovatelná na každém
uzavřeném ohraničeném podintervalu intervalu [a,∞). Definujeme funkci (integrál jako
funkce horńı meze)

F (x) =

∫ x

a
f(t) dt, x ∈ (a,∞).

Existuje-li vlastńı limita
lim
x→∞

F (x)

pak ř́ıkáme, že nevlastńı integrál ∫ ∞
a

f(x) dx

konverguje (existuje) a pokládáme∫ ∞
a

f(x) dx = lim
x→∞

F (x).

V opačném př́ıpadě ř́ıkáme, že nevlastńı integrál
∫∞
a f(x) dx diverguje (neexistuje).

Poznámka 9.69 Uvědomme si motivaci zavedeńı nevlastńıho integrálu. Chceme určit
obsah podgrafu nezáporné funkce f na neohraničeném intervalu [a,∞), tedy obsah neo-
hraničené množiny. K tomu účelu uvažujeme integrál jako funkce horńı meze F = Fa, jej́ıž
funkčńı hodnoty jsou obsahy část́ı podgrafu na ohraničených intervalech (tzn. jde o Rieman-
novy integrály), které pro x→∞ vyplńı beze zbytku celý neohraničený podgraf. Hodnota
obsahu celého podgrafu pak nutně muśı být limita funkce F pro x → ∞. Obsah je tedy
konečný právě tehdy, když limita je vlastńı.

Cvičeńı 9.70 Dokažte
”
větu o invarianci pro nevlastńı integrál“: Necht’ a, c ∈ R, a < c

a f je riemannovsky integrovatelná na každém uzavřeném ohraničeném podintervalu in-
tervalu [a,∞). Pak integrál

∫∞
a f(x) dx konverguje právě tehdy, když konverguje integrál∫∞

c f(x) dx. Nav́ıc, pokud jeden z těchto integrál̊u konverguje, plat́ı∫ ∞
a

f(x) dx =

∫ c

a
f(x) dx+

∫ ∞
c

f(x) dx.

Tohoto faktu budeme často (bez zmı́nky) využ́ıvat v d̊ukazech.

Poznámka 9.71

• Analogicky definujeme nevlastńı integrál
∫ a
−∞ f(x) dx, kde a ∈ R, za předpokladu,

že f je riemannovsky integrovatelná na každém uzavřeném ohraničeném podintervalu
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intervalu (−∞, a]. Pak lze totiž definovat funkci

F (x) =

∫ a

x
f(x) dx, x ∈ (−∞, a).

Ř́ıkáme pak, že nevlastńı integrál
∫ a
−∞ f(x) dx konverguje, pokud existuje vlastńı li-

mita lim
x→−∞

F (x).

• Je-li f : R → R riemannovsky integrovatelná na každém uzavřeném ohraničeném
intervalu (je tedy i definovaná na celém R), pak lze definovat nevlastńı integrál∫ ∞

−∞
f(x) dx,

a to takto: Jestliže pro nějaké a ∈ R konverguj́ı oba integrály
∫ a
−∞ f(x) dx a

∫∞
a f(x) dx,

ř́ıkáme, že nevlastńı integrál
∫∞
−∞ f(x) dx konverguje a pokládáme∫ ∞

−∞
f(x) dx =

∫ a

−∞
f(x) dx+

∫ ∞
a

f(x) dx.

Je ale třeba dokázat, že definice tohoto integrálu nezáviśı na volbě č́ısla a. To lze
nechat na čtenáři.

• Podgrafy funkćı na neohraničeném intervalu (−∞, a] a celém R jsou načrtnuty na
Obrázku 9.13.

• Zd̊urazněme, že hodnota nevlastńıho integrálu nezáporné funkce je rovna obsahu jej́ıho
podgrafu na př́ıslušném intervalu. Tedy, jeho konvergence, resp. divergence, je ekvi-
valentńı s konečnost́ı, resp. nekonečnost́ı, obsahu podgrafu. Zhruba lze ř́ıct, že kon-
vergence nevlastńıho integrálu

∫∞
a f(x) dx pro kladnou nerostoućı funkci f záviśı na

tom, jak těsně se graf této funkce přimyká ke kladné poloose x, neboli jak f
”
rychle

klesá k nule“ pro x→∞ (viz Věty 9.75, 9.76 a 9.77).

f

a x

y

(a) Podgraf funkce na intervalu (−∞, a].

f

x

y

(b) Podgraf funkce na intervalu
(−∞,∞).

Obrázek 9.13: Podgrafy funkćı na neohraničených intervalech.
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Př́ıklad 9.72 Určete konvergenci resp. divergenci nevlastńıch integrál̊u

(a)

∫ ∞
1

1

xα
dx, α ∈ R, (b)

∫ ∞
−∞

1

1 + x2
dx.

Pokud je některý z nevlastńıch integrál̊u konvergentńı, určete jeho hodnotu.

Řešeńı. ad (a): Nejprve si uvědomme, že integrovaná funkce je spojitá na intervalu [1,∞),
tzn. i na každém jeho uzavřeném ohraničeném podintervalu. Funkce F z Definice 9.68 je
tedy dobře definovaná. Pro α 6= 1 a x > 1 snadno spoč́ıtáme

F (x) =

∫ x

1
f(t) dt =

∫ x

1

1

tα
dt =

[
t1−α

1− α

]x
1

=
1

(1− α)xα−1
− 1

1− α
.

Pak

lim
x→∞

F (x) =

{
1

α−1 α > 1,

∞ α < 1.

Pro α = 1 a x > 1 máme

F (x) =

∫ x

1

1

t
dt = [ln |t|]x1 = [ln t]x1 = lnx− ln 1 = lnx

a tedy
lim
x→∞

F (x) =∞.

Závěr: Pro α > 1 integrál konverguje a je roven 1
α−1 a pro α ≤ 1 integrál diverguje.

ad (b): Snadno spoč́ıtáme, že∫ ∞
−∞

dx

1 + x2
=

∫ 0

−∞

dx

1 + x2
+

∫ ∞
0

dx

1 + x2

= lim
x→−∞

∫ 0

x

dt

1 + t2
+ lim
x→∞

∫ x

0

dt

1 + t2

= lim
x→−∞

[arctg t]0x + lim
x→∞

[arctg t]x0

= lim
x→−∞

(0− arctg x) + lim
x→∞

(arctg x− 0)

=
π

2
+
π

2
= π.

Nevlastńı integrál tedy konverguje. Výpočet bychom krátce mohli zapsat také takto∫ ∞
−∞

dx

1 + x2
= [arctg x]∞−∞ =

π

2
−
(
−π

2

)
= π,

kde výrazem [F (x)]ba chápeme rozd́ıl př́ıslušných jednostranných limit funkce F bodech a
a b. ©

Cvičeńı 9.73 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı: Necht’ f, g : R→ R, a, c ∈ R. Pak

(a) jestlǐze
∫∞
a f(x) dx konverguje, pak konverguje i

∫∞
a cf(x) dx a plat́ı∫ ∞

a
cf(x) dx = c

∫ ∞
a

f(x) dx.
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(b) jestlǐze
∫∞
a f(x) dx a

∫∞
a g(x) dx konverguj́ı, pak konverguje i

∫∞
a (f(x) + g(x)) dx

a plat́ı ∫ ∞
a

(f(x) + g(x)) dx =

∫ ∞
a

f(x) dx+

∫ ∞
a

g(x) dx.

V mnoha př́ıpadech nás nezaj́ımá přesná hodnota nevlastńıho integrálu ale pouze fakt,
zda daný nevlastńı integrál konverguje či diverguje. Představme si proto podmı́nky (nutné
ale hlavně postačuj́ıćı) pro konvergenci, resp. divergenci.

Začněme nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou, kterou budeme použ́ıvat zejména v d̊ukazech
efektivńıch postačuj́ıćıch podmı́nek.

Věta 9.74 (Bolzanova–Cauchyova nutná a postačuj́ıćı podmı́nka). Nevlastńı integrál∫∞
a f(x) dx konverguje právě tehdy, když

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃x0 ∈ R, x0 ≥ a ∀x, y ∈ R, x > x0, y > x0 :

∣∣∣∣∫ y

x
f(t) dt

∣∣∣∣ < ε.

D̊ukaz. Nevlastńı integrál konverguje právě tehdy, když existuje vlastńı limita limx→∞ F (x),
kde F je funkce z Definice 9.68. Podle Věty 5.41 je tato limita vlastńı právě tehdy, když
pro každé ε ∈ R, ε > 0 existuje Rδ(∞) ⊂ [a,∞) takové, že pro všechna x, y ∈ Rδ(∞) plat́ı
|F (x)− F (y)| < ε. Tvrzeńı pak plyne, polož́ıme-li x0 = 1/δ a všimneme-li si, že pro každé
x, y > x0 = 1/δ plat́ı

|F (x)− F (y)| = |F (y)− F (x)| =
∣∣∣∣∫ y

a
f(t) dt−

∫ x

a
f(t) dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ y

x
f(t) dt

∣∣∣∣ .
2

Věta 9.75 (srovnávaćı kriterium). Necht’ f, g : R→ R, a ∈ R, existuje Rδ(∞) tak, že

0 ≤ f(x) ≤ g(x) pro všechna x ∈ Rδ(∞).

Pak

(a) jestlǐze
∫∞
a g(x) dx konverguje, pak

∫∞
a f(x) dx konverguje,

(b) jestlǐze
∫∞
a f(x) dx diverguje, pak

∫∞
a g(x) dx diverguje.

D̊ukaz. ad (a): Necht’
∫∞
a g(x) dx konverguje. Zvolme ε > 0 libovolně. Pak podle Věty 9.74

existuje x0 ∈ R, x0 > 1/δ tak, že pro každé x, y ∈ R, x > x0, y > x0 plat́ı∣∣∣∣∫ y

x
g(t) dt

∣∣∣∣ < ε.

Pak pro každé x, y ∈ R splňuj́ıćı y ≥ x > x0 plat́ı∣∣∣∣∫ y

x
f(t) dt

∣∣∣∣ =

∫ y

x
f(t) dt ≤

∫ y

x
g(t) dt =

∣∣∣∣∫ y

x
g(t) dt

∣∣∣∣ < ε,

kde nerovnost plyne z Věty 9.39. Je-li x ≥ y > x0, pak se stejný odhad provede podobně,
viz Poznámku 9.47. Odtud zase z Věty 9.74 plyne, že i integrál

∫∞
a f(t) dt konverguje.

ad (b): Tato implikace je obměnou implikace (a). 2
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Věta 9.76 (limitńı srovnávaćı kriterium). Necht’ f, g : R → R jsou kladné na nějakém

Rδ(∞) a existuje limx→∞
f(x)
g(x) = c. Pak

(a) je-li c <∞ a
∫∞
a g(x) dx konverguje, pak

∫∞
a f(x) dx konverguje,

(b) je-li c > 0 a
∫∞
a g(x) dx diverguje, pak

∫∞
a f(x) dx diverguje.

D̊ukaz. Z předpokladu kladnosti f a g na nějakém Rδ(∞), podle Věty 5.29 plat́ı, že 0 ≤
c ≤ ∞.
ad (a): V tomto př́ıpadě je c ∈ [0,∞), tedy limita funkce f/g v bodě ∞ je vlastńı. Pak
k ε = 1 existuje x0 ∈ R, x0 > 1/δ tak, že pro každé x > x0 plat́ı

c− 1 <
f(x)

g(x)
< c+ 1,

z čehož plyne, že pro každé x > x0 plat́ı

f(x) < (c+ 1)g(x).

Protože
∫∞
a g(x) dx konverguje, pak také konverguje

∫∞
a (c + 1)g(x) dx, viz Cvičeńı 9.73.

Z Věty 9.75 pak konverguje i
∫∞
a f(x) dx.

ad (b): V tomto př́ıpadě plat́ı

lim
x→∞

g(x)

f(x)
= lim

x→∞

1
f(x)
g(x)

=
1

c
∈ [0,∞).

Tedy na funkce g a f (v tomto pořad́ı) lze aplikovat část (a) této věty. Ta ř́ıká, že kdyby∫∞
a f(x) dx konvergoval, pak by konvergoval i

∫∞
a g(x) dx. To je ale obměna právě dokazo-

vaného tvrzeńı. 2

Nyńı jsme připraveni dokázat nutnou podmı́nku konvergence. Ta se použ́ıvá zejména k
d̊ukazu divergence nevlastńıho integrálu.

Věta 9.77 (nutná podmı́nka konvergence). Necht’
∫∞
a f(x) dx konverguje a existuje

limx→∞ f(x) = c. Pak c = 0.

D̊ukaz. (sporem) Předpokládejme, že integrál konverguje a přitom limx→∞ f(x) = c 6= 0.
Necht’ nejprve c > 0. Protože ∫ ∞

a
1 dx =∞,

pak z Věty 9.76(b) pro g(x) = 1, x ∈ [a,∞) dostáváme, že integrál
∫∞
a f(x) dx diverguje,

což je ve sporu s předpokladem. Necht’ c < 0. Dojdeme pak také ke sporu, aplikujeme-li
opět Větu 9.76(b) na funkci −f a konstantńı funkci g(x) = 1. 2

Př́ıklad 9.78 Vyšetřete konvergenci nevlastńıho integrálu∫ ∞
1

1

xα
dx, pro α ≤ 0.
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Řešeńı. Tento nevlastńı integrál jsme již vyšetřovali v Př́ıkladu 9.72. Pro hodnotu parametru
α < 0 dostáváme

lim
x→∞

1

xα
=∞ > 0

a pro α = 0 dostáváme

lim
x→∞

1

xα
= 1 > 0.

V obou př́ıpadech neńı splněna nutná podmı́nka konvergence, tedy podle Věty 9.77 integrál
diverguje. ©

Poznámka 9.79 Z Věty 9.76 můžeme odvozovat postačuj́ıćı podmı́nky pro konvergenci∫∞
a f(x) dx pro nezápornou funkci f na [a,∞) a to volbou konkrétńıch funkćı g, např.

• jestliže existuje k > 1 takové, že limx→∞ x
kf(x) je vlastńı, pak

∫∞
a f(x) dx konverguje,

• jestliže existuje k ≤ 1 takové, že limx→∞ x
kf(x) > 0, pak

∫∞
a f(x) dx diverguje.

Srovnávaćı kriteria jsme mohli použ́ıvat jen pro funkce, které byly kladné (resp. nezáporné)
na nějakém redukovaném okoĺı bodu ∞. Následuj́ıćı dvě kriteria se použ́ıvaj́ı pro funkce,
které nemusej́ı být nutně kladné.

Věta 9.80 (Abelovo kriterium). Necht’ f, g : R→ R jsou takové, že
∫∞
a f(x) dx konverguje,

g je monotónńı a ohraničená na [a,∞). Pak
∫∞
a f(x)g(x) dx konverguje.

D̊ukaz. Z předpokladu věty plyne, že existuje k ∈ R, k > 0 tak, že pro každé x ∈ [a,∞)
plat́ı

|g(x)| ≤ k.

Zvolme ε > 0 libovolně. Podle Věty 9.74 existuje x0 ∈ R tak, že pro každé x, y ∈ R, x > x0,
y > x0 plat́ı ∣∣∣∣∫ y

x
f(t) dt

∣∣∣∣ < ε

2k
.

Pro každé x, y ∈ R takové, že y > x > x0 podle 2. věty o středńı hodnotě integrálńıho počtu
(Věta 9.58) existuje c ∈ [x, y] tak, že∫ y

x
f(t)g(t) dt = g(x)

∫ c

x
f(t) dt+ g(y)

∫ y

c
f(t) dt.

Odtud pak plyne, že pro každé x, y ∈ R takové, že y > x > x0 plat́ı odhad∣∣∣∣∫ y

x
f(t)g(t) dt

∣∣∣∣ ≤ |g(x)|
∣∣∣∣∫ c

x
f(t) dt

∣∣∣∣+ |g(y)|
∣∣∣∣∫ y

c
f(t) dt

∣∣∣∣ < k
ε

2k
+ k

ε

2k
= ε.

Podle Věty 9.74 integrál
∫∞
a f(t)g(t) dt konverguje. 2
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Věta 9.81 (Dirichletovo kriterium). Necht’ f, g : R → R jsou takové, že existuje k ∈ R,
k > 0 tak, že pro každé b > a plat́ı ∣∣∣∣∫ b

a
f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ k,
g je monotónńı na [a,∞) a

lim
x→∞

g(x) = 0.

Pak
∫∞
a f(x)g(x) dx konverguje.

D̊ukaz. Z předpokladu věty plyne, že pro každé c, d ∈ R, c, d > a plat́ı∣∣∣∣∫ d

c
f(x) dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ d

a
f(x) dx−

∫ c

a
f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ d

a
f(x) dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ c

a
f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ 2k.

Zvolme ε > 0 libovolně. Pak existuje x0 ∈ R tak, že pro každé x > x0 plat́ı

|g(x)| ≤ ε

4k
.

Pro každé x, y ∈ R takové, že y > x > x0 podle 2. věty o středńı hodnotě integrálńıho počtu
(Věta 9.58) existuje c ∈ [x, y] tak, že∫ y

x
f(t)g(t) dt = g(x)

∫ c

x
f(t) dt+ g(y)

∫ y

c
f(t) dt.

Odtud pak plyne, že pro každé x, y ∈ R takové, že y > x > x0 plat́ı odhad∣∣∣∣∫ y

x
f(t)g(t) dt

∣∣∣∣ ≤ |g(x)|
∣∣∣∣∫ c

x
f(t) dt

∣∣∣∣+ |g(y)|
∣∣∣∣∫ y

c
f(t) dt

∣∣∣∣ < ε

4k
· 2k +

ε

4k
· 2k = ε.

Podle Věty 9.74 integrál
∫∞
a f(t)g(t) dt konverguje. 2

Př́ıklad 9.82 Dokažte, že ∫ ∞
1

sinx

xα
dx,

∫ ∞
1

cosx

xα
dx

konverguj́ı pro α > 0.

Řešeńı. Ukažme řešeńı prvńıho př́ıkladu – druhý si čtenář snadno spoč́ıtá podobně. Položme
a = 1, f(x) = sinx a g(x) = 1

xα . Ověř́ıme, že jsou splněny předpoklady Věty 9.81. Pro každé
b > 1 plat́ı ∣∣∣∣∫ b

1
sinx dx

∣∣∣∣ = |− cos b+ cos 1| ≤ | cos b|+ | cos 1| ≤ 2,

tedy nerovnost z Věty 9.81 plat́ı pro k = 2. Dále

g′(x) = − α

xα+1
< 0, x > 1,

tzn. g je na [1,∞) klesaj́ıćı. Zřejmě

lim
x→∞

g(x) = lim
x→∞

1

xα
= 0.

Podle Dirichletova kriteria je tedy integrál konvergentńı. ©
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Věta 9.83. Necht’ f : R → R, a ∈ R. Jestlǐze
∫∞
a |f(x)|dx konverguje, pak

∫∞
a f(x) dx

konverguje.

D̊ukaz. Zvolme ε ∈ R, ε > 0 libovolně. Protože
∫∞
a |f(x)|dx konverguje, pak podle Věty 9.74

existuje x0 ≥ a takové, že pro každou dvojici x, y ∈ R, x, y > x0 plat́ı∣∣∣∣∫ y

x
|f(t)|dt

∣∣∣∣ < ε.

S využit́ım Poznámky 9.47 dostáváme pro x, y > x0 odhad∣∣∣∣∫ y

x
f(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ y

x
|f(t)|dt

∣∣∣∣ < ε.

Z Věty 9.74 pak okamžitě plyne, že konverguje také
∫∞
a f(x) dx. 2

Poznámka 9.84 Obrácená implikace k implikaci z Věty 9.83 neplat́ı. Jak již v́ıme z
Př́ıkladu 9.82, tak

∫∞
1 sinx/x dx konverguje, ale dá se dokázat, že

∫∞
1 | sinx|/x dx diverguje.

Definice 9.85 Řekneme, že
∫∞
a f(x) dx konverguje

(a) absolutně (AK), jestliže
∫∞
a |f(x)| dx konverguje,

(b) relativně (neabsolutně, RK, NK), jestliže
∫∞
a f(x) dx konverguje, ale

∫∞
a |f(x)| dx di-

verguje.

Následuj́ıćı věta již plyne z Vět 9.75 a 9.76.

Věta 9.86. Necht’ f, g : R→ R, g je nezáporná na [a,∞) a
∫∞
a g(x) dx konverguje. Plat́ı-li

|f(x)| ≤ g(x) pro všechna x ∈ [a,∞),

nebo

lim
x→∞

|f(x)|
g(x)

<∞,

pak
∫∞
a f(x) dx konverguje absolutně.

9.7.2 Nevlastńı integrál vlivem funkce

Nyńı se pod́ıvejme na př́ıpad integrace neohraničené funkce na ohraničeném intervalu.
Přitom budeme předpokládat, že tato neohraničenost je lokalizovaná na jeden z krajńıch
bod̊u intervalu, přes který se integruje – ř́ıká se mu singulárńı bod.

Definice 9.87 Necht’ a, b ∈ R, a < b, f : R → R je definovaná na [a, b). Řekneme, že b je
singulárńı bod funkce f , jestliže f je neohraničená na [a, b), ale je integrovatelná na každém
podintervalu [a, c], kde c ∈ (a, b).
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x

y
f

ba

Obrázek 9.14: Podgraf funkce se singularitou v pravém krajńım bodě intervalu.

Poznámka 9.88 Na Obrázku 9.14 je zobrazen podgraf funkce f na intervalu [a, b) se svým
singulárńım bodem b. Vid́ıme, že podgraf je neohraničná množina.

Definice 9.89 Necht’ f : R → R je definovaná na intervalu [a, b) a b je singulárńı bod f .
Definujeme funkci

F (x) =

∫ x

a
f(t) dt, x ∈ (a, b).

Existuje-li vlastńı limx→b− F (x), pak ř́ıkáme, že nevlastńı integrál
∫ b
a f(x) dx konverguje

(neboli existuje) a pokládáme ∫ b

a
f(x) dx = lim

x→b−
F (x).

Poznámka 9.90 Analogicky se definuje singulárńı bod a funkce f definované na intervalu
(a, b]; a také nevlastńı

∫ b
a f(x) dx. Konečně lze definovat i nevlastńı integrál jsou-li oba a, b

singulárńı body funkce f – podobně, jako u nevlastńıho integrálu přes celé R.

Poznámka 9.91 Porovnáme-li definice nevlastńıch integrál̊u vlivem funkce vs. vlivem
meze, zjist́ıme, že maj́ı spoustu společného. V obou př́ıpadech definujeme pomocnou funkci
F což je integrál jako funkce horńı meze, přitom konvergence či divergence nevlastńıho
integrálu záviśı na existenci či neexistenci vlastńı limity funkce F v levém krajńım bodě
integračńıho intervalu. Opět konvergence nevlastńıho integrálu odpov́ıdá konečnosti obsahu
podgrafu. V Definici 9.68 je to nevlastńı bod∞ a v Definici 9.89 jde o singulárńı bod b ∈ R
funkce f .

Věta 9.92 (Bolzanova–Cauchyova nutná a postačuj́ıćı podmı́nka). Necht’ a, b ∈ R, f :

R→ R je definována na [a, b), přičemž b je jej́ı singulárńı bod. Nevlastńı integrál
∫ b
a f(x) dx

konverguje právě tehdy, když

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃x0 ∈ [a, b) ∀x, y ∈ (x0, b) :

∣∣∣∣∫ y

x
f(t) dt

∣∣∣∣ < ε.

D̊ukaz. Větu dokážeme stejně jako Větu 9.74, přičemž jediný rozd́ıl spoč́ıtá v tom, že apli-
kujeme Větu 5.41 pro limitu zleva v bodě b. 2
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S Bolzanovou–Cauchyovou větou již můžeme dokazovat kriteria konvergence, jako jsou
pro nevlastńı integrály vlivem meze. Ovšem pouze některá – např. srovnávaćı kriterium
(analogie Věty 9.75). Důkaz je určen čtenáři jako užitečné cvičeńı.

Věta 9.93 (srovnávaćı kriterium). Necht’ a, b ∈ R, a < b, f, g : R→ R jsou definované na
[a, b), přitom b je jejich singulárńı bod a existuje R−(b) tak, že

0 ≤ f(x) ≤ g(x) pro všechna x ∈ R−(b).

Pak

(a) jestlǐze
∫ b
a g(x) dx konverguje, pak

∫ b
a f(x) dx konverguje,

(b) jestlǐze
∫ b
a f(x) dx diverguje, pak

∫ b
a g(x) dx diverguje.





Kapitola 10

Aplikace integrálńıho počtu

Použit́ı Riemannova integrálu se neomezuje jen pro výpočty obsah̊u rovinných útvar̊u,
kterými bylo jeho zavedeńı motivováno, ale lze poč́ıtat i přesné hodnoty délek křivek, ob-
jemy některých těles a také těžǐstě křivek a rovinných útvar̊u. V této kapitole se omeźıme
zejména na vyṕıchnut́ı hlavńıch myšlenek, a to v př́ıpadech, kdy ukázaná

”
odvozeńı“ po-

slouž́ı k lepš́ımu zapamatováńı či rychlému odvozeńı. Podrobněji a korektněji jsou aplikace
popsány např. v [4].

10.1 Délka křivky

Zde si ukážeme odvozeńı vzorc̊u pro délku křivky pro několik př́ıpad̊u: délku grafu funkce,
délku křivky zadanou parametricky a v polárńıch souřadnićıch.

10.1.1 Délka grafu funkce

Mějme funkci f : R → R spojitou na intervalu [a, b]. Než si ukážeme odvozeńı vzorce pro
délku jej́ıho grafu, muśıme si napřed ujasnit, co touto délkou rozumı́me.

Uvažujme děleńı D = {x0, x1, . . . , xn} intervalu [a, b]. K němu můžeme přǐradit lomenou
čáru (polygon) spojuj́ıćı body(

x0, f(x0)
)
,
(
x1, f(x1)

)
, . . . ,

(
xn, f(xn)

)
,

což jsou body lež́ıćı na grafu funkce f , viz Obrázek 10.1.

x

y

f

x0 x1 x2 x3 x4 x5

Obrázek 10.1: Graf funkce a aproximuj́ıćı lomená čára (červeně).

317



318 KAPITOLA 10. APLIKACE INTEGRÁLNÍHO POČTU

Délka této lomené čáry je rovna součtu délek úseček, ze kterých je složena, tzn. je rovna

`(f,D) =

n∑
i=1

√
(xi − xi−1)2 +

(
f(xi)− f(xi−1)

)2
.

Podobně jako tomu bylo u dolńıch součt̊u Riemannova integrálu, plat́ı pro každá dvě děleńı
D1, D2 ∈ D([a, b]), pro která D1 ⊂ D2 nerovnost `(f,D1) ≤ `(f,D2). Jak se dá očekávat
i z obrázku, č́ım jemněǰśı bude děleńı D, t́ım přesněǰśı je č́ıslo `(f,D) aproximaćı délky
grafu funkce f . Délku grafu funkce f proto definujeme následovně.

Definice 10.1 Necht’ f : R→ R je spojitá na [a, b]. Pak délkou grafu funkce f na intevalu
[a, b] rozumı́me

`(graf f) = sup{`(f,D) ; D ∈ D([a, b])}.

Zaj́ımavé je to, že délka spojité funkce může být nekonečná. Předpokládejme dále, že
funkce f má spojitou derivaci na intervalu [a, b]. Za tohoto předpokladu se dá dokázat, že
délka grafu funkce f je zaručeně konečná, a že pro každou nulovou posloupnost {Dm}∞m=1

plat́ı
lim
m→∞

`(f,Dm) = `(graf f).

Odvod’me si vzorec pro výpočet této délky. Uvažujme libovolné děleńı D = {x0, x1, . . . , xn}
intervalu [a, b]. Pak podle Lagrangeovy věty pro každé i = 1, . . . , n existuj́ı ci ∈ (xi−1, xi)
taková, že

f(xi)− f(xi−1) = f ′(ci)(xi − xi−1).

Proto lze psát

`(f,D) =
n∑
i=1

√
(xi − xi−1)2 + f ′2(ci)(xi − xi−1)2 =

n∑
i=1

√
1 + f ′2(ci)(xi − xi−1).

Uvažujme nyńı pomocnou funkci

g(x) =
√

1 + f ′2(x), x ∈ [a, b].

Pak zřejmě
`(f,D) = i(g,D, V )

kde V = {c1, . . . , cn} < D, tedy délka uvažovaného polygonu je rovna jistému integrálńımu
součtu funkce g. Protože je podle předpokladu f ′ spojitá, pak g je integrovatelná na [a, b]
a podle Věty 9.20 pro nulovou posloupnost děleńı {Dm}∞m=1 intervalu [a, b] a př́ıslušnou
posloupnost výběr̊u {Vm}∞n=1 takovou, že Vm < Dm plat́ı

`(graf f) = lim
m→∞

`(f,Dm) = lim
m→∞

i(g,Dm, Vm) =

∫ b

a

√
1 + f ′2(x) dx.

Shrňme naše odvozeńı do věty.

Věta 10.2. Necht’ f : R → R má na intervalu [a, b] spojitou derivaci. Pak pro délku grafu
funkce f plat́ı

`(graf f) =

∫ b

a

√
1 + f ′2(x) dx.
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Př́ıklad 10.3 Vypočtěte délku křivky, která je dána jako graf restrikce funkce lnx na
interval

[√
3,
√

8
]
.

Řešeńı. Dosazeńım do vzorce z Věty 10.2 máme

`(graf f) =

∫ √8
√
3

√
1 +

(
1

x

)2

dx =

∫ √8
√
3

√
1 + x2

x
dx =

∣∣∣∣∣∣∣
t =
√
x2 + 1 x =

√
3 t = 2

x =
√
t2 − 1 x =

√
8 t = 3

dx = t√
t2−1 dt

∣∣∣∣∣∣∣
=

∫ 3

2

t2

t2 − 1
dt = 1− 1

2
ln

2

3
.

©

10.1.2 Délka křivky dané parametricky

Pod́ıvejme se na křivku zadanou obecně – na středńı škole se ř́ıká
”
parametricky“.

Definice 10.4 Necht’ ϕ1, ϕ2 : R→ R maj́ı spojité derivace na intervalu [a, b] a jsou takové,
že ϕ′2(t) + ϕ′2(t) > 0 (tzn. (ϕ′1(t), ϕ

′
2(t)) je nenulový vektor) pro každé t ∈ [a, b]. Pak

zobrazeńı ϕ : R→ R2 definované předpisem

ϕ(t) = (ϕ1(t), ϕ2(t)), t ∈ [a, b]

nazýváme hladkou (rovinnou) křivkou. Funkce ϕ1 a ϕ2 nazýváme jej́ımi složkami a znač́ıme
ϕ = (ϕ1, ϕ2). Množinu

[ϕ] = {ϕ(t) ; t ∈ [a, b]}

nazýváme geometrickým obrazem křivky ϕ nebo také grafem křivky ϕ. Křivku nazýváme
prostou, jestliže pro každé t, s ∈ [a, b] takové, že 0 < |t− s| < b− a plat́ı ϕ(t) 6= ϕ(s).

Parametrem je myšlena proměnná t (z anglického
”
time“), které se také ř́ıká

”
časová

proměnná“. Má to svoje od̊uvodněńı. Vytvářeńı grafu křivky lze prakticky provést tak, že
zabodneme pero do bodu (ϕ1(a), ϕ2(a)) ∈ R2 a pak pokračujeme dále body (x, y), kde

x = ϕ1(t)

y = ϕ2(t)

pro t postupně se zvětšuj́ıćı až k b. Často tedy ř́ıkáme, že křivka v čase t procháźı bodem
(ϕ1(t), ϕ2(t)).

Poznámka 10.5 Všimněme si, že křivkou se rozumı́ zobrazeńı, nikoliv množina v rovině
– tu zase nazýváme geometrickým obrazem křivky. To je trochu rozd́ıl od středoškolského
pojet́ı, kdy křivkou je často chápána množina bod̊u, která má své parametrizace (těmto
parametrizaćım my ř́ıkáme křivky). Např. dvě křivky

ϕ(t) = (cos t, sin t), t ∈ [0, 2π]

a

ψ(t) = (cos t,− sin t), t ∈ [0, 2π].
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maj́ı stejný geometrický obraz – jde o jednotkovou kružnici. Rozd́ıl je v tom, že pro rostoućı
parametr t bod ϕ(t) ob́ıhá opačným směrem než bod ψ(t). Kružnice je

”
vykreslena opačným

směrem“. T́ım zaj́ımavosti této definice nekonč́ı. Máme-li množinu, která je geometrickým
obrazem nějaké křivky, je také obrazem nekonečného množstv́ı křivek.

”
Zp̊usob vykresleńı“

geometrického obrazu se může lǐsit nejen na směru oběhu ale také na rychlosti. Křivky
jsou velmi zaj́ımavé matematické objekty a jsou jedńım ze základńıch pojmů diferenciálńı
geometrie.

Poznámka 10.6 Definice délky křivky je podobná jako definice délky grafu funkce. Pro
každé děleńı definičńıho oboru křivky uvažujeme lomenou čáru tvořenou odpov́ıdaj́ıćımi
body na křivce. Délku pak definujeme jako supremum všech délek takových polygon̊u. Mi-
mochodem graf funkce f definované na intervalu [a, b] je vlastně roven grafu křivky dané
parametrickými rovnicemi

x = t, y = f(t), t ∈ [a, b],

tzn. pro ϕ1(t) = t a ϕ2(t) = f(t) kde t ∈ [a, b].

Odvozeńı vzorce pro délku obecně zadané křivky je podobné jako u grafu funkce, viz
např. [4, 10].

Věta 10.7. Necht’ ϕ = (ϕ1, ϕ2) : [α, β] → R2 je prostá hladká křivka. Pak pro jej́ı délku
plat́ı

`(ϕ) =

∫ β

α

√
ϕ′21 (t) + ϕ′22 (t) dt.

Poznamenejme, že křivku můžeme definovat i v trojrozměrném prostoru, a dokonce
obecně v n-rozměrném prostoru. Křivka je pak tvořena pouze v́ıce složkami (na každou
dimenzi jedna): ϕ1, . . . , ϕn. Délka takové křivky se definuje analogicky př́ıpadu ve dvou
dimenźıch a vzorec pro délku takové křivky je jednoduchým zobecněńım vzorce pro délku
křivky v rovině. Je to

`(ϕ) =

∫ β

α

√√√√ n∑
i=1

ϕ′2i (t) dt.

10.1.3 Délka křivky dané v polárńıch souřadnićıch

Pod́ıváme se na výpočet délky křivky zadané v polárńıch souřadnićıch – a to ještě pro
speciálńı př́ıpad. Křivka bude jednoznačně určená pomoćı nezáporné spojité funkce ρ : R→
R, D(ρ) = [α, β], kde β−α ≤ 2π (to zaručuje, že následuj́ıćı křivka bude prostá). Křivka je
pak daná předpisem

x = ϕ1(t) = ρ(t) cos t, y = ϕ2(t) = ρ(t) sin t, t ∈ [α, β].

Tedy bod (ϕ1(t), ϕ2(t)) má od počátku vzdálenost ρ(t) a přitom t je (orientovaný) úhel,
který sv́ırá kladná poloosa x s polopř́ımkou s koncovým bodem v počátku obsahuj́ıćı bod
(ϕ1(t), ϕ2(t)), viz Obrázek 10.2.

Za předpokladu, že ρ má spojitou derivaci na [α, β], lze snadno určit délku křivky, kterou
definuje. Protože odpov́ıdaj́ıćı křivka ϕ je hladká, podle Věty 10.7 dostáváme, že

`(ϕ) =

∫ β

α

√
(ρ′(t) cos t− ρ(t) sin t)2 + (ρ′(t) sin t+ ρ(t) cos t)2 dt = . . . =

∫ β

α

√
ρ′2(t) + ρ2(t) dt.

Můžeme tak vyslovit následuj́ıćı větu.
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Obrázek 10.2: Křivka zadaná v polárńıch souřadnićıch o středu v počátku.

Věta 10.8. Necht’ ρ : R→ R má spojitou derivaci na intervalu [α, β], kde 0 < β−α ≤ 2π.
Pak délka křivky dané předpisem

x = ρ(t) cos t, y = ρ(t) sin t, t ∈ [α, β]

je rovna

`(ϕ) =

∫ β

α

√
ρ′2(t) + ρ2(t) dt.

10.2 Obsah rovinného útvaru

Obsahem rovinného útvaru jsme dokonce motivovali zavedeńı Riemannova integrálu. Ne-
překvaṕı tedy následuj́ıćı definice.

Definice 10.9 Necht’ funkce f : R→ R je spojitá a nezáporná na [a, b]. Pak č́ıslo

S(A) =

∫ b

a
f(x) dx

nazýváme obsahem množiny

A = {(x, y) ∈ R2, a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f(x)},

tj. obsah množiny, která je omezená př́ımkami y = 0, x = a, x = b a grafem funkce f na
intervalu [a, b].

Poznámka 10.10 Je-li f : R→ R spojitá a nekladná na [a, b], definujeme obsah množiny

A = {(x, y) ∈ R2, a ≤ x ≤ b, f(x) ≤ y ≤ 0}

jako č́ıslo

S(A) =

∣∣∣∣∫ b

a
f(x) dx

∣∣∣∣ .
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Při poč́ıtáńı obsah̊u množin v rovině použ́ıváme přirozený požadavek na pojem obsahu
množiny, což je

S(A ∪B) = S(A) + S(B),

kde A,B ⊂ R2 jsou takové, že A ∩ B je
”
jednorozměrná množina“ v R2 (tzn. něco jako

geometrický obraz křivky).

Věta 10.11. Necht’ funkce f, g : R → R jsou spojité na [a, b] a f(x) ≤ g(x) pro všechna
x ∈ [a, b]. Pak pro obsah množiny

A = {(x, y) ∈ R2, a ≤ x ≤ b, f(x) ≤ y ≤ g(x)}

plat́ı

S(A) =

∫ b

a
g(x) dx−

∫ b

a
f(x) dx.

x

y

1

1

0

x2
√
x

(a)

arctg
√
x

−x2

x

y

1

π
4

−1

0

(b)

Obrázek 10.3: Množiny z Př́ıkladu 10.12.

Př́ıklad 10.12 Je dána množina A ⊂ R2 omezená křivkami o rovnićıch

(a) y = x2, x = y2,

(b) y = arctg
√
x, y + x2 = 0, x = 1.

Určete obsah množiny A.

Řešeńı. ad (a): Nejprve je vhodné načrtnout si hranici oblasti, jej́ıž obsah máme poč́ıtat –
viz Obrázek 10.3a. Z něj již můžeme snadno vidět použit́ı Věty 10.11. Plat́ı

S(A) =

∫ 1

0
(
√
x− x2) dx =

[
2

3
x

3
2 − x3

3

]1
0

=
1

3
.

ad (b): Množina A je v tomto př́ıpadě načrtnuta na Obrázku 10.3b. Pak

S(A) =

∫ 1

0
arctg

√
x− (−x2) dx =

∫ 1

0
arctg

√
x dx+

∫ 1

0
x2 dx =

π

2
− 2

3
. ©
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β

(a) Obsah rovinného obrazce jehož hra-
nice je dána v polárńıch souřadnićıch.

x

y

c1

(b) Geometrický význam pro analogii
integrálńıho součtu

Obrázek 10.4: Obrazec zadaný pomoćı křivky v polárńıch souřadnićıch.

Rovinné útvary jsou zadány svými hranicemi. Tyto hranice mohou být r̊uzné. Např.
pomoćı křivky v polárńıch souřadnićıch. Uvažujme spojitou nezápornou funkci ρ : R → R
na intervalu [α, β] a zkusme odvodit vzorec pro obsah množiny

A = {(x, y) ∈ R2 ; x = r cos t, y = r sin t, t ∈ [α, β], 0 ≤ r ≤ ρ(t)}

viz Obrázek 10.4a. Tento rovinný útvar lze aproximovat podobně jako podgraf funkce, s
t́ım rozd́ılem, že mı́sto obdélńık̊u zvoĺıme kruhové úseče se středem v počátku. Zvolme
D = {t0, . . . , tn} děleńı intervalu [α, β] a výběr V = {c1, . . . , cn} z dělićıch interval̊u děleńı
D. Pak č́ıslo

n∑
i=1

1

2
ρ2(ci)(ti − ti−1)

je analogíı k integrálńımu součtu (viz Definici 9.16) a odpov́ıdá součtu obsah̊u jistých kru-
hových výseč́ı – viz Obrázek 10.4b.

Protože toto č́ıslo je vlastně integrálńı součet funkce g(t) = 1
2ρ

2(t), t ∈ [α, β], nepřekvaṕı
tedy, že obsah je roven

S(A) =
1

2

∫ β

α
ρ2(t) dt.

Vyslovme př́ıslušnou větu.

Věta 10.13. Necht’ ρ : R → R je spojitá a nezáporná na [α, β], kde 0 < β − α ≤ 2π. Pak
pro obsah množiny A ⊂ R2, omezené křivkou ρ = ρ(t), kde ρ a t jsou polárńı souřadnice
v R2 a polopř́ımkami t = α, t = β, plat́ı

S(A) =
1

2

∫ β

α
ρ2(t) dt.

10.3 Objem rotačńıch těles

Pomoćı Riemannova integrálu můžeme poč́ıtat i objemy. A to objemy rotačńıch útvar̊u,
které źıskáme rotaćı podgrafu nezáporné funkce okolo osy x nebo y v prostoru.
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Věta 10.14. Necht’ f : R → R je spojitá, nezáporná na [a, b]. Pak pro objem V rotačńıho
tělesa, které vznikne rotaćı množiny

A = {(x, y) ∈ R2, a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f(x)}

kolem

• osy x, plat́ı

V = π

∫ b

a
f2(x) dx,

• osy y (za dodatečného předpokladu 0 ≤ a < b), plat́ı

V = 2π

∫ b

a
xf(x) dx.

Důsledek 10.15. Necht’ f, g : R → R jsou spojité, 0 ≤ g ≤ f na [a, b]. Pak pro objem V
rotačńıho tělesa, které vznikne rotaćı množiny

A = {(x, y) ∈ R2, a ≤ x ≤ b, g(x) ≤ y ≤ f(x)}

kolem

• osy x, plat́ı

V = π

∫ b

a
(f2(x)− g2(x)) dx,

• osy y (za dodatečného předpokladu 0 ≤ a < b), plat́ı

V = 2π

∫ b

a
x(f(x)− g(x)) dx.

Ukažme si, jak si vzorce z Věty 10.14 zhruba odvodit.

10.3.1 Rotace okolo osy x

Uvažujme spojitou nezápornou funkci f na [a, b] a těleso vzniklé rotaćı podgrafu této funkce
okolo osy x, viz Obrázek 10.5.

Jeho objem zřejmě můžeme aproximovat takto: Uvažujme děleńı D = {x0, . . . , xn} inter-
valu [a, b], V = {c1, . . . , cn} < D, pak rotačńı těleso lze aproximovat válci o výšce xi − xi−1
a poloměru základny f(ci). Objem rotačńıho tělesa je tedy přibližně

n∑
i=1

(xi − xi−1)πf2(ci) = π

n∑
i=1

f2(ci)(xi − xi−1),

což je integrálńı součet funkce g(x) = πf2(x), x ∈ [a, b]. Tedy opět nepřekvaṕı, že objem
tohoto tělesa je roven

V = π

∫ b

a
f2(x) dx.
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x

y

z

Obrázek 10.5: Rotace podgrafu okolo osy x v prostoru.

10.3.2 Rotace okolo osy y

Uvažujme spojitou nezápornou funkci f na [a, b], kde 0 ≤ a < b. Uvažujme těleso vzniklé
rotaćı podgrafu funkce f na [a, b] okolo osy y, viz Obrázek 10.6. Jak odvodit vzorec pro
výpočet objemu takového tělesa? Necht’ D = {x0, x1, . . . , xn} je děleńı intervalu [a, b], V =
{c1, . . . , cn} < D. Rotačńı těleso lze aproximovat útvary, které vzniknou z válc̊u se základnou
v rovině xz o poloměru xi a výšce f(ci), ze kterých se vyjmou válce se základnou v rovině
xz o poloměru xi−1 a výšce f(ci). Objem tohoto útvaru je roven č́ıslu

πx2i f(ci)− πx2i−1f(ci) = π(x2i − x2i−1)f(ci) = πf(ci)(xi + xi−1)(xi − xi−1).

Pro dostatečně jemné děleńı pak plat́ı xi ≈ ci a xi−1 ≈ ci, tedy součet objemů všech těchto
útvar̊u je

n∑
i=1

πf(ci)(xi + xi−1)(xi − xi−1) ≈
n∑
i=1

πf(ci)2ci(xi − xi−1) = 2π

n∑
i=1

cif(ci)(xi − xi−1).

T́ım jsme
”
zd̊uvodnili“ tvar vzorce pro objem rotačńıho tělesa kolem osy y, což je

V = 2π

∫ b

a
xf(x) dx.

Př́ıklad 10.16 Vypočtěte objem rotačńıho tělesa vzniklého rotaćı rovinného útvaru ohraničeného

(a) y = lnx
x , y = 0, x = e, kolem osy x,

(b) y = cosx2, y = 1, x = 1, kolem osy y.

Řešeńı. Dosazeńım do vzorc̊u snadno spoč́ıtáme:
ad (a):

V = π

∫ e

1

(
lnx

x

)2

dx =

∣∣∣∣ x = et, x = 1, t = 0
dx = et dt, x = e, t = 1

∣∣∣∣ = π

∫ 1

0
t2e−t dt = π

(
2− 5

e

)
.
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x

y

z

Obrázek 10.6: Rotace podgrafu okolo osy y v prostoru.

ad (b):

V = 2π

∫ 1

0
x(1− cosx2) dx =

[
2π
x2

2

]1
0

− 2π

∫ 1

0
x cosx2 dx = π − π sin 1. ©

10.4 Obsah rotačńı plochy

Rotačńı plochou rozumı́me plášt’ rotačńıho tělesa. Zde se spokoj́ıme pouze s výčtem těch
nejd̊uležitěǰśıch vzorc̊u.

Věta 10.17. Necht’ f : R→ R má spojitou derivaci na [a, b]. Pak pro obsah rotačńı plochy,
která vznikne rotaćı množiny K = {(x, y) ∈ R2, a ≤ x ≤ b, y = f(x)} kolem

• osy x, plat́ı

S = 2π

∫ b

a
|f(x)|

√
1 + f ′2(x) dx

• osy y (za dodatečného předpokladu 0 ≤ a ≤ b), plat́ı

S = 2π

∫ b

a
x
√

1 + f ′2(x) dx.

Př́ıklad 10.18 Vypočtěte obsah rotačńı plochy vzniklé rotaćı grafu funkce

f(x) = 2
√
x, x ∈ [0, 3]

okolo osy x.

Řešeńı. Podle vzorce snadno spoč́ıtáme

S = 2π

∫ 3

0
2
√
x

√
1 +

1

x
dx = 4π

∫ 3

0

√
x

√
1 + x√
x

dx =
56

3
π. ©
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10.5 Těžǐstě

Ukažme si ještě nějakou fyzikálńı aplikaci – např. těžǐstě křivky a rovinného útvaru.

10.5.1 Těžǐstě rovinné křivky

Těžǐstěm křivky je bod

T =

[
Sy
H
,
Sx
H

]
,

kde

1. je-li graf křivky dán jako graf funkce f : R→ R, y = f(x) na [a, b] a má-li f na [a, b]
spojitou derivaci, pak

H =

∫ b

a

√
1 + f ′2(x) dx, Sx =

∫ b

a
f(x)

√
1 + f ′2(x) dx, Sy =

∫ b

a
x
√

1 + f ′2(x) dx,

2. je-li ϕ = (ϕ1, ϕ2) prostá hladká křivka, ϕi jsou definovány na [α, β], pak

H =

∫ β

α

√
ϕ′21 (t) + ϕ′22 (t) dt, Sx =

∫ β

α
ϕ2(t)

√
ϕ2
1(t) + ϕ′22 (t) dt,

Sy =

∫ β

α
ϕ1(t)

√
ϕ′21 (t) + ϕ′22 (t) dt,

3. je-li křivka dána v polárńıch souřadnićıch ρ = ρ(t), t ∈ [α, β], kde 0 < β−α ≤ 2π, a ρ
má spojitou derivaci na [α, β], pak

H =

∫ β

α

√
ρ2(t) + ρ′2(t) dt, Sx =

∫ β

α
ρ(t)

√
ρ2(t) + ρ′2(t) sin tdt,

Sy =

∫ β

α
ρ(t)

√
ρ2(t) + ρ′2(t) cos tdt.

10.5.2 Těžǐstě rovinného obrazce

Těžǐstěm podgrafu nezáporné spojité funkce f na intervalu [a, b] je bod

T =

[
Sy
H
,
Sx
H

]
,

kde

H =

∫ b

a
f(x) dx, Sx =

1

2

∫ b

a
f2(x) dx, Sy =

∫ b

a
xf(x) dx.
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nerostoućı, 120
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graf

funkce, 116
posloupnosti, 71
zobrazeńı, 36
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druhého druhu, 182
odstranitelná, 182
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horńı, 34

zobrazeńı, 35
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