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Predmluva

Tato skripta vznikla jako ucebni text k predmétu Matematickd analyza 1 vyucovaného
v ramci studijnich programu Aplikovand matematika a Matematika na Piirodovédecké fa-
kulté Univerzity Palackého v Olomouci.

Predpokladem pro ¢teni tohoto textu je dobra znalost stiedoskolské matematiky, zejména
pak schopnost uprav algebraickych vyrazu, feSeni rovnic a nerovnic.

Prvni dvé kapitoly tohoto skripta obsahuji strué¢ny ivod do predikatové logiky, zdkladni
mnozinové pojmy, potiebné pojmy z algebry a také axiomatické zavedeni redlnych ¢éisel
véetné odvozenych pojmu a popis jejich vlastnosti. Kapitola tfeti je vénovana zejména
pojmu limita posloupnosti, coz je jeden z ustiednich pojmu matematické analyzy. Dalsi
¢tyti kapitoly jsou vénovany diferencialnimu poctu funkce jedné proménné a jeho aplikacim.
A konecné, posledni tii kapitoly predstavi ¢tendii zéklady integralniho poc¢tu funkce jedné
proménné véetné aplikaci.

Jednim z cili autora byla co mozna nejvétsi nezavislost na jiné literatufe, tzn. aby
¢tenaf nebyl nucen dohledavat nezbytné pojmy jinde — kazdopadné je studium zalozené na
ruznych zdrojich viele doporucovano. Ve skriptech je kladen duraz na motivaci zavedeni
prislusnych pojmu a také bohaty komentar k feSenym prikladiim, coz ma za nasledek vétsi
objem celého textu.

Na tomto misté by autor rdd podékoval recenzentim Mgr. Pavlu Ludvikovi, Ph.D.
a Mgr. Ivoné Tomeckové, Ph.D. za jejich cenné ptipominky a rady.

Tato skripta vznikla za podpory projektu OP VVV s ndzvem Univerzita Palackého jako
komplexni vzdélavaci instituce, reg. ¢. CZ.02.2.69/0.0/0.0/16-015/0002337.






Kapitola 1

Uvod

Protoze téma téchto skript patii do kurzu prvniho semestru, jeho ¢tendii jesté vétsinou
nemaji zadnou zkuSenost s vysokoskolskou matematikou. Na stfedni Skole se studenti set-
kaji zejména s upravami algebraickych vyrazu, feSenim rovnic a dalsimi (velmi dualezitymi)
tématy. Kromé toho je ke studiu vysokoskolské matematiky potieba mit také zakladni zna-
losti z klasické matematické logiky a dovednosti potfebné ke ¢teni a nasledné i vytvareni
dukazti matematickych vét. V této kapitole si predstavime ty nejnutnéjsi zakladni pojmy,
bez kterych by dalsi vyklad nebyl mozny. Nejsou zde kladeny piilis velké naroky na formalni
korektnost — cilem je rychlé uvedeni do obrazu. Mnohé pojmy jsou v této ivodni kapitole
zjednoduSeny ¢i iplné zamléeny. Narocnéjsiho ¢tenare lze odkédzat na specializovanou lite-
raturu, napt. [1,2,/13H15]. Kromé toho si zde néco struéné povime o zdkladech matematiky,
axiomatické metodé, o matematickych dukazech a jejich struktuie — dalsi lze najit napf.
v [6,/16,|17]. Zbytek kapitoly je vénovan potfebnym mnozinovym pojmum — s mnohymi
z nich se jiz student setkal na stfedni §kole. Kapitola je zakonéena poviddnim o dikazu
matematickou indukeci.

1.1 Predikatova logika

Matematika je zndma svou piesnosti. Té je dosahovano mimo jiné pomoci pfesného formal-
niho jazyka, ktery je postaven na predikdtové logice (poctu). Ta stanovuje pravidla utvéareni
presnych tvrzeni (pomoci tzv. formuli) a pravidla usuzovéni (jak z pravdivych tvrzeni vy-
vodit pravdivost jinych tvrzeni).

1.1.1 Tvorba a pravdivost vyroki

Jednotkou informace pro nas bude vijrok — to je tvrzeni, které je bud pravdivé ¢ nepravdivé.
V jazyku predikdtového poc¢tu budeme vyrok zapisovat pomoci fetézcu predem definovanych
symbolu. Takto vytvorenym Fetézcum symbolu fikdme formule (tedy formule je jen jisty
zpusob zapisu vyroku).

Cilem této sekce je ukazat jak spravné tvorit tvrzeni o objektech naseho zajmu (o ¢islech,
ruznych geometrickych objektech, mnozinéach, apod.). Kromé pravidel tvorby vyroku (vlast-
né jim odpovidajicich formuli) si zde stanovime pravidla pro urceni jejich pravdivosti. Na
cesté za tvofenim vyroku si predstavime mnoho dal§ich pojmu.
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Vyroky a jejich pravdivostni hodnoty

Vyrokem intuitivné rozumime kazdé tvrzeni, o kterém lze jednoznacné tict, zda je pravdivé
¢ nepravdivé, pritom nemuze byt pravdivé i nepravdivé zaroven.

Daji se najit velijakd paradoxni tvrzeni, kterd nemohou byt vyroky (Ctenére lze odkazat
tieba na védecko-populdrni literaturu, viz napf. [16]). Rekneme-li ,, Toto tvrzeni neni prav-
divé*, nemuze jit o vyrok. Totiz, kdybychom se ptali na jeho pravdivost ¢ nepravdivost,
zjistime v obou pfipadech, ze ani jedno neni mozné. Toto je jedna z motivaci zavedeni
formélniho jazyka, ktery podobnd paradoxni tvrzeni vubec neumozinuje vytvorit. Dale napf.
tvrzeni ,Petr je sportovec* muzeme pii trose dobré vile povazovat za vyrok — tedy za
predpokladu, ze vime, o kterém Petrovi mluvime, a je jasné, co znamend slovo sportovec.
Tvrzeni je totiz pravdivé, paklize Petr je sportovcem, a nepravdivé, pokud neni sportovec.
Po pravdé feceno, ,,vyroky ze zivota“ nejsou zrovna nejvhodnéjsi. Je napf. tvrzeni ,Slunce
sviti na Olomouc* vyrokem? Co se presné mysli tim, ze slunce sviti (jestli je zcela zatazeno,
slunce i tak sviti, jinak by byla tma)? Ktery den (ktery okamzik) se mysli? Zavisi pravdivost
tohoto vyroku na tom, v které ¢asti Olomouce se zrovna nachazime? My naStésti budeme
pracovat s vyroky hovofici o matematickych pojmech a tam budou vyroky vzdy v takovém
tvaru, ze jejich pravdivost/nepravdivost bude jednozna¢nid — nebude zéviset na kontextu,
na Case a vse bude presné definované. Napt. rovnost ,1 + 1 = 3“ bude vyrokem. Pokud
budeme v tomto textu pouzivat ,,vyroku ze zivota“, budeme piedstirat, ze se jedna opravdu
o vyroky (tedy jde jednoznaé¢né urcit, zda jde o pravdivé nebo naopak nepravdivé tvrzeni).

Kazdému vyroku lze priradit tzv. pravdivostni hodnotu: a to ,pravda“, jde-li o pravdivy
vyrok (budeme fikat, ze vyrok ,plati“) a ,nepravda“ jde-li o nepravdivy vyrok (budeme
fikat, ze vyrok ,mneplati“). Abychom to zkratili, misto ,pravda“ budeme psit 1 a misto
,hepravda® budeme psat O.

Individua a jejich univerzum

Kazda matematickd teorie vyslovuje tvrzeni o néjakych objektech — predstavujme si ¢isla,
body, primky, kruznice, atp. Ve vyrocich se bude mluvit o jejich vlastnostech a vztazich mezi
nimi. Tyto objekty budeme v této sekci nazyvat individui a jejich souhrnu budeme fikat
univerzum. Abychom nase povidan{ trochu zlidstili, budeme uvazovat nasledujici jednoduchy
priklad univerza ,ze zivota“.

Piiklad 1.1 Uvazujme néjakou zdkladni Skolu — tfeba ZS Stupkova v Olomouci. Nage
univerzum bude tvofeno vSemi jejimi zaky/zackami (v daném skolnim roce). Tedy indivi-
dua budou jednotlivi studenti/studentky. K tomuto piikladu se budeme v dalsim vracet
a budeme na ném ukazovat dalsi pojmy. O

Konstanty a proménné

Budeme-li o individuich mluvit, potfebujeme se na né néjak odkazovat. K tomu budeme
pouzivat konstanty a proménné — coz budou symboly (hlavné pismena) ¢i Fetézce symbolu.

Konstanty budou odkazovat vzdy na tatéZz individua. Napf. () je mnozinova konstanta,
odkazujici vzdy na prazdnou mnozinu, 7 je konstanta z redlnych ¢isel ukazujici na jedno
konkrétni redlné ¢islo zvané Ludolfovo ¢islo, 0 odkazuje na nulu, atd. Konstantou pro funkce
je napf. sin, kterd odkazuje na funkci sinus.

Oproti tomu individua, na kterda ukazuji proménné, se mohou ménit. Napf. proménné
pro mnoziny se vétsinou znaci velkymi pismeny, proménné pro jejich prvky malymi pismeny.



1.1. PREDIKATOVA LOGIKA 11

Stejné tak redlna cisla, pro kterda pouzivame proménné jako x, y, €, popt. pouzivame indexy
(napft. z1, x2) ¢i ruzné dekorace (napf. &, T, 2’ a podobné). Proménné odkazujici na funkce
budou v tomto skriptu casto pismena f, g nebo tieba h.

Piiklad 1.2 Na nasi Skolu z Piikladu chodi ti konkrétni zaci: Adam Novak, Barbora
Pospisilovd a Cyril Valenta. Protoze o nich budeme ¢asto mluvit, ozna¢ime si je pomoci
konstant. Definujme tedy tii konstanty:

a: ,Adam Novdk z 1.A“,
b: ,Barbora Pospisilova z 1.C“,
c: ,,Cyril Valenta z 2.B*.

Tedy symboly a, b, ¢ se budeme vzdy odkazovat na zde definovaného zéka/zacku a tyto
symboly jiz nelze pouzit jako proménné. Pro ty budeme pouzivat jiné symboly, napt. z, vy,
z, atd. O

Predikaty

O individuich zvoleného univerza se budeme vyjadiovat pomoci tzv. predikdti, coz je sou-
hrnné oznaceni pro

e vlastnosti individui a
e vztahy mezi individui.

Vlastnosti celého ¢isla muze byt ,,byt sudé“, ,byt liché“, ,byt nezaporné“, a vztahem
mezi celymi ¢isly muze byt byt vétsi nez“ (pouziva se symbol >), .déli“ (pouziva se
symbol |), nebo byt nejvétsim délitelem* apod. Vztahy mezi mnozinami jsou napt. ,byt
prvkem*, byt podmnozinou“ atd. Ve vétsiné jazyku predikatového poctu se vyskytuje
vztah rovnosti. Symbol pro rovnost kazdy zna jiz ze zakladni skoly, jde o znak =.

Kazdy predikat ma svou cetnost. Jde o pocet individui, které do predikatu vstupuji.
Ziejmé, vlastnosti maji ¢etnost 1, vztahy maji ¢etnost 2 a veétsi.

Piiklad 1.3 Uvazujme opét ZS Stupkova z Pifkladu Budeme uvazovat néasledujici
predikaty:

D: byt divkou“, Ti.4: byt z 1A%, K:  kamaradit s“,
C: byt chlapcem*, Ty g: byt z 2.B, W: byt vySsi nez“.
Predikaty D, C, T 4, To.p maji ¢etnost jedna a predikity K a W maji ¢etnost 2. O

Poznamka 1.4 (o predikdtech) Predikaty nelze volit zcela libovolné. Je-li V' vlastnost,
kazdé individuum tuto vlastnost bud m4 nebo nemd (nic jiného)! Stejné tak pro vztah V
¢etnosti n musi byt zcela jasné rozlisitelné, zda libovolné n-tice individui je ve vztahu V ¢i
nikoliv. Zda to plati ¢ neplati, nemusime v dané chvili védét, ale musi platit pravé jedna
z téchto moznosti. Tedy v Ptikladu ma smysl definovat predikat D jen v pfipadé, jsme-
li schopni jednoznaé¢né fict o kazdém individuu ze zminéné skoly zda je divkou ¢&i nikoliv
(a to pravé jedna z téchto moznosti — vSimnéte si, ze to nijak nevylu¢uje moznost existence
dalsich gendert).
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Vyrokové funkce

Ukazme si, jak se vytvafeji nejjednodussi formule. Nechf V' je symbol pro predikat ¢etnosti
1 (jde tedy o vlastnost) a x je proménnd nebo konstanta. Pak fetézec znaku

V(x)

je tzv. formule a v prirozeném jazyce odpovidd tvrzeni ,individuum z mé vlastnost V“.
Slovo ,tvrzeni®“ je zde zamérné, nemusi totiz jit o vyrok.

e Necht je z konstanta nebo proménné, ukazujici v dané chvili na konkrétni individuum.
Pak tato formule odpovida vyroku. Tento vyrok prohldsime za pravdivy v piipadé, ze
individuum, na které odkazuje x, ma vlastnost V', a nepravdivy v opacném piipadeé.
Fakt, ze jsou mozné pouze tyto dva piipady, nam garantuje vzneseny piedpoklad
z Poznédmky [1.4]

e Je-li x proménnd probihajici univerzum, pak tato formule neodpovida zddnému vyroku,
protoze pravdivost by zavisela na individuu, na které proménnda ukazuje. V tomto
pripadé tedy fikame, ze formule odpovida tzv. virokové funkci jedné proménné x.

Poznamka 1.5 (o vyrokové funkci) Vyrokovou funkci jedné proménné intuitivné povazuje-
me za pravidlo prifazujici kazdému individuu vyrok. Ke kazdému predikatu ¢etnosti 1 se da
,vyrobit“ vyrokova funkce jedné proménné a naopak kazdé vyrokové funkci jedné proménné
zase odpovida jista vlastnost. Napr. v Prikladu symbolem D rozumime predikat ,,byt
divkou“. Pak formule D(z) ozna¢uje vyrokovou funkci jedné proménné ,zak/zacka je divkou*,
kde x ,,probiha“ celou 8kolu. Evidentné nejde o vyrok, protoze neni jasné, o kterém zakovi/zac-
ce ze skoly tvrdime, ze je divka. Ale pokud z ukazuje na konkrétni individuum, pak uz jde
o vyrok. Samoziejmé, formule D(a) jiz vyrok je, protoze a je konstanta definovand v Piikladu
Tento vyrok zni: ,Adam Novék z 1.A je divka“. Jeho (ne)pravdivost nemusi byt ziejmé
(viz ptipad Jary Cimrmana), nicméné predpokladame, ze 1ze o ni objektivné rozhodnout.

Necht symbol V' oznacuje predikét ¢etnosti n > 2 (jde tedy o vztah) a w1, ...,x, jsou
proménné nebo konstanty (nebo mix obojiho). Pak fetézcem symbolu

V(zi,...,xn)

je opét formule. V piirozeném jazyce odpovida tvrzeni .individua z1,...,z, (v uvedeném
poradi) jsou ve vztahu V.

e Jsou-li vSechna x; konstanty, popf. proménné, které v dané chvili ukazuji na jedno
individuum, odpovidéd tato formule vyroku. Ten prohlasime za pravdivy v piipadé,

ze individua z1,...,z, (v tomto poradi) jsou ve vztahu V', a nepravdivy v opactném
pripadé. Fakt, ze jsou mozné pouze tyto dva pripady, ndm opét garantuje piredpoklad
z Pozndmky

e Vyskytuje-li se mezi nimi m proménnych (m > 1) probihajici univerzum, neodpovidd
formule vyroku ale tzv. vgrokové funkci m proménngch (tzn. zbyvajicich n—m symbolu
x; jsou bud konstanty nebo proménné odkazujici na konkrétni individua).

Poznamka 1.6 (znovu o vyrokové funkci) Vyrokovou funkei n proménnych intuitivné
povazujeme za pravidlo, které (usporddané) n-tici individui, pfifazuje vyrok. Kazdému pre-
dikatu cetnosti n se da prifadit vyrokova funkce n proménnych a kazdé vyrokové funkci n
proménnych je mozné pritadit predikat cetnosti n.
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Piiklad 1.7 Pokracujme opét v nasem piikladu o ZS Stupkova v Olomouci, zejména
navazeme na Piiklad Uvazujme nasledujici formule a jim odpovidajici vyroky:

e D(a): ,Adam Novdk z 1.A je divka® (nepravdivy vyrok)
e Ty 4(b) : ,Barbora Pospisilova z 1.C je z 1.A“ (opét nepravdivy vyrok)

e Wi(e,b) : ,Cyril Valenta z 2.B je vyssi nez Barbora Pospisilova z 1.C“ (vyrok, jehoz
pravdivost ale hned neni vidét).

Déle formule D(z) (kde x je proménna) odpovida vyrokové funkei (o jedné proménné) ,Zak
je divka®. Formule W (a,z) odpovida vyrokové funkci (o jedné proménné) ,Adam Novak
z 1.A je vyssi nez zak“. Pritom této vyrokové funkci odpovida (nové vytvorend!) vlastnost:
,byt vysSi nez Adam Noviak z 1.A“. O

Pravé jsme si ukdzali formule, které vytvaiime ze symbola pro predikaty, z proménnych
a konstant. Formule jsou tvoreny i dal§imi, pomocnymi, symboly, kterymi jsou ¢arky a za-
vorky. Takto budeme pokracovat dal, formule budou déle tvofeny symboly kvantifikatort
a logickych spojek.

Formule jsou vlastné tvrzen{ v nasem formalnim jazyce. Pfitom odpovidaji bud’ vijrokim,
nevyskytuji-li se v nich proménné probihajici celé univerzum, nebo vyrokovym funkcim
v opacném pripadé. Vyroky a vyrokové funkce pak formulujeme i v ptirozeném jazyku, coz
je pro nas srozumitelnéjsi. Formule lze chapat jako jakési kédy, kterymi myslime konkrétni
vyroky a vyrokové funkce.

Poznamka 1.8 Abychom zjednodusili nase vyjadiovani, budeme ztotozinovat formule s je-
jich odpovidajicimi vyroky/vyrokovymi funkcemi. Tedy misto slovniho spojeni ,formule
odpovidajici vyroku (resp. vyrokové funkei)* budeme ¢asto psét jen ,vyrok (resp. vyrokové
funkce)“.

Kvantifikatory

Obecngm (neboli velkym) kvantifikdtorem rozumime symbol V. Je to vlastné obracené pis-
meno A, vzniklé jako zkratka némeckého ,allgemein®. Tento symbol pouzivdme nasledovneé.
Je-1i V predikét cetnosti 1 (tedy vlastnost), pak formuli

Vo : V(x)

rozumime vyrok ,,Pro vSechna x plati, ze x ma vlastnost V“ nebo trochu lidstéji ,, Kazdé
individuum ma vlastnost V“ nebo ,,VSechna individua maji vlastnost V*“; nazyvame tento
vyrok obecnyj vijrok. Protoze jde o vyrok, je potieba definovat jeho pravdivost. Obecny vyrok
prohlasime za pravdivy, jestlize vlastnost V' mé kazdé individuum. V opaéném piipadé
prohlasujeme tento vyrok za nepravdivy — to nastane v piipadé, ze nékteré individuum tuto
vlastnost nema!

Ezistencnim (neboli malym) kvantifikatorem rozumime symbol 3. Je to vlastné obracené
pismeno E, které lze chapat jako zkratku némeckého ,existiert“. Tento symbol pouzivame
nasledovné. Je-li V' predikdt ¢etnosti 1 (tedy vlastnost), pak formuli

dzx @ V(z)

rozumime , Existuje takové x, ze x mé vlastnost V* nebo trochu lidstéji ,,Alespon jedno in-
dividuum mé vlastnost V*; nazyvame tento vyrok existencni vyrok. Protoze jde o vyrok, je



14 KAPITOLA 1. UVOD

potieba definovat jeho pravdivost. Existen¢ni vyrok prohlasime za pravdivy, jestlize vlast-
nost V ma alespon jedno individuum z daného univerza. V opa¢ném piipadé prohlasujeme
tento vyrok za nepravdivy — to nastane v piipadé, ze zadné individuum tuto vlastnost nema!

Priklad 1.9 Ukazme si, jak lze s pomoci definovanych predikitu v Pifkladu vytvéaret
kvantifikované vyroky o zacich ZS Stupkova. Nésledujici tvrzeni jsou vyroky:

1. D(a) : ,Adam Novék z 1.A je divka“ (nepravdivy vyrok)
2. Ty A(b) : ,Barbora Pospisilova z 1.C je z 1.A“ (opét nepravdivy vyrok)

3. Vx : D(z) : ,Vsichni zéci ze skoly jsou divky.“ (pravdivy v piipadé, ze jde o divéi
skolu)

4. 3z : C(z) : ,Do skoly chodi alespon jeden chlapec.“ (povazujeme-li za pravdivy
vyrok, ze Adam Novdk z 1.A je chlapec, pak jde o pravdivy vyrok).

Nasledujici vyroky jsou ziejmé pravdivé: D(b), C(a), C(c), Th.a(a), T5.p(c). O

Jak je to s kvantifikdtory u vztahtu? Pro jednoduchost uvazujme vztah V' éetnosti 2 (pro
VySSi ¢etnosti je to obdobné). Jsou-li x a y proménné, pak formule

Vy @ V(x,y)

znamend ,pro vSechna y plati, ze = je ve vztahu V s y“, nebo jen ,pro vSechna y plati
V(x,y)“. Zrejmeé o vyrok jit nemuze, protoze takové tvrzeni zavisi na proménné x, kterd se
muze odkazovat na jakékoliv individuum. Jde tedy o vyrokovou funkci proménné z, oznacme
ji W(z) — proménnou y jsme ,,kvantiﬁkovaliﬂ“. Uvazujme formuli

Ve : W(x),
kterd uz vyroku odpovida! Jestlize zpétné odkryjeme, co se skryva za W (x), dostdvame
Ve : (Vy @ V(z,y)).
Posledni fadek nevypada moc elegantné, takze ho budeme psat jako
Ve Yy © V(z,y).

Jde tedy o vyrok — a to proto, ze jsme kvantifikovali vSechny proménné! Riké, ze ,pro
v8echna x plati, ze pro vSechna y plati, ze x je ve vztahu V s y“ a jednoduseji: ,,pro kazdé
T a y plati, ze = je ve vztahu V s y“. Jak zjistime pravdivostni hodnotu takového vyroku?
Pomuzeme si pomocnou vyrokovou funkei W (x). N&s vyrok je pravdivy v ptipadé, kdyz pro
kazdé individuum z je W (x) pravdivy vyrok. Zvolme si takové x, tzn. proménnd x v této
chvili ukazuje na konkrétni individuum. Ptame se tedy, zda je pravdivé W (x) — coz je vyrok
(ano opravdu, protoze z neprobiha celé univerzum, ale ukazuje na jedno individuum)

Yy © V(z,y).

Ten je pravdivy, kdyz pro kazdé individuum y je V(z,y) pravdivy vyrok. Zvolme si takové
y, tzn. proménnd y v této chvili ukazuje na konkrétni individuum. Ptame se tedy, zda je
pravdivé V(z,y). Shrime to tedy: N&s vyrok je pravdivy v ptipadé, kdyz pro jakoukoliv
dvojici individui, na néz ukazuji proménné x a y, je vyrok V(z,y) pravdivy.

Pomoci predikatu cetnosti dva a obou kvantifikdtoru lze vytvotit celkem osm kvantifi-
kovanych vyroku. Vypisme je véetné jejich formuli (v opa¢ném poradi):

!Kvantifikovanym proménnym ifkdme vdzané, ostatnim fkidme volné.
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.Yz Yy : V(z,y) : ,pro kazdé x a kazdé y plati V(z,y)“,
. Yy Vx : V(z,y) : ,pro kazdé y a kazdé = plati V(z,y)“,
. Vx Jy : V(z,y) : ,pro kazdé x existuje y takové, ze plati V(z,y)“,
.y Ve : V(z,y) : existuje y takové, ze pro vsechna x plati V (z,y)“,
. Yy 3z : V(z,y) : ,pro vSechna y existuje = takové, ze V (z,y)“,
. dx Yy @ V(z,y) : existuje x takové, ze pro vechna y plati V (z,y)“,
Jx Jy : V(x,y) : ,existuje x a y takové, ze plati V(x,y)“,
Jz Jy : V(x,y) : ,existuje y a x takové, ze plati V (z,y)“.

Poznamka 1.10 Je dulezité pochopit, co tyto vyroky vlastné fikaji. Vyroky 1 a 2 fikaji
totéz, stejné jako vyroky 7 a 8. Podivejme se na vyroky 3 a 4. Vypada to, Ze se jejich formule
lis{ ,,pouze” poradim Fetézcu ,Vx“ a ,,Jy“. Skutetné tomu tak je. Ale toto poradi odlisngch
kvantifikdtord je velmi dulezité. Vyrok 3 fikd, ze ke kazdému z lze najit y (dulezité je, ze
kazdému konkrétnimu z jsme vybrali jeho vlastni y) tak, ze plati V(x,y) Naproti tomu
vyrok 4 iikd, ze musi existovat jedno y takové, ze pro vSechna z (tedy y je vybrano pro
vSechna z stejné!) plati V(x,y).

Nakonec si feknéme, jak je to s jejich pravdivostnimi hodnotami. Dany vyrok je pravdivy,
praveé kdyz

1

2.

. pro kazda dveé individua x a y je vyrok V(z,y) pravdivy,
pro kazda dvé individua y a x je vyrok V(z,y) pravdivy,

. postupné ke kazdému individuu x lze najit individuum y takové, ze vyrok V(x,y) je
pravdivy,

. lze najit takové individuum y tak, ze pro kterékoliv individuum z je vyrok V(z,y)
pravdivy,

. postupné ke kazdému individuu y lze najit individuum =z takové, ze vyrok V(z,y) je
pravdivy,

. lze najit takové individuum x tak, ze pro kterékoliv individuum y je vyrok V(z,y)
pravdivy,

lze najit takova individua z a y (muze jit o to samé individuum), ze vyrok V(z,y) je
pravdivy,

. 1ze najit takové individua y a x (muze jit o to samé individuum), ze vyrok V(z,y) je
pravdivy.

Piiklad 1.11 Uvazujme nésledujici vyroky o studentech ze ZS Stupkova v Olomouci,
zejména Piiklad kde jsme definovali predikdt K ,kamaradit s cetnosti dva:

1

2

.V Vy : K(z,y) : ,Pro kazdé = a kazdé y plati K(x,y).“

.Yy Ve : K(z,y) : ,Pro kazdé y a kazdé x plati K(x,y).“
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3. Vx Jdy : K(z,y) : ,Pro kazdé x existuje y takové, ze plati K(z,y).“
4. Jy VvV : K(z,y) : ,Existuje y takové, ze pro vSechna x plati K(z,y).“

Prvni dva vyroky fikaji totéz, a to, ze kazda dvojice zdku jsou kamaradi (nevyjimaje piipad,
ze kazdy ,kamarddi sdm se sebou®). Tteti vyrok ik, ze kazdy zak m4 néjakého kamardda
ze skoly. Ctvrty vyrok ifkd, ze existuje takovy zdk, ktery kamarddi se viemi zdky ze skoly
(véetné sebe). O

Pro zajimavost jesté uved me néasledujici vyroky vytvofené ze vztahu V éetnosti 3:

1. Vx Jy Vz : V(z,y,z) : ,Pro kazdé x existuje y takové, ze pro vSechna z plati
V(z,y,2).“

2. Jx Yy 3z : V(z,y,2) : ,Existuje = takové, ze pro vSechna y existuje z spliujici
Vix,y,z).“

Tyto dva vyroky jsou zajimavé stiidanim obecného a existenéniho kvantifikatoru. S vyuzitim
kombinatoriky si vypoctéte kolik moznych kvantifikovanych vyroku muzeme vytvorit ze
vztahtu Cetnosti 3 (a obecné n).

Logické spojky

Chybi nam posledni ingredience na tvorbu formuli (a odpovidajicich vyroku a vyrokovych
funkei) — tim jsou logické spojky. Jak uz nézev napovida, pouzivaji se ke spojovéni, a to
vyroku a vyrokovych funkci. Existuje jich spousta. Nam bude stacit jen pét — negace, kon-
junkce, disjunkce, implikace a ekvivalence.

Prvni spojku by ¢tendf ani za spojku povazovat nemusel, protoze ,nespojuje“, ale po-
moci ni muzeme z vyroku vytvorit jiny vyrok. Jde o undrni spojku (undrni znamend jed-
notkovy, spojku pouzivdme na jeden vyrok): negace.

e Negace se znaci symbolem — a pouziva se nasledovné: Je-1i A vyrok, pak jeho negace se
znaci —A a ¢te ,Neplati vyrok A“. A pravdivost negace vyroku? Pokud je A pravdivy,
definujeme —A jako nepravdivy, a naopak, pokud A je nepravdivy, definujeme —A
jako pravdivy. Piehledné jde tuto definici zapsat pomoci tzv. tabulky pravdivostnich
hodnot, viz Tabulku

—-A
1
0

=l

Tabulka 1.1: Pravdivostni tabulka negace.

Dalsi ndmi pouzivané spojky jsou binarni (bindrni znamend dvojkové, protoze spojuji
dva vyroky): konjunkce, disjunkce, implikace a ekvivalence.

e Konjunkce se zna¢i symbolem A a pouziva se nasledovné: Jsou-li A, B vyroky, pak
jejich konjunkce se znaéi A\ B a ¢te ,plati A a (soucasné) plati B“. Napf. konjunkei
vyroku ,,mél jsem na obéd knedlik* a ,mél jsem na obéd zeli“ muzeme ¢ist jako ,,mél
jsem na obéd knedlik a zeli“. A pravdivost konjunkce? Vyrok AA B je pravdivy pouze
v pripadé, ze jsou pravdivé oba dva vyroky A a B.
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e Disjunkce se zna¢i symbolem V a pouziva se néasledovné: Jsou-li A, B vyroky, pak
jejich disjunkce se zna¢i A V B a ¢te ,plati A nebo plati B“. Napf. disjunkci vyroku
wjdu zitra do kina* a ,,jdu zitra do divadla® muzeme ¢&ist jako ,jdu zitra do kina nebo
divadla“. A pravdivost disjunkce? Vyrok A V B je nepravdivy pouze v piipadé, Ze
jsou nepravdivé oba dva vyroky A i B. Je nutné zduraznit, ze disjunkce se nechdpe
ve smyslu vylucovacim, jak tomu vétSinou byva v bézné reci. Napf. je-li vyrok ,jdu
zitra do kina nebo divadla“ pravdivy, znamena to, ze mym zitfej$im zamérem muze
byt névstéva jak kina tak i divadla (ale aspon jednoho z nich).

e Implikace se zna¢i symbolem = a pouziva se nasledovné: Jsou-li A, B vyroky, pak
jejich implikace se zna¢i A = B a ¢te ,plati-li A, pak plati i B, ,jestlize A, pak B¢
nebo ,plati B, jestlize plati A“. Napf. implikaci vyroku ,mél jsem na obéd knedlik“
a ,mél jsem na obéd zeli“ muzeme ¢ist jako ,jestlize jsem mél na obéd knedlik, pak
jsem mél (na obéd) i zeli“. A pravdivost implikace? Vyrok A = B je nepravdivy
pouze v piipadé, ze A je pravdivy a B je nepravdivy. Tuto definici si lze pamato-
vat pomoci hesla ,pravda nemuZze implikovat nepravdu, ale nepravda muze impliko-
vat cokoliv®. Na rozdil od ptredchozich spojek je implikace pro zacatec¢nika pomérné
obtiznou spojkou. Je potieba si uvédomit, ze pravdivost vyroku A = B nic nefikd
o pravdivosti vijroki A a B ale pouze o vztahu jejich pravdivostnich hodnot. Zejména
nic nefikd o platnosti vyroku A! Ve vyroku A = B se vyroku A ik predpoklad (ante-
cedent) a vyroku B dusledek (konsekvent). Je dulezité zminit, ze implikace nezachycuje
casovou ani pricinnou vazbu, napt. vyrok ve tvaru implikace ,Jestlize 2 je sudé ¢islo,
pak kiestni jméno autora téchto skript je Jan“ je pravdivy.

Déle, plati-li vyrok A = B, pak se fika, ze vyrok A je postacujici podminkou vyroku
B a také, ze vyrok B je nutnou podminkou vyroku A.

e Ekvivalence se zna¢i symbolem < a pouziva se nasledovné: Jsou-li A, B vyroky, pak
jejich ekvivalence se znaéi A < B a ¢te ,plati A pravé tehdy, kdyz plati B*. Napft.
ekvivalenci vyroku ,mél jsem na obéd knedlik“ a ,mél jsem na obéd zeli“ muzeme
Cist jako ,MEél jsem na obéd knedlik préavé tehdy, kdyz jsem mél zeli“. A pravdivost
ekvivalence? Vyrok A < B je pravdivy pouze a jen v piipadé, ze A a B maji stejnou
pravdivostni hodnotu. Stejné jako u implikace, pravdivost vyroku A < B nic nefikd
o pravdivosti vgroku A a B, ale pouze o vztahu jejich pravdivostnich hodnot. Zajimavé
je, ze u ekvivalence nemd tolik lidi problém s pochopenim, jako u implikace. Plati-
i vytok A < B, pak se iikd, ze vyrok A (resp. vyrok B) je nutnou a postacugici
podminkou platnosti vyroku B (resp. A).

Definice pravdivosti vyrokiu vytvorenych pomoci bindrnich spojek je opét vhodné pfe-
hledné vypsat do tabulky pravdivostnich hodnot, viz Tabulku

\BHAAB AvB‘AﬁB\AﬁB
1 1

- -0 O
= o = O

0 1
0 1
1 1

- e

0
0
1
Tabulka 1.2: Pravdivostni tabulka vybranych bindrnich spojek.

Pro zajimavost dodejme, ze viech moznych unérnich spojek je 22 = 4, viech moznych
bindrnich spojek existuje 2* = 16, a obecné, viech spojek spojujicich pfesné n vyroku je
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22" K témto ¢&islim dochdzime s vyuzitim znalosti tvaru tabulky pravdivostnich hodnot
a kombinatoriky (ovéite sami).

Cviéeni 1.12 Necht A, B jsou vyroky. Odpovézte na ndsledujici otdzky (ndvod: pouzijte
pravdivostni tabulku pfislusnych spojek):

1. Zname-li pravdivostni hodnotu vyroku —A, co lze fict o pravdivostni hodnoté vyroku
A?

2. Je-li vyrok AV B pravdivy a B nepravdivy, co lze fict o pravdivosti vyroku A?

3. Je-li vyrok AV B pravdivy a B pravdivy, lze néco fict o pravdivosti vyroku A?

4. Je-li vyrok A A B nepravdivy a B pravdivy, co lze fict o pravdivosti vyroku A?

5. Je-li vyrok A A B nepravdivy a B nepravdivy, lze néco fict o pravdivosti vyroku A?
6. Je-li vyrok A = B pravdivy a A pravdivy, co lze fict o pravdivosti vyroku B?

7. Je-li vyrok A = B nepravdivy a B nepravdivy, co lze fict o pravdivosti vyroku A?

— k4 se jim sloZené vyroky. Naproti tomu, vyrokum, které se nedaji zapsat pomoci jed-
nodussich spojenych logickymi spojkami, fikame jednoduché vyroky.
Priklad 1.13 Uvazujme tfi jednoduché vyroky A, B, C:

A : sviti slunce®,
. 11

B ,prsi“,

C: ,je duhat.

Pak slozeny vyrok
(ANB)=C

je vyrok, ktery fika: ,,Jestlize sviti slunce a soucasné prsi, pak je duha.* Pfitom nés také bude
zajimat pravdivostni hodnota tohoto vyroku pro ruzné pravdivostni hodnoty jednotlivych
vyroku A, B, C'. Ptehledné je mozné je vypsat do tabulky — viz Tabulku Zde si muzeme
v8imnout, ze nas slozeny vyrok neni pravdivy jen v jediném ptipadé, a to kdyby soucasné
svitilo slunce, prselo a duha nebyla. O

Poznamka 1.14 Zduraznéme ziejmy ale dulezity fakt, ze pravdivost slozeného vyroku
nezdvisi na obsahu vyroku z nichz je spojen logickymi spojkami, ale zdvisi pouze na prav-
divostnich hodnotach téchto vyroku!

Dulezité jsou takové slozené vyroky, které pro jakoukoliv pravdivostni hodnotu jedno-

duchych vyroku z nich vytvorenych, jsou vZdy pravdivéﬂ Nase uvahy o takovych slozenych
vyrocich uvedme pifkladem.

2Znéme je uz ze stiedni skoly a iké se jim tautologie.
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Tabulka 1.3: Tabulka pravdivostnich hodnot vyroku (4 A B)

A|B|C||AAB|(AAB)=C
0,010 0 1
olo|1| o 1
0|10 0 1
0|11 0 1
1/0 |0 0 1
1/0 |0 0 1
1/0]|1 0 1
1|10 1 0
1|11 1 1

= C.

Priiklad 1.15 Pro libovolné dva vyroky A, B uvazujme slozeny vyrok

(AANB) <

(BNA).

19

Jak urcit pravdivostni hodnotu takového vyroku? Samozirejmé z Tabulky Stejné jako
v Prikladu sestavime piislusnou tabulku pravdivostnich hodnot — viz Tabulku
Prakticky to znamend, ze vyrok ,Sviti slunce a soucasné prsi“

hodnotu jako vyrok ,Prsi a soucasné sviti slunce.*

vyroku, jsou zaménitelné, muzu nahradit jeden druhym!

A| (AAB)

ma stejnou pravdivostni

(B A A)

- o o o>

Tabulka 1.4: Pravdivostni tabulka slozeného vyroku (A A B) <

- O O OoOl>

=
1
1
1
1

(BAA)

Tedy co se tyka pravdivosti téchto dvou

O

Cviceni 1.16 Dokazte, ze nésledujici slozené vyroky jsou pravdivé pro jakékoliv vyroky

A, B, C (tzn. pro vyroky s jakymikoliv pravdivostnimi hodnotami):

1.
2.

-~ W

© 0 N & o«

ANB) < (BANA),
AV B) &

A(BAC)) = (AANB)AC),

)
(BV A),

(

((AvB) V0,
V(AAC),

A (AVO),

A
V(BVC
A

AN(BVC (AN B

(
(
(A )
(A )
(A ) )
(AV(BAC)) & [(AV B)

) &
)
)
)
~(AAB) & (-AV -B),
~(AV B) & (-AN-DB),

—A S A,

10. (A= B) &
11.
12. (A= B) <&
13. (A< B) &
4. (A B) <
15. [[AANB) =
16.
17.

18. AV —-A.

-(A=B) <&

(AVA) & A,

(_'A\/ B)a

(AA-B),

(A= B) A
[(AANB)V

Cl &
(ANA) < A,

(=B = —A),

(B = 4),
(~AA=B)],
[A= (B=C)],
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[Navod: Inspiraci najdete v Piikladu |1.15]]

Poznamka 1.17 Slozené vyroky ve Cviceni jsou tedy tautologiemi, a az na posledni,
ktery je zasadni pro dukaz sporem, jsou v8echny ve tvaru ekvivalence. To ale znamen4, ze
vyroky spojené ekvivalenci maji stejné pravdivostni hodnoty — nezavisle na pravdivostnich
hodnotéch jednoduchych vyroku A, B a C. Napt. podle 12. ekvivalence z Cviceni[I.16] platf,
ze vyrok ,Jestlize prsi, pak je mokro“ ma stejnou pravdivostni hodnotu jako vyrok ,Jestlize
neni mokro, pak neprsi“, a tak je mizeme nahradit jeden druhym. Tyto ekvivalence budou
pro nas mit zasadni vyznam. Ne ndhodou z nich pak dostaneme tzv. pravidla nahrazeni, viz
déle Tabulku .7

Piedstavme si dalsi tautologie. Tentokrat budou ve formé implikace. Nage tivahy uved me
opét reprezentativnim prikladem.

Piiklad 1.18 Pro libovolné dva vyroky A, B uvazujme slozeny vyrok
(AN(A= B)) = B.

Jak urcit pravdivostni hodnotu takového vyroku? Samoziejmé z tabulek pravdivostnich hod-
not piislusnych spojek. Sestavme tabulku pravdivostnich hodnot naseho slozeného vyroku
— viz Tabulku Fakt, ze tento slozeny vyrok je opét tautologie prakticky znamenad, ze
jsou-li napi. vyroky ,jsem nemocny“ a ,jsem-li nemocny, pak lezim v posteli“ pravdivé,
je pravdivy i vyrok ,lezim v posteli“. Chci-li tedy ovétit pravdivost vyroku B, stac¢i ovérit
pravdivost vyroka A a A = B. Jinak FeCeno, pravdivost vyroku B je odvozena z pravdi-
vosti vyroku A a A = B! Jak hned uvidime, tyto ivahy se daji zobecnit i na dalsi podobné
slozené vyroky. O

0
0
1
Tabulka 1.5: Pravdivostni tabulka slozeného vyroku (A A (A = B)) = B

Cviceni 1.19 Dokazte, ze nasledujici slozené vyroky jsou pravdivé pro jakékoliv vyroky
A, B, C (tzn. pro vyroky s jakymikoliv pravdivostnimi hodnotami):

1. (AANB) = A, 5. [(A= B) A—B] = —A,
2. A= (AVB), 6. (A= B)AN(B=C)]= (A=),
7. (A= B)=[A= (ANB)],
3. [(AV B)A—-A] = B,
8. (A= B)AN({C =D)ANAVCO) =
4. [AN(A= B)] = B, (BV D).

[Navod: Inspiraci najdete v Piikladu |1.18}]

Poznamka 1.20 Slozené vyroky ve Cviceni[1.19]jsou opét tautologiemi. A vSechny jsou ve
tvaru implikace. To ale znamen4, ze pokud je slozeny vyrok v implikaci nalevo (tzn. antece-
dent) pravdivy, pak musi byt pravdivy i slozeny vyrok implikace napravo (tzn. konsekvent).
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Pravdivost antecedentu nam tedy zarucuje pravdivost konsekventu, a to nezavisle nejen na
obsahu, ale i na pravdivostnich hodnotdch vyroku A, B ¢i C! Napi. podle 2. implikace (kterd
je tautologii) z Cviceni plati, ze pravdivost vyroku ,,Prsi“ nam garantuje i pravdivost
vyroku ,,Prsi nebo sviti slunce*.

Kromé toho si muzeme vSimnout, Ze v antecedentu nékterych implikaci se vyskytuji
konjunkce. Pak tfeba z faktu, ze 8. implikace je tautologii, vyplyva, ze pravdivost vyroku
yJestlize prsi, pak je mokro“, ,Jestlize dostanu dobrou znamku, pak dostanu zmrzlinu“
a ,,Pr&i a dostanu dobrou znamku“ nam garantuje pravdivost vyroku ,Je mokro nebo do-
stanu zmrzlinu“. Z vysledku Cvicen{ tak za chvili dostaneme tzv. pravidla odvozent,
viz Tabulku

Pomoci logickych spojek lze spojovat i vyrokové funkce! Diky tomu lze nase vyjadiovani
o individuich znatelné vylepsit. Ukazme si to rovnou na piikladech — spojky pro vyrokové
funkce definujeme vlastné stejné jako pro vyroky s tim rozdilem, Zze nemd smysl definovat
pravdivostni hodnoty.

Piiklad 1.21 Vratme se do nasi oblibené ZS Stupkova v Olomouci. Pak nasledujici formule
odpovidaji vyrokovym funkcim:

o Ty A(x) = D(x) : ,je-li zdk/zacka z 1.A, je to divka“
o 11 A(x) NTo p(x) : ,,Zék/iaéka chod{ soucasné do 1.A i do 2.B*
S pomoci spojek pak lze tvorit nasledujici uzitec¢né vyroky:

1. Vx : D(x) = Ty a(z) : ,,VSechny divky ze Skoly chodi jen do 1.A* (o chlapcich nebo
jinych genderech se ve vyroku nemluvi; nicméné, je-li ve skole viibec néjaka divka,
pak chodi do 1.A).

2. Vo : Th.a(z) = D(z) : ,Vsichni zéci z 1.A jsou divky.“
3. 3z : D(x) ATy a(z) : ,Do 1.A chodi alespon jedna divka.“

4. Vx : (D(z) A Tya(z)) = -K(z,¢) : ,Zadna divka z 1.A nekamarddi s Cyrilem
Valentou z 2.B.“

5. Vx : (D(x) ANTh.a(z)) AN —K(x,c) : ,Vsichni studenti skoly jsou divky, chodi do 1.A
a nekamaradi s Cyrilem Valentou z 2.B.“ (pravdivost ¢ nepravdivost tohoto tvrzeni
je v dnesni dobé ponékud problematickd, kazdopadné jde o vyrok)

O

1.1.2 Pravidla usuzovani

Moderni matematika stoji na axiomatickém principu. Na zac¢atku kazdé matematické te-
orie stoji kone¢ny ¢ nekoneény pocet vyroku, které se povazuji za pravdivé — iikd se jim
aziomy dané teorie. Kromé toho je stanoven zpusob, jak z téchto (pravdivych) vyroku od-
vozovat dalsi pravdivé vyroky, kterym se #ika vety. Nasledujici pravidla budeme pouzivat
pii usuzovani pravdivosti vyroki z axiomu a vét. Rozdélujeme je do ¢tyt skupin:

e pravidla generalizace a specifikace (o pravdivosti kvantifikovanych vyroku),
e pravidla negace (o vztahu negace a kvantifikdtorun),
e pravidla nahrazeni (o logickych spojkéch) a

e pravidla odvozeni (opét o logickych spojkéch).
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Pravidla generalizace a specifikace

Necht V(z) je vyrokovd funkce o jedné proménné x.

e Pravidlo specifikace pro obecny kvantifikator: Z pravdivosti obecného vyroku
Va : V(x) plyne, ze je vyrok V(a) pravdivy pro kazdé individuum a.

e Pravidlo generalizace pro obecny kvantifikdtor: Je-li vyrok V(a) pro kazdé
(libovolné) individuum a, pak je pravdivy vyrok Va : V(z).

e Pravidlo specifikace pro existenéni vyrok: Z pravdivosti existenéniho vyroku
Jz : V(z) plyne, ze vyrok V(a) je pravdivy pro alespon jedno individuum a.

e Pravidlo generalizace pro existen¢ni kvantifikdtor: Je-li vyrok V(a) pravdivy
pro alespon jedno individuum a, pak je pravdivy i vyrok 3z : V(x).

Platnost téchto pravidel plyne z definice pravdivosti obecného a existenéniho vyroku.

Piiklad 1.22 Dokazte, ze je pravdivy vyrok
dz : Ty a(x).

Resend. Podle Pifkladu je Th.4(a) pravdivy vyrok. Tedy z pravidla generalizace pro
existencni vyrok vyplyva, ze i vyrok 3x : T a(x) je pravdivy. O

Pravidla negace

Necht V(z) je vyrokové funkce o jedné proménné x.

e Negace obecného vyroku: Vyroky
~(Vz : V(z)) a dzx @ =V (z)
maji stejnou pravdivostni hodnotu.
e Negace existenéniho vyroku: Vyroky
- (Fz : V(x)) a  VYr: aV(x)
maji stejnou pravdivostni hodnotu.

Platnost téchto pravidel plyne z definice pravdivostni hodnoty obecného a existenéniho
vyroku.

Pi#iklad 1.23 Uvazujme univerzum ZS Stupkova v Olomouci a predikat D (,,byt divkou®)
z Piikladu Pak podle pravidel negace maji nasledujici vyroky stejnou pravdivostni
hodnotu:

e —(Vz : D(x)), tzn. ,Neni pravda, ze do $koly chodi pouze divky“ a
e Jzr : —D(x), tzn.  Existuje alespon jeden $koldk, ktery neni divka“.

Vsimnéte si, ze ,nebyt divka“ a ,byt chlapec” povazujeme za dva ruzné predikaty. O
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vyrok »jeho negace*
Ve Vy : V(z,y) | 3z Jy : =V (x,y)
Ve Iy : V(z,y) | Jz Vy : =V(z,y)
JzVy : V(x,y) | Ve Jy : =V (z,y)
Jr Jy : Vx,y) | Ve Yy : =V (z,y)

Tabulka 1.6: Negace kvantifikovanych vyroku

S témito pravidly mtzeme negovat vyroky i s vice kvantifikatory. V Tabulce jsou
kvantifikované vyroky a vyroky, které maji opa¢nou pravdivostni hodnotu pro libovolnou
vyrokovou funkei V (z,y) dvou proménnych.

Vidime, ze negovany vyrok dostaneme nahrazenim obecnych kvantifikdtoru existenénimi
a naopak, a negaci vyrokové funkce V(x,y).

Podobné lze postupovat v pripadé negace kvantifikovaného vyroku se tfemi a vice kvan-
tifikatory. Napt. vyrok

Ve Jy Vz @ V(z,y,z)

ma stejnou pravdivostni hodnotu jako
dr Vy 3z : -V(x,y, 2),

a to pro jakoukoliv vyrokovou funkci V' (z,y, z) tfech proménnych.

Pravidla nahrazeni

Nyni se podivejme na pravidla tykajici se logickych spojek — tzv. pravidla nahrazeni (nebo
také logické zdikony). Ta mluvi o tom, ze nékteré vyroky spojené logickymi spojkami maji
stejnou pravdivostni hodnotu nezavisle na tom, jakou pravdivostni hodnotu maji vyroky,
z nichz jsou tyto slozené vyroky postavené. Ta nejpouzivanéjsi jsou uvedena v Tabulce
V prvinim sloupci této tabulky je uveden nézev pravidla a v nésledujicich dvou sloupcich
vyroky, které maji stejnou pravdivostni hodnotu pro jakékoliv vyroky A, B,C. K témto
pravidlim jsme dospéli ze zavéru z Cviceni kde jsme uvedli celou fadu vyroku ve
tvaru ekvivalence.

Piiklad 1.24 Uvazujme dva vyroky:
A ,prsi*,
B : ,je mokro“.

Podle pravidla obmény z Tabulky pak vyrok ,prsi-li, pak je mokro“ (tzn. A = B)
m4 stejnou pravdivostni hodnotu jako vyrok ,neni-li mokro, pak neprsi“ (tzn. =B = —A).
Podle pravidla negace implikace ze stejné tabulky pak negace vyroku ,,prsi-li, pak je mokro*
(tzn. =(A = B)) m4 stejnou pravdivostni hodnotu jako ,prsi a pfitom neni mokro* (tzn.

A= -B). O
Piiklad 1.25 Uvazujme znovu nasi Skolu. Pak vyrok

- (Vx : Tya(x) = D(x)),
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Nazev Prvni vyrok Druhy vyrok
. ANB BANA
komutativita AV B BV A
asociativita ANBNC) (ANB)NC
AV (BVC(O) (AvB)VvC
N AV (BACQC) (AVB)A(AVC)
distributivita AN(BVC) (AAB)V (AAC)
, -(A A B) -AV-B
De Morganovy zakony ~(AV B) “AAN-B
dvoji negace -—A A
implikace A= B -AV B
negace implikace -(A= B) AN-B
obména A= B -B=-A
ekvivalence A< B (A= B) A (B = A)
A&s B (AANB)V (mANA-B)
spojovani predpokladu || (AA B) = C A= (B=0C)
tautolooi ANA A
autologie AV A A

Tabulka 1.7: Pravidla nahrazeni.

ktery ¢esky zni ,nenf pravda, ze vSichni z 1.A jsou divky* ma podle pravidla negace obecného
vyroku stejnou pravdivostni hodnotu jako vyrok

dz : ~(Th.alz) = D(z)),

ktery ma podle pravidla nahrazeni negace implikace stejnou pravdivostni hodnotu jako
vyrok
dz : Tia(xz) A =D(x),

tzn. ,alespon jeden zdk z 1.A neni divka“. O

Pravidla odvozeni

Koneéné predstavme pravidla odvozeni, ktera jsou v tomto tvaru: Pokud jsou néjaké vyroky
pravdivé (fika se jim predpoklady), pak je néjaky vyrok pravdivy (tzv. zdvér)ﬂ Nejzndméjsi
(nejpouzivanéjsi) pravidla jsou piehledné sepsédna v Tabulce Platnost téchto pravidel je
poplatnd zdvérum Cviceni [I.19

Piiklad 1.26 Predpokladejme, ze je-li Adam v Pafizi, pak je Bedta v New Yorku. Dale
predpokladejme, 7ze Adam je v Paifzi a Cyril v Rimé. Dokaite, Ze za téchto predpokladi
musi byt Beata v New Yorku.

3Zde byl k urychleni vykladu vynechén uziteény pojem sudku — viz zminénou literaturu.
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Nazev Predpoklady Zaveér
zjednodugeni AANB A
soucet A AV B
konjunkce A, B ANB
disjunktivni sylogismus AV B, -A B
modus ponens A= B, A B
modus tollens A= B, -B -A
hypoteticky sylogismus A= B, B=C A=C
absorpce A= B A= (AADB)
konstruktivni dilema A= B, C=D,AvC Bv D

Tabulka 1.8: Pravidla odvozeni

Resend. Nejprve oznacéime
e A: ,Adam je v Pafizi“,
e B:  Bedta je v New Yorku“ a
e C: ,Cyril je v Rimé*.
Mame dokézat, ze za predpokladu platnosti (tzn. pravdivosti) predpokladi:
1. A= B : ,Jeli Adam v Pafizi, pak je Bedta v New Yorku.“
2. ANC : ,Adam je v Paifzi a Cyril v Rimeé.“
plati zaveér, tzn.
e B : Beata je v New Yorku.“

Necht piedpoklady plati, tzn. jde o pravdivé tvrzeni. Z druhého piedpokladu a pravidla
zjednoduseni z Tabulky dostavdme, ze Adam je v Pafizi (tzn. z pravdivosti A A C
plyne pravdivost A). Z pravdivosti tohoto vyroku a prvniho pfedpokladu, pak s pomoci
pravidla modus ponens z Tabulky okamzité dostavame, ze Bedta je v New Yorku (tzn.
z pravdivosti A a A = B plyne pravdivost B). Tim jsme dokazali pravdivost zavéru. ()

Cviceni 1.27 Dokazte:

1. Jestlize mé Marek pravdu, nezaméstnanost se zvysi, a jestli ma Anicka pravdu, bude
tuhd zima. Anicka mé pravdu. Proto se bude zvySovat nezaméstnanost, nebo bude
tuhd zima, nebo oboji.

2. Jestlize bude léto teplé, nepojedeme v srpnu na dovolenou. Pojedeme v srpnu na
dovolenou nebo si koupime nové auto (nebo oboji). Proto plati, ze kdyz bude léto
teplé, koupime si auto.

3. Jestlize bude pit vino nebo jist syr, bude ji bolet hlava. Bude pit vino a jist ¢okolddu.
Proto ji bude bolet hlava.

4. Vrazda byla spachéna bud podezielym A nebo obéma podezielymi B a C soucasné.
Jestlize A nebo B spéchali vrazdu, pak byla obét otréavena. Proto bud C spachal
vrazdu nebo byla obét otravena.
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1.2 Matematické diikazy a jejich struktura

Dukaz matematické véty znamend vyvozeni pravdivosti vyroku (dokazované véty), a to
s pomoc{ axiomu a jiz dokdzanych vét (vSechno to jsou pravdivé vyroky). Jako ndstroj
k tomu poslouzi pravidla usuzovani, ktera byla popsina v sekci o predikatové logice. Jak
bude dukaz vypadat, zavisi jak na volbé metody, tak na tvaru dokazovaného vyroku (tzn.
dokazované véty).

Mezi zdkladni metody dukazu patii zejména:

e primy dukaz: Z axiomu a vét vyvodime pomoci pravidel usuzovani pravdivost do-
kazovaného vyroku.

e nepiimy dukaz: Pouziva se k dokazani tvrzeni ve tvaru implikace, tzn. A = B.
Pricemz se vyuzije logicky zdkon obmény (viz Tabulku|1.7)), podle které je pravdivostn{
hodnota vyroku A = B a =B = —A stejnd nezavisle na pravdivosti vyroku A a B.

o dikaz sporem: Misto abychom dokéazali, ze je tvrzeni véty pravdivé, na zacatku
dikazu sporem vyslovime pfedpoklad, Ze naopak tvrzeni véty je nepravdivé, tzn. jeho
negace je pravdivéﬂ Pomoci pravidel usuzovani pak dokdzeme pravdivost néjakého
vyroku i jeho negace. To ale vzhledem k pravdivostni tabulce negace neni mozné —
fikdme, ze ,,jsme dostali spor® ¢i ,,dosli jsme ke sporu“ nebo ,néjaky vyrok je ve sporu
s néjakym jinym vyrokem“. Nésledné pak dochazime k zavéru, ze dokazovand véta
musi byt pravdiva.

e dikaz matematickou indukci: Jde o techniku diukazu pro tvrzeni ve specidlnim
tvaru, kde figuruje mnozina vSech prirozenych ¢isel. Podrobné je tato metoda ro-
zebrana v sekci [L.71

Kazda matematicka véta se dd zapsat pomoci vyrokovych funkei (ptislusné teorie), kvan-
tifikdtoru, proménnych, konstant a logickych spojek. Nize je popsana struktura jednotlivych
dukazti v zavislosti na tvaru dokazovaného vyroku:

(I) Obecny vyrok, tj. Vo : V(x), kde V(z) je vyrokova funkce:

(a) Pfimy dukaz: Zvolime z libovolné (ale pevné). Pak dokézeme, ze vyrok (opravdu
je to vyrok!) V(z) pro toto konkrétni x je pravdivy. Protoze volba x nebyla ni¢im
omezovana, z pravidla generalizace pro obecny kvantifikdtor plyne, ze vyrok
Va @ V(x) je pravdivy.

(b) Dukaz sporem: Piedpokladejme, ze vyrok neplati. To znamend, ze podle pra-
vidla negace obecného vyroku predpokldddame pravdivost vyroku Jz : -V (x).
Z pravidla specifikace pro existenéni vyrok plyne, ze V(x) neni pravdivé pro
néjaké konkrétni z. Odtud dojdeme ke sporu.

(II) Existen¢ni vyrok, tj. 3z : V(x), kde V(z) je vyrokové funkce:

(a) Konstruktivni dukaz: Néjakym zpusobem zkonstruujeme individuum z a ové-
fime, ze V(x) je pravdivy vyrok. Z pravidla generalizace pro existenéni kvanti-
fikdtor pak plyne, ze i vyrok 3z : V(z) je pravdivy.

4Jist4 ¢dst matematiki dikaz sporem neuznavé — jde o tzv. konstruktivisty. My mezi né nepatiime, takze
jej budeme radi a ¢asto pouzivat.
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(b)

Ditikaz sporem: Piedpokladdame, ze vyrok neplati. To znamend, ze podle pravi-
dla negace existen¢éniho vyroku predpokldddme pravdivost vyroku Va : =V (z).
Odtud dojdeme ke sporu.

(IIT) A = B, kde A, B jsou vyroky.

(a)

()

Piimy dukaz: Abychom dokézali pravdivost implikace, vyuzijeme pravdivostni
tabulku implikace (viz predposledni sloupec v Tabulce. 7Z ni 1ze snadno vidét,
ze pokud P neni pravdivy, pak implikace A = B pravdivd je. A pokud je
vyrok A pravdivy, pak aby implikace A = B byla pravdivd, musi byt prav-
divy i vyrok B. Postup je tedy nasledujici: Predpokladame, ze A je pravdivy. Za
tohoto predpokladu (a s moznym vyuzitim axiomu a vét) je potieba dokazat, ze
je pravdivy i vyrok B. Tim je dokdzano, ze A = B je pravdivy vyrok.
Neprimy dukaz: Obcas je piimy dukaz pfilis slozity nebo ani nevime jak
dokézat implikaci piimo. Podle pravidla nahrazeni obmény (viz Tabulku [1.7))
sta¢i misto A = B dokéazat pravdivost implikace =B = —A. Tu pak jiz dokazu-
jeme pifmo pomoci (a).

Dukaz sporem: Predpokladame, ze tato implikace je nepravdivy vyrok. Podle
pravidla nahrazeni negace implikace (viz Tabulku tedy predpokladame, ze
plati vyrok A A =B, tzn. pFedpokldddme, ze (z pravidla zjednoduseni z Tabulky
vyrok A je pravdivy a B nepravdivy (tzn. =B je pravdivy). Odtud dojdeme
ke sporu.

Piiklad 1.28 Dokazte, ze je-li druhd mocnina celého ¢isla sudd, pak je toto ¢islo také sudé.

Resend. Nage univerzum bude tvoreno vemi celymi &isly. V rdmeci néj pouzijeme vyrokovou
funkei ,,n déli k¢ zapisujeme jako ,n | k“, tedy tak, jak jsme zvykli ze stfedni skoly. Mame
tedy dokazat pravdivost nasledujiciho vyroku:

Ve : 2|22 =2,

coz je obecny vyrok (viz (I)). Podle (I)(a) zvolme celé ¢islo z libovolné (ale pevné). Nyni
méme dokazat vyrok (opravdu jde o vyrok!)

2|22 =2 |z,

coz je vyrok ve tvaru implikace, a podle (III) mame nékolik moznosti. Proved'me nepiimy
dukaz (viz (III)(b)), tzn. ovéime misto toho pravdivost vyroku

(2| x) = (2| 2?).

Tuto implikaci jiz dokdzeme piimo (viz (III)(a)). Pfedpoklddejme, ze x neni sudé ¢islo, tzn.
je liché, a dokazme, ze 22 také nenf sudé, tzn. je rovnéz liché. Fakt, ze x je liché znamena,
ze existuje celé ¢islo k takové, ze

Pak

r=2k+ 1.

22 = (2k +1)% = 4k% + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1,

coz znamens, ze x2 je také liché, a to z toho divodu, ze 2k? + 2k je celé &islo. Tim je véta

dokazana]’| O

SVyrok je vétou az v okamziku, kdy vime, ze je pravdivy, tzn. kdyz vytvoifme jeho diikaz.
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1.3 Mnoziny

Zhruba pred sto lety vznikla tzv. aziomatickd Zermelova—Fraenkelova teorie mnozin (zkra-
cené ZF). Od té doby slouzi jako zdklad vétsiny matematickych teorii (neni ale jeding;
existuje vice teorii mnozin i alternativni zdkladni teorie, napf. teorie typu a kategorif).
Jednim z duvodu zavedeni axiomatické teorie je existence ruznych paradoxu (viz napf.
Russelluv paradox teorie mnozin — vygooglete sil). Vice lze najit v jakékoliv knize o teorii
mnozin, napft. |1].

Nam bude stacit pouze umét pracovat s mnozinami na stiedoskolské trovni, tzn. bude
nam stacit tzv. naivnd teorie mnoZin. Pro naSe potieby pouzivani pojmu mnoziny nam dalsi
paradoxy nehrozi.

Pojem mnoziny zde budeme chapat zcela intuitivné (v ZF je pojem mnoziny tzv. ,pri-
mitivum® neboli ,nedefinovany pojem®). Pod pojmem mnozina budeme rozumét soubor
objekti, o kterych mizZeme jasné tict, zda patii do této mnozZiny. Témto objektum budeme
tikat proky mnoZiny. Aby to bylo jednodussi, mnoziny budou moct byt prvky i jinych mnozin
— tim paddem nebudeme muset definovat pojmy jako systémy mnozin ¢i systémy systému
mnozin atd.

Mnozinové univerzum bude tvofeno pravé mnozinami a jejich prvky (v naivni teorii
mnozin mame dva typy individui — to je rozdil od axiomatické teorie mnozin, kde je pouze je-
den typ, ¢imz je mnozina). Zduraznéme, ze toto univerzum mnozinou neni (kvuli zminénému
Russellovu paradoxu).

1.3.1 Vztahy mezi prvky a mnozinami

Zakladnim vztahem mezi mnozinami (a jejich prvky) je vztah ndleZeni. Fakt, ze a je prokem
mnoziny M (a lezi v M; a nalezi M) budeme znacit

a € M.
Naopak, negaci tohoto vyroku budeme zapisovat
aég M.

Mnozinu, kterd neobsahuje zadny prvek nazyvame prdzdnou a znacime symbolem ()
nebo {}. Takovd mnozina je jedind. VSem ostatnim mnozinam fikame neprazdné.
Rekneme, ze mnozina A je podmnoZinou mnoziny B, jestlize je pravdivy vyrok

Ve : x€A=x€B,

neboli, kazdy prvek mnoziny A je také prvkem mnoziny B; znac¢ime A C B.
Rikame, ze mnoziny A a B jsou si rovny (jsou stejné), jestlize plati

ACBABCA;

zapisujeme A = B (jejich nerovnost: A # B).

1.3.2 Zpusoby zadani mnozin

Casto potfebujeme mnozinu néjak zadat — uréit, kterymi prvky je tvofena. Nejjednodussim
zpusobem je vypsat jeji prvky (fikdme, ze mnozina je zaddna vycétem). Napf. mnozina

A = {a‘7 b? C} = {a7 C? b} = {a/’ a? b’ C}
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je mnozina obsahujici pravé tii prvky a, b, c. Odtud vidime, Zze mnozinu lze chapat jako jakysi
pytel, ve kterém mame ulozeny jeji prvky — mezi nimi nejsou zadné vztahy, zejména zaddné
uspofadani. Poradi, v jakém jsou prvky mnoziny zapsany, je zcela irelevantni (v néjakém
porfadf je pfece napsat musime). Casto budeme pracovat s nekoneénymi mnozinami, tedy
zadani vyctem zde neni realizovatelné. V nékterych piipadech lze napsat nékolik prvku
mnoziny a nechat na ¢tendfi, aby sam uhadl, které dalsi prvky v ni budou lezet. Napft. je
asi jasné, Ze mnozina
B=1{2,4,68,...}

bude obsahovat pravé vSechna sudd pfirozend ¢isla. Nékdy ani tento zpusob zaddni nestaci
— budeme mnoziny zadavat pomoci vyrokové funkce: jako mnozinu prvka majici spoleé¢nou
urc¢itou vlastnost. Je-li X mnozina a V() je vyrokové funkce s proménnou nabyvajici prvky
z mnoziny X, pak definujeme mnozinu

{veX;V(x)}
jako mnoZinu vsech prvki z X majici vliastnost V. Poznamenejme, Ze jde o podmnozinu
mnoziny X.
Poznamka 1.29 Uvazujme mnozinu A C X a vyrokovou funkci V(z) s proménnou probi-

hajici mnozinu X . Casto budeme chtit Fict, ze prvky mnoziny A majf vlastnost V. Pifslusné
formule predikatové logiky by pak vypadala takto:

Ve : x € A= V(z).
Misto toho budeme piehlednéji psat
Vee A: V(x)

(a cist: ,pro kazdé = z A plati V(z)“). Podobné, budeme chtit nékdy fict, ze vsechny prvky
z mnoziny A majici néjakou dodateénou vlastnost W maji také vlastnost V', tedy

Vee A: W(x)=V(z).
Misto toho budeme psat:
Vee A, W(z) : V(z)
(a ¢ist: ,pro kazdé x z A splaujici W (x) plati V(z)“). Napf.

3

VeeR, 2>0: 2°>0

tiké, ze tfeti mocnina kazdého kladného realného ¢isla je kladna. Pokud bude z kontextu
jasné o jakou mnozinu jde, muzeme i tu vynechat. Napf. posledni vyrok bychom mohli
zapsat i takto

Ve >0: 28 >0.

Podobné budeme pouzivat existen¢ni kvantifikdtor. Fakt, Ze existuje prvek z mnoziny A
majici vlastnost V lze zapsat takto

dr: ze ANV (z).
Misto toho budeme piehlednéji psat

dre A: V(z)
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(a ¢ist: ,existuje x z A takové, ze plati V(x)*). Budeme-li chtit fict, ze alespon jeden prvek
z mnoziny A majici néjakou dodatecnou vlastnost W ma také vlastnost V', budeme to psat
takto

dre A, W(x) : V(x)

(a ¢ist: ,existuje A splaujici W (x) takové, ze plati V(x)*). To ocenime napf. v definici
vlastni limity posloupnosti (o mnoho stran déle), kde formuli

VeeR,e>03IngeNVYReENn>ng : |a, —a|] <e
budeme ¢éist takto: ,,Pro kazdé € kladné existuje ng z N takové, ze pro vSechna n z N takov4,
ze n > ng plati |a, —a| < e“.
1.3.3 Operace s mnozinami

Na mnoZindch muZzeme definovat rtizné ,operace“: Necht A, B jsou mnozZiny, které jsou
podmnozinou néjaké mnoziny X, pak mnozinu

ANB={reX;ze€ ANz € B}
nazyvame prunik mnozin A a B; mnozinu
AUB={reX;z€ AVzxe B}
nazyvame sjednocenim mnozZin A a B; mnozinu
A\B={rzeX;zec ANz ¢ B}
nazyvame rozdilem mnozZin A a B; mnozinu
A=X\A={reX ;x¢g A}

nazyvame dopliikem (komplementem) mnoziny A v X.

Jestlize AN B = (), fikdme, Zze mnoziny A a B jsou disjunktni.

Piipomenme, ze uzitetnou pomickou pro chdpani operaci s mnozinami jsou Vennovy
diagramy (opét lze odkézat na internet).

Cviceni 1.30 Dokazte, ze pro kazdé t¥i mnoziny A, B a C plati:
1. ANB=BNA AuUB=BUA,
2. AN(BNC)=(ANB)NC, AU(BUC) = (AUB)UC,
3. AN(BUC)=(ANB)U(ANC),AU(BNC)=(AUuB)N(AUC),

(ANB)¢ = A°UB°, (AUB)* = A°N B¢,

(A9)° = A,

ACB<& B¢C A,

ANA=AUA=A,

ANBCACAUB,

ACB=(ANnB=ANAUB=B),

10. (AcBABCC)=AcCC.

Pruniky a sjednoceni lze uvazovat konecného i nekoneéného poc¢tu mnozin. Plati pak
podobné vzorce.

© X N o
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1.4 Relace

Jak jsme si jiz fekli, mnoziny predstavuji neusporadané soubory svych prvki. Jsou-li a a b
dva ruzné prvky ¢i mnoziny, pak

{a,b} a {b,a}

je tatdz dvouprvkova mmnozina obsahujici pravé prvky a a b. Nyni bychom ale potfebovali
L,mnozinu®, jejiz prvky usporadané jsou. Potfebujeme definovat tzv. usporddanou dvojici —
ve které lze rozlisit ,,prvni prvek® a ,,druhy prvek*.

Jedna z moznych definic uspotfadané dvojice je nasledujici.

Definice 1.31 Necht a, b jsou prvky ¢i mnoziny (ne nutné ruzné). Usporddanou dvojici
(a,b) rozumime mnozinu

{{a}, {a,}}.

Da se totiz dokazat nasledujici véta (dokazte!).

Véta 1.32. Pro kazdé dva proky ¢ mnoZiny a, b, ¢, d plati, Ze (a,b) = (c,d) prdvé tehdy,
kdyz a = c a soucasné b= d.

Lze jen konstatovat, ze vlastné ani nezédlezi na tom, jak je usporadana dvojice definovana.
Pro nas je klicova pravé jeji vlastnost uvedend ve Vété To je mimochodem casty jev
v matematice — neni ani tak dulezité, co dany objekt je, ale jak se s nim pracuje.

Piiklad 1.33 Asi nejznaméjsi usporadanou dvojici je soufadnice bodu v roving, se kterou
se muzeme setkat v analytické geometrii. V tom pfipadé jde o usporadanou dvojici redlnych

Cisel. O

Poznamka 1.34 V kapitole vénované realnym ¢islim budeme mluvit o tzv. algebraickych
strukturdch formélné definovanych jako ,uspo-fddané dvojice/trojice/ctverice/...“. Tyto
yusporadané n-tice“ zde jiz definovat nebudeme. Spokojme se s tvrzenim, ze usporddané
trojice budou opét charakterizovany tou vlastnosti, ze dvé usporadané trojice jsou si rovny
pravé tehdy, kdyz maji stejny prvni prvek, druhy prvek a tieti prvek.

Vybaveni pojmem uspoiadané dvojice se muzeme pustit do definovani celé fady dalsich
pojmi.
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Definice 1.35 Necht A a B jsou neprazdné mnoziny.

e Mnozinu vSech usporddanych dvojic (a,b), kde a € A a b € B nazyvame kartézsky
soucin mnozin A a B; zna¢ime A x B.

Kazdou podmnozinu kartézského souc¢inu A x B nazyvame relaci mezi mnoZinami A
a B.

Je-li R relace mezi A a Baac€ A, be B, pak misto ,,(a,b) € R“ piseme
aRb

a fikdme, ze prvek a je v relaci R s prvkem b.

Kartézky sou¢in A x A nazyvame druhou kartézskou mocninou mnoZiny A a zapisu-
jeme A2

Relaci R C A? nazyvame (bindrni) relaci na mnoziné A.

Piiklad 1.36 Necht
A={1,2,3}, B=/{a,b}.

Pak

Ax B={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b)},

A% ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}.
Definujme relaci R C A x B takto
R = {(17 a)? (27 (L), (37 b)}a

a relaci < C A2 (ano, nenf to pieklep, skutetné mnozinu znaéfme timto znakem — za chvili
uvidime pro¢) takto

<= {(17 1)a (17 2)7 (1’ 3)7 (2a 2)? (273)’ (37 3)}

Pak plati napi. 1Ra, 3Rb, 1 <1, 2 < 3, apod. O

1.5 Usporadania mnozina

Jak jiz bylo nékolikrat zduraznéno, prvky v mnoziné zadné usporadani nemaji. Pokud
chceme mezi témito prvky néjaké usporadani zavést, provedeme to pomoci jisté specidlni
bindrni relace na této mnoziné.
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Definice 1.37 Nechf A je neprézdnd mnozina. Rekneme, 7e bindrni relace < na A je
usporddani na A, jestlize plati

(i) Ve € A : = <z (reflexivita),
(ii) Ve, y € A : (x <y Ay <z)= 1z =y (antisymetrie),
(iii) Vz,y,z€ A : (z<yAy<z)=x <z (tranzitivita).

Uspofadanou dvojici (A, <) pak nazyvame usporddanou mnozZinou. Je-li navic usporadani
Uplné, tzn. plati

(iv) Ve,y € A : z <yVy <z (iplnost),

pak fikdme, ze usporddand mnozina (A, <) je uplné usporddand mnozina.

Poznamka 1.38 V Definici jsme definovali usporadanou mnozinu jako ,usporddanou
dvojici“, kde prvnim prvkem byla mnozina a druhym prvkem je relace usporadani na této
mnoziné. To je typicky matematicky formalizmus, pomoci kterého se ma dat najevo, ze
jsme prvky mnoziny A ,uspoiadali“ pomoci relace <. Totiz, na dané mnoZiné muZzeme
uvazovat vic nez jedno usporadani. Proto je potieba jasné fict, které usporadani mame na
mysli. Casto budeme v souvislosti s danou mnozinou pracovat s jedinym uspofadanim — pak
netfeba zduraznovat toto usporadani. V souvislosti s mnozinou v8ech redlnych ¢isel budeme
vzdy uvazovat jediné uspoiradani — pravé to, které zname jiz ze zakladni Skoly.

Priklad 1.39 Relace < na mnoziné A z Piikladu [I.36] je tiplné usporddéni. O

Na uspofadané mnoziné definujeme dalsi pomocné relace:

Definice 1.40 Necht (4, <) je uspoiddand mnozina. Pak na A definujeme relace <, > a >,
a to takto: Vx,y € A :

e <y & zxz<yAz#y,

er>2y < Y=z,

x>y & x>yArFy.
Poznamka 1.41 Poznamenejme, Ze relace > je také relaci usporadani na A (ovérte!). Na-
proti tomu relace < a > nejsou relacemi usporddéni (maji pouze vlastnost tranzitivity)

— jsou to ale takzvané relace ostrého uspordddni (které v téchto skriptech definovat ne-
potiebujeme).

Definice 1.42 Necht (A, <) je uspofddand mnozina, B C A. Prvek y € B nazveme
nejvetsim prvkem mmnoZiny B, jestlize

Vee B : z<y.
Podobné, prvek y € B nazveme nejmensim prvkem mmnoziny B, jestlize

VeeB: z>y.
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Definice 1.43 Necht (4, <) je usporddand mnozina, B C A. Prvek y € A nazveme horni
zdvorou mnoziny B, jestlize
VeeB: z<y.

Podobng, prvek y € A nazveme dolni zdvorou mnozZiny B, jestlize

VeeB: z>uy.

Poznamka 1.44 Pii rychlém srovnani pojmu nejmensiho prvku mnoziny a dolni zavory
(a podobné nejvétsiho prvku a horni zdvory) se mohou zdat tyto pojmy stejné. Stejné
nejsou. Lisi se pouze v jediném ale podstatném detailu. Zatimco nejmensi prvek mnoziny
B je vZdy jejim prvkem, dolni zdvora této mnoziny do ni obecné nemusi patiit. Z definice
plyne, Ze nejmensi prvek mnoziny je soucasné jeji dolni zavorou a podobné nejvétsi prvek
je jeji horni zdvorou (opacénd implikace neplati).

Definice 1.45 Necht (A4,<) je usporddand mnozina. Mnozinu B C A nazyvdme
ohranicenou shora (resp. zdola), existuje-li jeji horni (resp. dolni) zdvora. Mnozinu B C A
nazveme ohranicenou, je-li ohrani¢ena zdola i shora. Pfitom misto slova ,ohranicena® lze
fikat ,,omezena‘

Definice 1.46 Necht (A, <) je usporddand mnozina, B C A. Existuje-li nejmens{ hornf
zdvora mnoziny B (pfesné: nejmensi prvek mnoziny vSech hornich zédvor mnoziny B),
nazyvame ji supremem mmnoZiny B a znacime sup B. Podobné, existuje-li nejvétsi dolni
zédvora mnoziny B, nazyvame ji infimem mnoZiny B a znacime inf B.

Vice se budeme bavit o dolnich a hornich zavorach, infimech a supremech mnozin az
v souvislosti s mnozinou redlnych ¢isel, tj. v kapitole 2l Tam si také tyto pojmy budeme
ilustrovat na prikladech.

Poznamka 1.47 Na zavér zmifime jeden uziteény pojem tykajici se uspofadéni. Uplné
uspofadanou mnozinu (A, <) nazveme dobre usporddanou, jestlize kazdéd jeji neprézdnd
podmnozina méa nejmensi prvek. Piikladem dobie uspofadané mnoziny je mnozina piiro-
zenych &isel (spoleéné se zndmym uspoiradanim ze zakladni Skoly). Snadno se d4 dokazat,
ze kazdd shora ohrani¢end podmnozina dobfe uspoifddané mnoziny mé supremum (staci
uvazovat mnozinu vSech hornich zavor takové mnoziny — v dobie usporadané mnoziné pak
tato mnozina mé vzdy nejmensi prvek).

1.6 Zobrazeni

Nyni se dostavame k dalsi ze stézejnich definic. Pojem zobrazeni je spoleé¢nym zakladem
pojmu posloupnosti a redlné funkce redlné proménné, které budou predmétem prevazné
¢asti tohoto skripta.
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Definice 1.48 Nechf A, B, C jsou neprazdné mnoziny, C C A. Zobrazenim f z mnoZiny A
do mnozZiny B rozumime pravidlo, které kazdému x € C' pfifadi pravé jedno y € B; piSeme
f+A—B.

e Mnoziné C tikame definicni obor zobrazeni f a dale budeme znacit vyhradné jako

D(f).

e Prvku y € B, ktery je pravidlem f pfifazen prvku = € D(f) fikdme funkéni hodnota
zobrazent f v bodé x (nebo obraz prvku x v zobrazeni f) a znac¢ime f(x). Naopak prvku
x fikame vzor prvku y v zobrazeni f.

e Mnoziné
H(f)={f(z);z2e€D(f)} ={yeB;IxeD(f) : y=f(z)}
fikdme obor hodnot zobrazeni f.

e Pro kazdou neprézdnou mnozinu M C D(f) definujeme mnozinu
fM)={f(z);xeMt={yeB;IweM: y=f(z)}
a nazyvame ji obrazem mnoziny M v zobrazeni f.

e Chceme-li zduraznit fakt, ze D(f) = A a H(f) # B, tikdme, ze f je zobrazeni mnoZiny
A do mnoZiny B.

e Chceme-li zduraznit fakt, ze D(f) # A a H(f) = B, iikdme, ze f je zobrazeni
z mnoZiny A na mnozinu B.

o Chceme-li zduraznit fakt, ze D(f) = A a H(f) = B, iikdme, ze f je zobrazeni mnoZiny
A na mnozinu B.

Piiklad 1.49 Uvazujme dvé mnoziny A = {a,b,c,d}, B = {1,2,3,4}. Definujme zobrazen{
[ A— B takové, ze

Ziejmé pak
D(f) = {avb7 d}’ H(f) = {1’4’ 3}

Prvek a je vzorem prvku 1 v zobrazeni f, b je vzorem 4 v zobrazeni f, d je vzorem 3
v zobrazeni f; a naopak prvek 1 je obrazem prvku a v zobrazeni f, 4 je obrazem b v zobrazeni
f, 3 je obrazem d v zobrazeni f. Ozna¢ime-li M = {a,b}, pak f(M) = {1,4}. O

Poznamka 1.50 Pojem zobrazeni si lze predstavovat jako jakousi ¢ernou skiiniku, do které
néco vlozime (prvek z jejiho definiéniho oboru) a ono z ni na oplatku néco vypadne (pfislusna
funkéni hodnota) — viz Obrézek Pro snazsi pochopeni dalsich pojmu byvé také uzitecny
diagram zobrazeni. Napi. zobrazeni f z Prikladu lze piehledné zobrazit nac¢rtnutim
mnozin A, B, pfitom prvky téchto mnozin jsou spojeny Sipkami vyjadiujicimi vzory a obrazy
zobrazeni, viz Obrazek[1.2] Vzhledem k definici zobrazeni nemize z néjakého prvku mnoziny
A vychdzet vice jak jedna $ipka! Neslo by pak o zobrazeni.
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r — f — f(@)

Obrazek 1.1: Predstava zobrazeni jakozto ¢erné skiinky.

Obrézek 1.2: Diagram zobrazen{ f z Ptikladu

Definice 1.51 Necht f: A — B. Grafem zobrazeni f rozumime mnozinu
graf f = {(z, f(z)) ; z € D(f)}.
Poznamka 1.52 Ziejmeé

graf f C D(f) x H(f) C A x B,

tzn. graf funkce f je relace mezi mnozinami A o B. Je dulezité zminit, ze v modernéjsim po-
jeti je zobrazeni definovédno praveé jako tato relace (nicméné vyznamoveé je pojem zobrazeni
blizsi pravé tomu ,,pfifazovani nééeho nééemu*). Grafem zobrazeni se v tom piipadé pak ro-
zumi jen ,grafické zndzornéni“ relace, tzn. dvé na sebe kolmé osy reprezentujici mnozinu A
a mnozinu B a mnozinu bodu jejichz soufadnice patii do relace — tedy tak, jak graf zobrazeni
budeme kreslit. Zobrazeni je svym grafem jednoznaéné urceno, tzn. zndme-li graf, zndme
zobrazeni a naopak. Neni tedy podstatné, kterou z definic zobrazeni budeme pouzivat.

Priklad 1.53 Graf zobrazeni f z Prikladu[I.49]je nac¢rtnut na Obrézku[L.3] Puntiky v tomto
obrazku pak odpovidaji Sipkdm v diagramu zobrazeni (Obrézek . O

Poznamka 1.54 (o rovnosti zobrazeni) Je mozné definovat vztah rovnosti mezi zobra-
zenimi mezi dvéma mnozinami. Dvé zobrazeni f,g : A — B jsou si rovna pravé tehdy,

kdyz
» D(f) =D(g),
e Yz € D(f) : f(z)=g(x).

7 jednoznacného vztahu mezi zobrazenim a jeho grafem také plyne, ze dvé zobrazeni jsou
stejnd pravé tehdy, kdyz jsou stejné jejich grafy.

Nasledujici pojmy slozeného zobrazeni, prostého, ,,zobrazeni na“ a inverzniho zobrazeni
budou potifeba zejména v kapitole o realnych funkcich.
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a b c d A

Obrazek 1.3: Graf zobrazeni f z Piikladu

Definice 1.55 Necht A, B, C jsou neprizdné mnoziny, f : A — B, g : B — C a plati, ze
mnozina

M={zeD(f); f(z) € D(g)}

je neprézdnd. Pak zobrazeni z A do C, prifazujici kazdému = € M C A prvek g(f(x))
nazyvame sloZenim zobrazeni f a g a zna¢ime ho g o f. Pfitom f fikdme wvnitrni sloZka a g
vnéjsi slozka sloZeného zobrazend.

Poznamka 1.56 Funkcni hodnota prvku « € M slozeného zobrazeni go f se vypocita tak,
Ze se vypocitd nejprve f(x), kterd se nasledné dosadi do funkce g.
Definice 1.57 Nechf f: A — B. Rekneme, Ze zobrazeni f je
(a) ingektivni (prosté), jestlize

Vz,y € D(f) : flz)=[fy) = z=y,

(b) surjektivni (na), jestlize

Vy € B3r € D(f) : y= f(=),

(c) bijektivni (vzajemné jednoznacné), jestlize D(f) = A a f je injektivni a surjektivni.
Poznamka 1.58 Pojmy z Definice Ize velmi dobfe charakterizovat pomoci diagramu
zobrazeni, a to takto

e injektivni zobrazeni: zadné dvé Sipky neukazuji na tentyz prvek mnoziny B,

e surjektivni zobrazeni: na kazdy prvek z mnoziny B ukazuje alespon jedna Sipka,

e bijektivni zobrazeni: plati obé piredchozi pravidla a navic z kaZdého prvku z mnoziny
A ukazuje sipka na néjaky prvek z mnoziny B.
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Priklad 1.59 Uvazujme dvé mnoziny A = {a,b,c,d}, B = {1,2,3,4}. Definujme zobrazeni
g: A — B tak, ze
gla)=1, g(b)=4, g(c)=2, g(d) =3.

Ocividné se jedna o bijektivni zobrazeni mnoziny A na mnozinu B. Je také vidét, ze obé
mnoziny A a B maji stejny pocet prvku. Neni to ndhoda. Bijektivnich zobrazeni se dokonce
pouziva k porovnavani ,velikosti“ nekoneé¢nych mnozin. O

Velkou dulezitost maji pro nas prostd zobrazeni. Diagram prostého zobrazeni vypada
tak, ze zddné dvé ruzné Sipky ukazujici z mnoziny A smérem do mnoziny B neukazuji na
stejny prvek. Nabizi se tak moznost, otocit smér téchto sipek. Tyto opacéné Sipky kazdému
obrazu puvodniho zobrazeni jednoznaéné pfitazuji jeho vzor. O tomto novém zobrazeni
tikdme, ze je inverzni k puvodnimu zobrazeni.

Definice 1.60 Necht f : A — B je prosté zobrazeni. Pak inverznim zobrazenim k f
nazyvame zobrazeni f=! : B — A takové, které kazdému y € H(f) prifazuje x € D(f)

splaujici f(x) = y.
Pozndmka 1.61 Uvazujme prosté zobrazeni f: A — B.

(i) Inverzni zobrazeni lze definovat pouze k prostému zobrazeni. V opa¢ném piipadé by
totiz k nékterym y € H(f) nebyla jednozna¢né piirazena jeho hodnota.

(ii) Z definice pifmo vyplyva, ze D(f~1) = H(f) a H(f~1) = D(f).
(iii) Z definice plyne, ze

Vo e D(f) : fTH(f(@) =2 a YyeH(f): f(fT' ) =y

V souvislosti se zobrazenim zminme pojem restrikce zobrazeni.

Definice 1.62 Necht f: A — B, M C D(f). Zobrazeni g : A — B majici definiéni obor
roven M a definované predpisem

Vo e M : g(z)= f(z)
nazveme zuzenim (restrikci) zobrazeni f na mnoZinu M, znacime ji f|p;.
Piiklad 1.63 Uvazujme mnoziny A = {a,b,c,d}, B = {1,2,3,4} a zobrazeni f : A - B
definované takto:
fl@)=1, f(b)=3, f(c)=3, f[f(d)=4
Polozme M = {a,b,d}. Pak funkce f|y : A — B je definovand takto:
flu(a) =1, flu(0) =3, flu(d) =4

Vsimnéme si, ze ackoliv f prostd nebyla, jeji restrikce f|ys jiz prostd je. Restrikei zobrazeni
pouzijeme pii definovani funkce arcsin (protoze sin neni prostd, ale jeji restrikce na vhodnou
mnozinu jiz je). O
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V kapitole o realnych ¢islech se budeme bavit o aritmetickych operacich s¢itani a ndsobent,
o kterych vime jiz od zakladni skoly. Nyni je ovSsem budeme schopni poradné zadefinovat.
K tomu nam poslouzi pojem bindrni operace, coz je jen specidlni piipad zobrazeni.

Definice 1.64 Nechtf A je neprizdnd mnozina. Pak zobrazeni * mnoziny A% do mnoziny
A nazyvame bindrni operaci na mnoziné A. Funkéni hodnoty pak byva zvykem psat misto
*((a, b)) jako a * b, kde a,b € A.

Poznamka 1.65 Binarni operace je tedy zobrazeni prifazujici kazdé usporddané dvojici
prvki z mnoziny A prvek této mmnoziny. Uvazujeme-li mnozinu pfirozenych ¢isel N, pak
operace s¢itdni + je definovano jako zobrazeni prifazujici kazdé dvojici ptirozenych ¢isel
jedno presné definované piirozené ¢islo, napi. +((1,2)) = 3, +((5,7)) = 12, atp. Misto
méné piehledného +((1,2)) = 3 budeme radéji psat 1 + 2 = 3.

1.7 Dtukaz matematikou indukci
Nyni si predstavime velmi jednoduchy a efektivni nastroj k dokazovani vét ve tvaru
Vn e N : V(n),

kde V'(n) je vyrokova funkce s proménnou n probihajici vSechna pfirozena ¢isla. Tieba lze
timto zpusobem dokazat vétu

1
VneN : 1+2+3+...+n:n("2+).

Kdybychom neméli k dispozici princip matematické indukce, museli bychom dokazovat
takovy vyrok pifimo, coz nemusi byt nijak jednoducha zalezitost. V rukavu bychom museli
mit ¢asto rtuzné chytré triky. Dikaz matematickou indukei nés toho usetii. Tento princip je
zalozen na nasledujici vété.

Véta 1.66 (princip matematické indukce). Necht V(n) je virokovd funkce, n € N. Jestlize
e plati V(1) a
o pro kazdé n € N plati implikace V(n) = V(n + 1),

pak je vyrok
VneN : V(n)

pravdivy.
Pro vétsi prehlednost je dikaz této dulezité véty uveden zde, nicméné potiebny pojem

induktivni mnoziny bude zaveden az v souvislosti s definici mnoziny redlnych ¢isel a jejich
podmnozin (viz Definici [2.14]).

Duikaz. Definujme mnozinu
M={neN;V(n)}.

Ziejmé M C N. Podle piedpokladi véty pak
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e leMa
e pro kazdé n € N plati implikace n € M =n+1¢€ M.

Mnozina M je tedy induktivni. Protoze mmnozina v8ech pfirozenych ¢isel je prunik wsech
induktivnich mnozin, plati N C M. Tim je dokazano, ze M = N, tzn. pro kazdé n € N je
vyrok V(n) pravdivy. Podle pravidla generalizace obecného vyroku plyne také pravdivost
vyroku Vn € N : V(n). O

Dukaz matematickou indukei se skladd ze dvou ¢asti:

e KrROK 1 :Dokézeme platnost vyroku V(1). To byva vétsinou velmi snadné — ¢asto jde
jen o dosazeni do néjaké rovnosti ¢i nerovnosti a porovnani hodnot na obou strandach.

e KROK 2 (tzv. indukéni): Mdame dokézat pravdivost obecného vyroku
VneN: V(n)=V(n+1).

Na prvni pohled jde o slozitéjsi vyrok nez ten, ktery mame vlastné dokazovat — ale
zdani klame. Indukéni krok tedy za¢neme vétou ,Necht n € N je libovolné“. Po zbytek
dikazu symbol n budeme povazovat za pevné zvolené prirozené ¢islo (viz (I)(a) v sekci
Matematické dukazy a jejich struktura). Zbyvéd dokdzat vyrok V(n) = V(n + 1).
Dukaz pravdivosti této implikace opét provedeme pomoci (III) z pravé zminéné sekce
Matematické dukazy a jejich struktura. Pfedpokldddme, ze plati vyrok V(n) (fika se
mu indukénd predpoklad) a snazime se dokdzat pravdivost vyroku V(n+1). A toto je
pravé vyhoda, kterou mé dikaz matematickou indukei proti pfimému dikazu. Misto
néjakého triku nebo chytrého pozorovéani staci vyjit z pravdivosti V(n) a snazit se
dokézat pravdivost V(n + 1).

Piiklad 1.67 Dokazte pravdivost vyroku

1
VneN : 1+2+3+...+n:n(n2+).

Reseni. Vyrok je ziejmé ve pozadovaném tvaru, staci vzit za vyrokovou funkci V(n) rovnost

1
1+2+3+...+n:”(”2+),

kde n probihd mnozinu pfirozenych ¢isel. Prvni krok je jednoduchy, protoze V(1) je rovnost

kterd, jak se snadno piesvédéime, opravdu plati. Provedme nyni indukéni krok. Zvolme
n € N libovolné ale pevné. Predpokladejme, ze plati V' (n), tzn. plati rovnost

n(n—i—l)'

1+24+3+...+n= 2

Dokazme V' (n + 1), tzn. rovnost

1)(n+2
1+2+3+...+n+(n+1):(n+)2(n+).
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Ujasnili jsme si tedy predpoklady a cile, muzeme se pustit do dikazu implikace. Plati

n(n+1) (n+1)(n+2)

2 2 ’
kde prvni rovnost plyne z indukéniho predpokladu, v druhé rovnosti jsme vytkli ¢len n + 1
a v posledni rovnosti 8lo pouze o estetickou tupravu do pozadovaného tvaru. Tim je tedy
dokdzana implikace. Protoze n € N bylo libovolné, plati vyrok Yn € N : V(n) = V(n+1).
Podle principu matematické indukce jsme dokazali vyrok Vn € N : V(n). O

14243+ +n+(n+1)= +(n+1):(n+1)(g+1>:

Cviceni 1.68 Dokazte matematickou indukci pravdivost vyroku:

1)(2n + 1
VneN: 242134 42 =0T )6(n+ ).

Cviceni 1.69 Dokazte matematickou indukci, ze pro kazda dvé realna cisla a a b plati
VneN: o™ =" = (a—b)(a" +a" b+ a" 2P 4+ abV T+ 7).
Piiklad 1.70 Dokazte

VYn e N : (2n)! < 22" (n))2.
Regend. Nechf n = 1. Pak jisté plati
(2-1)!=2<4=2%11N2

Nyni prejdeme k indukénimu kroku. Zvolme n € N libovolné. Predpoklddame pravdivost
nerovnosti
(2n)! < 27" (n!)?

a mame dokazat, ze plati
(2(n + 1))! < 220D ((n + 1)1)2. (1.1)
Plati tedy
2+ 1) = (2n+2)! = 2n+2)(2n +1)(2n)! < (2n + 2)(2n + 1)22"(n!)?,

kde jsme v nerovnosti pouzili indukéni predpoklad. Oproti piikladu na dukaz rovnosti zde
nyni provedeme nasledujici ivahu. Kdyby se nam podarilo dokazat, ze plati nerovnost

(2n 4 2)(2n + 1)22"(n!)? < 22D ((n 4+ 1)1)2, (1.2)

pak by diky tranzitivité nerovnosti (tj. @ < b a b < ¢ implikuje a < ¢) platilo také (L.1)),
a tim by byl indukéni krok hotov. Dokazme tedy pravdivost (pfipomenme, ze n je
stéle pevné zvolené prirozené ¢islo), a to pomoci ekvivalentnich tprav. Po vykréaceni této
rovnosti kladnymi éisly 22 a (n!)? dostdvdme nerovnost

(2n+2)(2n +1) < 4(n + 1),
ktera je ekvivalentni s nerovnosti
4n® + 6n + 2 < 4n® + 8n + 4.

Posledni nerovnost je ekvivalentni s nerovnosti 0 < 2n+-2, ktera zfejmé plati (nezapomenme,
ze n € N). O

Neékteré (ne)rovnosti neplati pro vsechna n € N ale az od jistého pfirozeného ¢isla. S tim
ale neni zadny problém. Plati nasledujici véta.
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Véta 1.71 (princip matematické indukee I1.). Necht ng € N, V(n) je vgrokovd funkce, kde
n € Nyn > ng. Jestlize

o plati V(ng) a
e pro kazdé n € N,n > ng plati implikace V(n) = V(n + 1),

pak je vyrok ¥m € Nyn > ng : V(n) pravdivy.

Priklad 1.72 Dokazte

VneNn>2: 21-41--.(2n)! > [(n+ 1)I]™.

Resend. Ovéime, 7e pro n = 2 je nerovnost splnéna. Vskutku plati
2141 =48 > 36 = 6% = [(2+ 1)1
Piejdéme k indukénimu kroku. Necht n € N, n > 2 je libovolny. Za indukéniho piedpokladu
2041 2n)! > [(n+ DY)"

dokazme
204l 2n)!(2(n 4+ D) > [(n 4+ 1 + D)™

Podle predpokladu plati
2041 2n)!I2(n+ D) > [(n+ D" (2(n+ 1))
Kdyby se nam podarilo dokazat také nerovnost
[(n+ D24+ D) > [(n+ 1+ )",

ditkkaz by vzhledem k tranzitivité nerovnosti byl hotov. Dokazme tuto nerovnost. Po ekvi-
valentnich tupravach se dostavame k nerovnosti

(2n +2)! > (n+2)" (n + 1)L
Po podéleni obou stran této nerovnosti vyrazem (n + 1)! dostdvame nerovnost
(2n+2)(2n+1)(2n)--- (n +2) > (n 4 2)"!

a kone¢né po podéleni vyrazem na pravé strané pfrichazime k nerovnosti

2n+22n+1 2n n—+3

- > 1.
n+2 n+2n+2 n—+ 2

Plati posledni nerovnost? Plati. Na levé strané mame soucin ¢isel vétsich nez 1. O

Nyni uz staci poéitat piiklady, napt. ty ze sbirek [5}9].



Kapitola 2
Realna cisla

Pojem realného ¢isla je pro matematickou analyzu zasadni — budeme s realnymi ¢isly pra-
covat témeéf pofad. S redlnymi &isly se setkdvame uz od zdkladni skoly a pracujeme s nimi
vice ¢i méné intuitivné. Ukolem hodin matematiky na stfedni skole byva zejména osvojeni
zékladnich dovednosti manipulace s redlnymi &isly — tzv. upravy algebraickych vyrazu. To
je ¢asto provadéno bez vysvétleni. Existuje spousta vzorecku, které si stiedoskoldk musi
zapamatovat.

V souvislosti s redlnymi ¢isly se nabizeji tyto otazky:

e Co jsou realné cisla?

Potiebujeme viubec redlna ¢isla? Obejdeme se bez nich?

Jak si realnd ¢isla pfedstavovat?

Jak jsou redlna ¢isla definovéna?

Odkud se berou v8echny ty vzorecky, co se u¢i na stfedni skole?

Postupné si zde, alesponl ¢astecné, odpovézme na polozené otazky.

Redlnd ¢isla jsou matematické objekty, které se pouzivaji pro vyjadifovani mnozstvi,
délek, obsahu, objemt atd. Jejich nedilnou soucasti jsou ale také nad nimi definované ope-
race jako napf. séitani, ndsobeni, apod.

Jak za chvili uvidime, definovat realna ¢isla d& docela praci. Proto se muZze vtirat otdzka,
zda to vubec stoji za to. Nestaci jen pfirozend ¢isla, pomoci kterych muzeme vyjadiovat
mnozstvi vzajemné rozliSitelnych objektu? Ne, je potfeba pracovat i s necelymi ¢astmi celku,
kterd je mozno popsat raciondlnimi ¢isly (napf. jak spravedlivé rozdélit dvé jablka mezi tii
osoby). Nestaéi tedy jen raciondlni ¢isla? Také ne, i kdyz v minulosti panovalo presvédéeni,
ze ano. Raciondlni ¢isla ndm opravdu nestaci, sta¢i zminit geometrii, kde chceme umét métit
délky usecek. Cheeme-li urcit délku ihlopticky ¢tverce o délce strany 1, dochazime pomoci
Pythagorovy véty k zavéru, ze je to ¢islo, jehoz druhd mocnina je ¢islo 2. D4 se ovSem rela-
tivné jednoduse ukazat, ze takové ¢islo neni racionalni. Proto je potfeba kromé racionalnich
¢isel uvazovat tzv. ¢isla iracionalni. Timto roz§ifenim dostavdme mnozinu realnych éisel.

Mnozinu vSech realnych ¢isel si 1ze pomérné snadno predstavit, a to jako piimku. Tedy
jeji body reprezentuji jednotliva realnd ¢isla. Této piimce se také rika redind osa — o tom
vice ve stejnojmenné sekci. Jak se vyvijela pfedstava o redlnych ¢islech se 1ze tfeba dozvédét
v zajimavém ¢lanku [12].

43
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A jak redln4 ¢isla definujeme? Existuje nékolik piistupt. My zvolime axiomaticky ptistup.
Mnozinu vSech realnych ¢isel budeme definovat jako jistou algebraickou strukturu, konkrétné
jako mnozinu (nijak na zac¢atku specifikovanou) o alesponn dvou prvcich, vybavenou dvéma
bindrnimi operacemi (s¢itdni a ndsobeni), jednou relaci usporddéani takovou, Ze tyto operace
a relace maji jisté vlastnosti a jsou v néjakém vztahu — ty budou uréené jistymi vyroky tzv.
axiomy. Téchto axiomu bude celkem 16.

Nyni muzeme odpovédét i na posledni otdzku. VSechny vzorecky tykajici se redlnych
¢isel se daji odvodit pravé z téchto 16 axiomu! A co vic, toto odvozeni dokonce bude v nasich
sildch.

2.1 Definice a zakladni vlastnosti

Nez se dostaneme k samotnym redlnym ¢islum, predstavme si nékteré algebraické pojmy,
bez kterych se neobejdeme. Zactnéme s definici komutativniho télesa neboli pole.

Definice 2.1 Necht T je mnoZina obsahujici alesponi dva rizné prvky, ozna¢me je 0 a 1, +
a - jsou dvé bindrni operace na T. Uspotradanou pétici (T, +, -, 0, 1) nazyvéame polem, plati-li:

Axiom 1: Ya,b€eT : a+b=b+a (komutativita séitani),
Axiom 2: Ya,b,ceT : (a+b)+c=a+ (b+c) (asociativita scitani),
Aziom 3: YVaeT : a+0=a (0 je ,nulovy prvek®),
Axiom 4: VacTIeT: a+b=0 (ke kazdému prvku existuje ,opaény prvek®),
Aziom 5: Ya,beT : a-b=b-a (komutativita nasobeni),

i)
Axiom 6: Ya,b,ceT : (a-b)-c=a-(b-c) (asociativita nasobeni),
Axiom 7: Ya €T : a-1=a (1 je ,jednotkovy prvek*),
Aziom 8: VaeT,a#03beT: a-b=1

(ke kazdému nenulovému prvku existuje ,inverzni prvek®),

Azxiom 9: Va,b,ceT : a-(b+c¢)=a-b+a-c
(distributivita — davéa do souvislosti operace s¢itdni a ndsobeni).

Prvku 0 tikame nula, prvku 1 fikdme jedna, operaci + tikame scitani a operaci - fikdme
ndsobeni. Pro kazdé a,b € T nazyvame prvky a+b a a-b po fadé souctem a souc¢inem prvki
a ab.

Jesté dodejme, ze ¢asto misto (T, +, -, 0, 1) budeme psat jen T — je to kratsi. Tuto zkratku
budeme pouzivat i pro dalsi algebraické struktury.

Poznamka 2.2

e Diéle budeme pouzivat stejné priority provadéni operaci, jak jsme zvykli ze stiedni
skoly. To nam zjednodusi zapis vyrazu, ve kterych bychom v opa¢ném piipadé museli
pséat spoustu zavorek — bylo by to znac¢né nepiehledné. Nasobeni a déleni mé prednost
pred séitanim a odéitanim. Tedy napf. v axiomu 9 se vyskytuje vyraz a-b+a-c, ktery
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chapeme takto
(a-b)+(a-c),

tzn. nejprve provedeme naznacené operace nasobeni a jejich vysledky se¢teme.

e Byva zvykem, Ze se symbol tecky pro nasobeni vynechdva, tzn. misto a - b se piSe
pouze ab. Druhy zpusob je ziejmé tsporngjsi, pomoci prvniho zpusobu zase muzeme
zduraznit, ze jde o nasobeni. Budeme pouzivat oba zpusoby zapisu — jak se to bude
hodit.

Priklad 2.3 Dokazte, ze v poli (T, +,-,0, 1) plati nasledujici
1. Va,ceT: a+c=a=c=0,

2. Va,ceT,a#0: ac=a=c=1.

Resent. ad 1: Zvolme a,c € T takovd, ze plati a + ¢ = a. Podle axiomu 4 (a pouzitim
pravidla specializace obecného i existenéniho vyroku — viz Kapitolu [l které se bere samo
sebou, takze to jiz znovu zminovat nebudeme) existuje b € T takové, ze a + b = 0. Pak plati

c=c+0=c+(a+b)=(c+a)+b=(a+c)+b=a+b=0,

kde jsme postupné vyuzili axiomu 3, rovnosti a + b = 0, axiomu 2, axiomu 1, pfedpokladu
a + ¢ = a a konetné znovu rovnosti a + b = 0.
ad 2: Provedeme podobné — tak, ze pouzijeme analogické axiomy tykajici se ndsobeni. ()

Poznamka 2.4 Dokazované vyroky z Piikladu dohromady s axiomy 3 a 7 tikaji, ze 0,
resp. 1, jsou jediné dva prvky z T, pro néz plati tyto dva axiomy.

Cviceni 2.5 Dokazte, ze v poli (T, +,-,0, 1) plati nasledujici
1. YVa,b,ceT: a+b=0=a+4+c = b=c,
2. Va,b,ceT,a#0: ac=1=bc = b=c.

Poznamka 2.6 Podle axiomu 4 ke kazdému prvku a existuje alespori jeden tzv. opaény
prvek — ten je dany tim, Ze jeho soucet s prvkem a je roven nule. Podle Cvic¢eni (1)
ke kazdému prvku existuje nejvyse jeden opaény prvek. Dohromady tedy dostdvame, ze ke
kazdému a existuje prdvé jeden opacény prvek; budeme ho znaéit —a, tzn. plati a+(—a) = 0.
Z komutativity s¢itani samoziejmé plyne, ze také (—a) + a = 0. Nyni muzeme definovat
od¢itdni prvku pole, a to takto: pro kazdou dvojici a,b € T definujeme rozdil prvki a a b
(v tomto poradi) jako
a—b=a+(-b).

Podobné je to s délenim. Nejprve si uvédomme, ze podle axiomu 8 ke kazdému nenu-
lovému a € T existuje alespornt jeden tzv. inverzni prvek — ten je dany tim, Ze jeho soucin
s prvkem a je roven 1. Ze Cviceni (2) plyne, ze takovy prvek je nejvyse jeden. Dohromady
tedy dostdvdame, ze ke kazdému a # 0 existuje prdvé jeden inverzni prvek; budeme ho znagcit
a~!, tzn. plati a - a~! = 1. Z komutativity ndsobeni samoziejmé plyne, ze také a=' - a = 1.
Nyni muzeme definovat déleni prvku pole, a to takto: pro kazdou dvojici a,b € T, b # 0

definujeme podil prvki a a b (v tomto poradi) jako
a

g:a‘b_l.

Z praktickych duvodu ho budeme znacit také vyrazem a/b.
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Cviceni 2.7 Dokazte, ze v poli (T, +,-,0,1) pro vSechna x,y, z € T plati

Loty=s+z=y=z 13. %

14. (x #0ANy #0) =2y #0,

:[];‘7

2. (x#0Nzy=22) =y = 2,

3.zy=0=(x=0Vy=0) .
Y Tw
4. 0-2 =0, 15. (y7'5()AZ7éOAw750):>%:yfz7
5. —0=0,
16, (y£0N2£0)= L4 W _T2TWY
6. —(—x) ==, y oz yz
7. z(—y) = —(zy) = (—2)y, 17. 2 £0= 1 20,
x
8. (—1)$:—$, )
z
9. z(y — 2) = 2y — 2z, 18. (y#O/\Z#O)ég:;,
19. Z#Ojﬁ:xy:xyf’
11. —(I—y):—$+y7 z z z
—x T x
12 2 £0= 2 =1, 20, y£0= -2 __T
x Yy -y Yy

K definici mnoziny vSech redlnych ¢isel budeme potiebovat relaci usporadani — pole
roz§ifime o tuto relaci.

Definice 2.8 Necht (T,+,-,0,1) je pole a < je relace na T. Usporddanou Sestici
(T, +,-,0,1, <) nazyvame usporddanym polem, jestlize (T, <) je Gplné uspordadand mnozina,
tzn.

Axiom 10: Va €T : a<a (reflexivita),
Axiom 11: Va,beT : a<bAb<a=a=b (antisymetrie),
Azxiom 12: Va,b,ceT: a<bAb<c=a<c (tranzitivita),
Axiom 13: Va,beT : a<bVb<a (iplnost)

a navic plati

Axiom 14: Va,b,ceT : a<b=a+c<b+c
(tato vlastnost déava do souvislosti s¢itani a usporadéni),

Axiom 15: Ya,b,ceT: a<bAN0<c=a-c<b-c
(tato vlastnost davéa do souvislosti ndsobeni a usporadani).

Cviceni 2.9 Necht (T,+,-,0,1, <) je usporadané pole. Pak pro vsechna z,y,w, z € T plati

. z<yrhw<z)=c+w<y+z, 3. (x>0ANy>0)=zy >0,

2. (x>0ANy>0)=z+y >0, 4. >0 —2 <0,
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5. x>y s —x < —y, 4. (z>yNz<0) =2z <yz,
6. (x>yNz<0)=zz<yz, 15. x #£0 < zx > 0,

7. xx > 0, 16. -1 <0< 1,

. z>y>0=1/z<1/y, 17. zy > 0 &

[(z>0Ay>0)V(z<0Ay<0),
9. (x>yAhw>z2z)=>zc+w>y+z,

18. zy <0 &
10. (z>0Ay>0)=z+y>0, [(z>0Ay<0)V(z<0Ay>0),
11. (x >0Ay >0)=zy >0, 19. 2>0< 1/z >0,
12. 2> 04 —2 <0, 20 x>y>0=1/z < 1/y,
13. x>y & —x < —y, 2l z<y=>x<(x+y)/2<y,

kde relace >, < a > jsou vytvoreny z relace uspoiradani Definici

Lemma 2.10 (trichotomie). Necht (T,+,-,0,1,<) je usporddané pole. Pak pro kaZdé x,
y € T je pravdivy prdvé jeden z vgroki: © <y, xt =1y, x > y.

Diikaz. Podle axiomu 13 plati < y nebo x > y, tzn. plati x < y nebo x = y nebo = > y
nebo x = y. Dokazme, Ze se zminéné tii (navzdjem ruzné) vyroky vylucuji. Z definice ostré
nerovnosti plyne, ze nemiize platit soucasné x < y a x = y, stejné jako x > y a x = y.
Dokazme sporem, Ze nemuze soucasné platit z < y a z > y. Kdyby to platilo, pak by opét
z Definice [1.40] vyplynulo, ze * <y a © > y a © # y. Z prvnich dvou nerovnosti vzhledem
k axiomu 11 pak = =y, coz je ve sporu s x # . O

Na uspoiadaném poli lze definovat pojem suprema a infima mnoziny, viz Definici
Tento pojem se objevuje v poslednim z 16 axiomt redlnych ¢isel.

Definice 2.11 Usporadané pole (T, +, -, 0, 1, <) nazyvame uplné usporddanym polem, plati-
li:
Axiom 16: Kazda neprazdné shora ohrani¢end podmnozina T méa v T supremum

(axiom dedekindovské uplnosti).

Poznamka 2.12 V této sekci jsme se postupné propracovali az ke struktuie dplné uspo-
Tddaného pole. Abychom kone¢né mohli zadefinovat mnozinu v8ech realnych ¢isel, je tfeba
zminit jesté nasledujici dvé fakta:

e Takova struktura existuje. Lze tedy zkonstruovat mnozinu T spolu s bindrnimi ope-
racemi + a - a usporddanim < spliujici vSech 16 axiomu. Konstrukei je vice a je to
docela pracnd zélezitost — viz napt. [3].

e Takova struktura je jedind ,,az na izomorfismus“. Co to pfesné znamend? Jsou-li

(T1,4+1,-1,01,11,<1) a (Tq,+42,-2,02,12,<5)
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dvé ruznd uplné uspordadand pole, da se zkonstruovat bijektivni zobrazeni ® zobrazujici
T na Ty takové, ze

Ve,y € Ty : @(z+1y) = D(x) +2 D(y),
(z1y) = 2(x) 2 P(y),
<1y & (x) <z B(y),

®(01) =09, P(11) =19

(pfitom takovému zobrazeni ® se tika izomorfismus mezi strukturami T; a Tsq).
Receno jednoduse, tyto struktury jsou vzdjemné zaménitelné — lze je chépat jako
totozné. Poznamenejme, ze to neni samoziejmé. Za chvili si nadefinujeme mnozinu
vSech raciondlnich a redlnych ¢éisel. Jde o struktury spliujici axiomy wusporddaného
pole, oviem neexistuje zadnd bijekce mezi témito mnozinami, natoz izomorfismus mezi
odpovidajicimi strukturami.

Vzhledem k Poznamce ma nasledujici definice smysl.

Definice 2.13 Uplné usporddané pole nazyvame mnozinou redlnijch cisel, zna¢ime R a jeho
prvky nazyvame redind cisla.

2.2 Vyznacné podmnoziny realnych cisel
Zacnéme tou nejjednodussi podmnozinou, kterou to vlastné vsechno zacalo.

Definice 2.14 Mnozinu N C R nazveme induktioni, jestlize plati:
e le N,
e jelize N,pakz+1€N.

Mnozinu vSech prirozenych ¢isel definujeme jako prunik vsech induktivnich mnozin, znac¢ime
ji N.

Ziejmé pak plati
N={l,1+1,14+1+1,1+1+1+1,...}.

Tyto prvky oznacujeme symboly 1, 2, 3, 4, .... Mnozina N je nekonec¢na.

Dalsi dulezity fakt je, ze pro vsechna a,b € N plati také a +b € Naa-b € N, tzn.
soucet a soucin prirozenych ¢isel je opét prirozené ¢islo. To jiz ale neplati pro odéitani ani
pro déleni.

Z uspotradédni na R lze prevzit usporadani na N. Pritom (N, <) je dobfe usporddana
mnozina, tzn. kazdd podmnozina N mé nejmensi prvek — viz Poznamku

Nésledujici lemma je jednoduchym ale pomérné dulezitym zakladnim tvrzenim. Dokonce
v alternativnich definicich redlnych ¢isel zastava funkci axiomu — proto se mu nékdy fika
Archimediv axiom.

Lemma 2.15 (Archimeduv ,axiom*“). Mnozina N je neohranicéend shora v R, tzn.

Vaoe RIneN: n>a.
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Duikaz. Dukaz provedeme sporem. Predpoklddejme tedy, Ze N je ohrani¢end shora. Podle
axiomu 16 ma N supremum, ozna¢me s = sup N € R. Protoze s je nejmensi horni zavora N
a s—1 < s, neni ¢islo s — 1 horni zdvorou N. Podle definice horni zavory tedy existuje n € N
takové, ze s — 1 < n. Pak s < n+ 1. Protoze ale N je induktivni mnozina, platin 4+ 1 € N
a tedy z posledné uvedené nerovnosti plyne, ze s neni horni zdvora N. To je zddany spor.
Od

Nésledujici lemma, které je lehkym zobecnénim Archimedova axiomu, méa dulezity geo-
metricky vyznam.

Lemma 2.16. Nechf a,b € R, a > 0. Pak existuje n € N takové, Ze n-a > b.

Dukaz. Protoze a > 0, tzn. je nenulové, je dobie definovéan podil b/a (nenastane zde problém
s déleni nulou). Podle Lemmatu pak existuje n € N tak, ze

b

n>—.

a
Vynésobenim této nerovnosti ¢islem a dostavame tvrzeni. O
Pokud chépeme kladné redlné ¢&islo jako délku usecky, pak Lemma[2.16]iikd toto: Mame-
li dve tsecky délek a > 0 a b > 0, pak at je jakkoliv prvni tsecka (délky a) kratkd a druhd
usecka (délky b) dlouhd, vzdy je mozno prvni tsecku prodlouzit kone¢né-krat (n-krét, kde

n € N), aby vysledna tsecka byla delsi nez ta druha.

Nyni se podivejme na mnozinu vSech celgjch ¢isel. Tato mnozina vznikla jako reakce na
to, ze nelze v mnoziné piirozenych ¢isel odéitat jakakoliv ¢isla.

Definice 2.17 MnoZinou vsech celyjch c¢isel rozumime mnozinu

{z—y;2yeN}
znacime ji Z.
Mnozina celych ¢isel je vlastné ,nejmensi“ podmnozina realnych ¢isel obsahujici pfirozena
¢isla, kde odéitani je operace (tzn. rozdil libovolnych dvou é&isel z této mnoziny lezi opét
v této mnoziné).

Jelikoz podil kazdych dvou celych ¢isel jiz nemusi byt celé ¢islo, dostavame se k mnoziné
v8ech raciondlnich éisel, kde to jiz plati (az na déleni nulou).

Definice 2.18 MnoZinou raciondlnich ¢éisel rozumime mnozinu

{p/a;p,a€ZNq#0}={p/q;pE€ZNqeN},
znacime ji Q.

Pripomenime, ze kazdé racionalni ¢islo se dé vyjadiit nekonetné mnoha zpusoby — napi.
1/2=2/4=3/6=...

Mnozina Q je uspofadané pole, které ovsem neni uplné usporadané pole — neplati totiz
axiom ¢. 16. Plyne to tieba z toho, ze mnozina

{reQ;z -xz<2}
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nemd v QQ supremum, pifestoze je ohrani¢end shora.
Zbyvaji nam iraciondlni ¢isla. To jsou takova realnd ¢isla, kterd nejsou raciondlni.

Definice 2.19 MnoZinou vsech iraciondlnich ¢isel rozumime mnozinu

R\ Q,
znacime ji I.
7 vySe uvedeného je vidét, ze
NcZcQcCR.

Pritom plati N # Z (protoze napi. —1 € Z \ N) a Z # Q (protoze napi. 1/2 € Q\ Z) —
dokazte. Dokézat nerovnost Q # R je ekvivalentni s tim, ze I # (), tzn. s existenci alespon
jednoho iraciondlniho ¢&fsla — o tom se teprve dozvime z Dusledku 2.33]

Nyni se podivejme na dulezity vztah mezi mnozinou racionalnich a realnych ¢isel (Lemma
a vztah mezi mnozinou iraciondlnich a redlnych ¢isel (Lemma [2.21]).

Lemma 2.20. Nechf a,b € R, a < b. Pak existuje q € Q tak, Ze

a<q<b.

Drikaz. Mohou nastat pouze tii ptipady:
(a): Necht 0 < a < b. Podle Lemmatu existuje n € N takové, ze

n(b—a) > 1.

Uvazujme mnozinu
M={meN;m>n-a}.

Podle Lemmatu je neprazdna. Pak z faktu, ze (N, <) je dobfe usporddand mnozina
(viz Pozndmku plyne, ze M ma nejmensi prvek — ozna¢me ho mg. Protoze mg € M,
plati také mg > n - a. Kdyby také mg —1 > n-a, pak by mg—1 € M a tedy mg by nemohl
byt nejmensim prvkem mnoziny M. Plati tedy

mg—1<n-a.

Prictenim ¢isla 1 k obéma stranam nerovnosti dostavame mg < n-a+ 1, pficemz po upravé
nerovnosti n(b—a) > 1 dostdvame n-b > n-a+ 1. Diky tranzitivité nerovnosti dostavame
mo < nb. Dohromady mame

n-a<mg<n-b,

odkud po podéleni poslednich nerovnosti kladnym ¢éislem n dostdvame zadané racionalni
¢islo
mo
q= .
n

(b): Necht a < 0 < b. V tomto pripadé staci polozit g = 0.
(c): Necht a < b < 0. To tedy znamend, ze 0 < —b < —a. Podle ¢asti (a) pak existuje r € Q
takové, ze —b < r < —a. Odtud plyne

a < —r<b,
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takze nasim hledanym ¢ je ¢islo —r € Q. O

Podobné tvrzeni lze Tici i o iracionalnich ¢islech. V jeho dukazu je ale potieba védét, ze
existuje alespon jedno iracionalni ¢islo — o tom se dozvime az v Dusledku

Lemma 2.21. Nechf a,b € R, a < b. Pak existuje r € I tak, Ze

a<r<hb.

Diikaz. Z Dusledku [2.33] plyne, Ze existuje ¢ € I. Zfejmé a — ¢ < b — ¢ a podle Lemmatu
[2.20] existuje p € Q tak, ze
a—qg<p<b-—gq.

Pri¢teme-li v obou nerovnostech ¢islo ¢ dostavame nerovnost
a<p+q<b.

Staci jiz jen dokazat, ze p+q je iracionalni. Kdyby totiz bylo racionalni, pak by (p+q)—p = ¢
muselo byt také raciondalni, protoze rozdil racionalnich ¢isel je opét raciondlni ¢islo, coz je
spor. Tedy, r =p+q € 1. O

Lemmata[2.20]a[2.21]1ze dohromady jednoduse formulovat tak, ze ,Mezi kazdymi dvéma
riznymi redlnymi Cisly vzdy najdeme alesponn jedno racionalni ¢islo a jedno iraciondlni
¢islo®. To nés okamzité muze vést k tvrzeni, Ze ,mezi kazdymi dvéma ruznymi realnymi
¢isly existuje nekoneéné mnoho raciondlnich a iracionalnich ¢isel®.

Poznamka 2.22 O podmnoziné B usporddané mnoziny (A, <) se iikd, ze je hustd v A,
jestlize pro kazdé dvé a,b € A takovd, ze a < b, existuje ¢ € B tak, ze

a<c<hb.

Pak lze formulovat Lemmata a takto: MnoZiny Q a I jsou husté v R.

2.3 Realna osa

Nyni jiz mame definovanou mnozinu v8ech redlnych ¢isel, stejné tak jako nékteré jeji vy-
zna¢né podmnoziny. Mozné ale néktefi ¢tenafi jsou stdle frustrovani faktem, ze stdle nevi,
jak si onu mnozinu redlnych ¢isel predstavit.

Zavedeni kladnych redlnych ¢isel bylo motivovano potfebou méfit délky usecek. Proto
nés neprekvapi, kdyz redlnd ¢isla muzeme interpretovat ,geometricky“. Jednim z ,modela*
uplné uspotradaného pole je primka. Redlnou primku si pfedstavujeme jako pfimku tvorenou
body odpovidajici redlnym ¢islum. A to nésledovné. Dva ruzné body na této piimce jsou
prohldseny za 0 a 1. Tim je dédna na redlné ose ,jednotkova délka“ (vzdalenosti bodu 0
a 1) a orientace (bod 0 rozdéluje redlnou osu na dvé polopiimky: ta, kterd obsahuje bod
1 obsahuje pravé vSechna nezdporna ¢isla, druhd obsahuje vsechna nekladnd ¢isla). Polohu
prirozenych ¢isel 1ze urc¢it nasledujicim zpusobem. Napf. bod 2 je takovy, ze 1 lez{ uprostied
usecky urcéené body 0, 2. Podobné uréime, kde lezi dalsi pfirozend éisla. Déle ¢islo 1/2 je
stfedem tsecky 0 a 1; ¢isla 1/3 a 2/3 rozdéluji tsecku 0 a 1 na tii stejné dlouhé vsecky —
viz Obréazek A poloha iraciondlnich ¢isel je urcéena relaci usporadani a faktem, ze pro
realnd Cisla x, y, 2z plati, ze x < z < y pravé tehdy, kdyz bod z lezi na tsecce s krajnimi
body z a y splinujicimi podminku x < y.
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V téchto tvahéch jsme sjednotili pojem redlného ¢isla a bodu na realné ose. To budeme
délat i dale — ¢asto budeme v tomto skriptu mluvit o redlném cisle jako o bodu. Tato
predstava bude pro nas velmi uzitecna.

V2

]
T

-+ Wl
-+ wWIro

] ] ]
T T T

-2 -1 0

N|— —+
—_
[\)

Obrazek 2.1: Redlnd osa.

2.4 Supremum a infimum mnoziny realnych ¢isel

Posledni zdkladni vlastnost{ mnoziny vSech redlnych ¢isel je axiom suprema (viz Definici
, ktery iika, ze pro kazdou shora ohrani¢enou mnozinu existuje alespon jedno jeji
supremum. Pomérné snadno se dé dokéazat, ze toto supremum je pro danou mnozinu jediné
(dokazte tieba sporem). A co infimum?

Cviceni 2.23 Dokazte, ze kazdd zdola ohrani¢end mnozina realnych ¢isel mé infimum.
[Navod: Uvédomte si, ze ¢ € R je dolni zdvora mnoziny M prévé tehdy, kdyz —¢ je horni
zédvora mnoziny {—z ; x € M}.]

Definice suprema a infima podmnoziny v R je velmi elegantni, ale Castéji budeme
v dukazech vyuzivat ndsledujici charakterizujici vlastnosti téchto pojmu.

Véta 2.24 (charakterizace suprema a infima). Necht () # M C R. Plati, Ze
(a) ¢islo G € R je supremum mnozZiny M prdvé tehdy, kdyz
(i)Vee M : <G a
(1)) VG €R, G'<GIr e M : > G', neboli
(ii)) Ve eR, e>03xeM : x>G —c¢,

(b) ¢islo g € R je infimum mnozZiny M pravé tehdy, kdyz

(i)VeeM : z>ga
(ii) V¢ ER, ¢ >g 3z e M : = < ¢, neboli
(ii’)) Ve €eR, e>03x e M : z<g+e.

Diikaz. Provedme pouze pro supremum (pro infimum se provedou dudlni tivahy, tzn. staci
zameénit nerovnosti za opac¢né, horni zavory za dolni, pojem sup za inf, atd. — podrobné
proved’te). Podle definice je supremum nejmens{ horn{ zdvora. Vyrok (i) fik4, ze G je horni
zdvora mnoziny M. Vyrok (ii) se dd ekvivalentné prepsat takto

VG'eR, G'<G: =(VxeM : 2<@G).

To ale tika, ze kazdé ¢islo mensi nez G neni horni zavorou mnoziny M, neboli vSechna ¢isla
mensi nez G nejsou horni zdvory mnoziny M. Vyrok (ii’) je s (ii) ekvivalentni; staci polozit

G'=G —¢ aobricenée =G -G’ O
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Poznamka 2.25 Jak jiz bylo zminéno, vyroky ve Vété [2.24) budeme casto vyuzivat. Oba
vyroky (i) a (ii) (nebo (ii’)) je dobré pro pochopeni i snadné zapamatovéani nakreslit — viz
Obrézek [2.2] pro supremum.

T

Il I —
T T T

M G=G-¢ G

Obrazek 2.2: Hlustrace vyroku (ii) resp (ii’) z Véty

Cviceni 2.26 Dokazte: Ma-li M C R nejvétsi (resp. nejmensi) prvek, pak je roven sup M
(resp. inf M).

Piiklad 2.27 Pokud existuji, uréete nejmensi a nejvétsi prvek mnoziny

1
M:{l—;nGN}.
n

Urcete infimum a supremum mnoziny M.

Resend. Nejprve si vypisme nékolik prvki této mnoziny:

12 4
M = 07777, sy (0
2°3 )

viz Obrazek 7 néj je celkem dobfe vidét, ze jednou z dolnich zavor je ¢islo 0, které lezi

=~ w

1

NI
Wl
=
(Sl

Obrazek 2.3: Mnozina M z Prikladu

v mnoziné M. Jde tedy o nejmensi prvek mnoziny M a vzhledem k Cvic¢eni je to také
inf M. Déle z obrazku vidime, ze jednou z hornich zavor je ¢islo 1. Pritom asi pujde o tu
nejmensi. Dokazme s pomoci Véty ze sup M = 1. Nejprve dokazme (i), tzn.

Vee M : <1,

coz lze také napsat takto

1
VneN:1—-—-<1.
n

Odeétenim 1 od obou stran nerovnosti dostavame

—2 <0

kterd zfejmé pro vSechna n € N skutecné plati. Dokazme, ze plati také (ii). Zvolme G’ € R,

G’ < 1 libovolné. Mdme najit x € M tak, ze > G’, tedy mame dokézat existenci n € N

takového, ze

1
1-=>dq.
n
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Dokazovana nerovnost je ale diky faktu, ze G’ — 1 > 0 ekvivalentn{ s nerovnost{

1
1-G"

n >

Podle Archimedova axiomu takové n existuje, tedy plati (ii). Tim je dokdzano, ze sup M = 1.
Kdyby meéla mnozina M nejvétsi prvek, muselo by platit max M = sup M. Protoze ale
supM =1¢ M, mnozina M nem4 nejvétsi prvek. O

2.5 Mocnina realného cisla

Doposud jsme pracovali se ¢tyfmi aritmetickymi operacemi: s¢itani, odcéitani, nasobeni

a déleni redlnych ¢isel (déleni tak docela operaci na R neni, protoze nelze délit nulou).
Dale budeme potiebovat zavést ,operaci“ umocnovani, se kterou se setkdme piti definici

mocninné a exponencialni funkce v kapitole |4l Zaéneme definici pfirozené a celé mocniny,
tzn. v exponentu je pfirozené a celé éislﬂ

Definice 2.28 Necht a € R, n € N. Definujeme

Cviceni 2.29 Dokazte:
1. Proa,beR, a,b#0, m,n € Z plati

am+n — aman (am)n — amn, (ab)n — anbn‘

[Nédvod: Nejprve dokazte uvedené rovnosti pro pfirozené m,n (matematickou indukei)
a pak dokazte pro celé m,n.]

2. Proa € R am,n € Z plati:

e a>1am<n,pak a™ < a”,

e 0<a<lam<n,paka™ > a".

Déle budeme definovat n-tou odmocnina kladného realného ¢isla. Nejdiive je ale potieba
dokézat, ze takové definice ma smysl.

Lemma 2.30. Nechf a € R, a > 0, n € N. Pak existuje prdvé jedno kladné éislo o € R
takové, Ze a™ = a.

!Pfipomenime, Ze ve vyrazu a’ se a Fiké zdklad a b exponent.
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Diikaz. Dikaz provedeme pouze pro a = 2 a n = 2. Ostatni pfipady se dokazi podobné.
KroOK 1. Nejprve dokazme jednoznacnost, tzn. Ze neexistuji dvé ruzna kladnd a jejiz
druh4 mocnina je rovna 2 — sporem. Necht existuji dvé rizna éfsla aq, as > 0 takova, ze

a? = a3 = 2. Pak
0=a}—a3 = (a1 —az)(a + az).

Protoze a1 + ag > 0, podélenim piedchozi rovnosti timto souc¢tem dostavame 0 = a; — .
Tedy a1 = ag. To je ve sporu s predpokladem.
KRrok 2. Nyni dokazme existenci ¢isla a. Uvazujme mnozinu

M={zcR;0<zAz*<2}

(zkuste si nacrtnout mnozinu M). Nejprve dokdzeme, ze sup M € R. To je jednoduché.
Protoze 1 € M, plati M # . Déle, je-li x € M, pak x? < 2 < 4, takze 0 < x < 2. Mnozina
M je tedy shora ohrani¢end. Z axiomu 16 plyne, Ze sup M existuje, ozna¢me ho pismenem

vvvvv

alée& M, pak a > 1, tedy je to kladné ¢islo. Koneéné dokazme, ze o = 2. Opét sporem,
tzn. predpoklddejme, ze o # 2. Podle trichotomie nerovnosti v R pak plati bud o? < 2
nebo o > 2. Rozeberme kazdy piipad zvlast.

(i) Necht o? < 2. Nejprve nalezneme n € N takové, ze plati

1\ 2
<a + ) < 2. (2.1)
n
Upravme nerovnost (2.1]) pro libovolné n € N na
1 1
o + 20— + — <2
n o n
Plati tato nerovnost pro alespon jedno n € N7 Aby platila, sta¢i dokdzat nerovnost
9 1 1
a’ + 20—+ — <2,
n o n

protoze 1/n > 1/n?. Tato je ovéem vzhledem k piedpokladu o < 2 ekvivalentn{ s nerovnosti

- 200+ 1
a2 -2’

kterd jiz podle Archimedova axiomu (Lemma skutecné plati pro alespon jedno n € N.
Tedy pro toto n plati, z ¢ehoz okamzité vyplyva, ze a+1/n € M. To je ve sporu s tim,
ze o = sup M.

(ii) Necht a? > 2. Nejprve nalezneme n € N takové, ze plati

(a — 2)2 > 2. (2.2)

Umocnime-li levou stranu této nerovnosti, dostavame
9 1 1
a’ — 20—+ — > 2.
n o n
Plati tato nerovnost pro alespon jedno n € N? Protoze pro vSechna n € N plati nerovnosti

1 1 1
a2—2a—+7>a2—2a—,
non n
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staci dokazat existenci takového n € N, pro které plati nerovnost
1
o — 20— > 2.
n

Tato nerovnost je ovsem ekvivalentni (ovéfte) s nerovnosti

2cy

" T

kterd jiz podle Archimedova axiomu (Lemma [2.15)) alespon pro jedno n € N plati. Pro toto
n plati tedy i nerovnost (2.2)), a nasledné pro kazdé = € M plati

1\ 2
<2< (a — ) .
n
Tedy pro vsechna x € M plati, ze x < a — %, COZ znamena, ze o — % je také horni zavora
mnoziny M. To je ale ve sporu s tim, Ze « je nejmensi horni zdvora mnoziny M. Nemuze
tedy platit ani o > 2.
Dokézali jsme tak, ze o> =2 a a > 0. O

Definice 2.31 Necht a € R, a > 0, n € N. Kladné redlné ¢islo a splitujici rovnost o™ = a
nazyvame n-tou odmocninou ¢isla a a znacime {/a. Pro n = 2 piSeme zkracené +/a.

Lemma 2.32. Cislo v/2 je iraciondlni.

Diikaz. Provedeme sporem. Pfedpokladejme, Ze je to raciondlni &islo, tedy existuji dveé
prirozend ¢isla m a n takova, ze

Navic lze predpoklddat, ze zlomek m/n je v zdkladnim tvaru, tzn. m a n jsou nesoudélna.
Pokud by totiz m a n soudélnd byla, d4 se postupnym kracenim dojit ke zlomku rovnému
¢islu m/n jehoz ¢itatel a jmenovatel jiz jsou nesoudélna. No a aby ndm tu nevznikala dalsi
pismena (kdo se v nich m4a pak orientovat) muzeme je rovnou oznacit za m a n. Z posledni
rovnosti plyne m? = 2n?, tzn. m? je sudé ¢éislo. Kdyby m bylo liché, muselo by i m? byt
liché, tedy m je také sudé ¢islo. Takze existuje k € N tak, ze m = 2k. Pak (2k)? = 2n?, tzn.
po upravé
2k% = n?,

odkud je zase vidét, ze n? je sudé. Odtud plyne, ze i n je sudé. Tedy obé &isla jsou soudélna,
protoze jsou obé délitelnd dvéma — to je spor s piedpokladem nesoudélnosti m a n. O

Dusledek 2.33. Existuje alespon jedno iraciondlni ¢islo, tzn. 1 # ().

Poznamka 2.34 V Definici [2.31] jsme n-tou odmocninu z kladného éifsla a definovali jako
¢islo, které kdyz umocnime na n, dostavame ptvodni a. A kvuli jednoznaénosti jsme tuto
odmocninu definovali jako kladné ¢islo (ono totiz plati (—1)2 = 12 = 1). Tuto tvahu lze
¢astecneé rozsifit i pro a nekladna:
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(a) Protoze 0™ = 0, definujeme

Y0 =0.

(b) Sudd odmocnina ze zaporného ¢isla nemuze byt v rdmci mnoziny R definovéna,
protoze jakdkoliv sudd mocnina realného ¢isla je nezdpornd (viz Cviceni 7)) Na-
proti tomu lich4 odmocnina ze zdporného &isla a je rovna —{/—a (vSimnéte si, ze
—a > 0). Skutecné, je-li n liché, pak

(-¥=0)" = (V=T = —(-0) =,
napt. /—27 = —3.

Nyni jiz 1ze zavést pojem raciondlni mocniny.

Definice 2.35 Necht a € R, a >0, ¢ =m/n, m € Z, n € N (tzn. ¢ € Q). Definujeme
aq — ,"/am

a nazyvame tento vyraz q-td mocnina ¢isla a. Stejnym predpisem definujeme mocninu s ra-
ciondlnim exponentem i pro nekladny zaklad, a to za téchto predpokladi:

e jelliaeR, a#0,g=m/n, m€Z, necN,n je liché, nebo
e je-lliaeR, g=m/n, meN, neN,n je liché.
V Definici zaméime nasi pozornost na obory hodnot zakladu a exponenti. Vidime,
ze pro kladny zéklad lze definovat raciondlni mocninu pro jakékoliv racionélni éislo ¢. Jak
jiz bylo zminéno v Pozndmce déld ndm problémy odmocnina ze zdporného &isla. Proto

pii definici racionalni mocniny ze zadporného ¢isla je tieba, aby jmenovatel ¢ bylo liché ¢islo.
Pti nedodrzeni této dohody bychom dostali tFeba takovyto nesmysl

1= V1= (-1 = ()8 = Y1) =Vi=1.

Podobné, nultou mocninu nemuzeme definovat pro nulovy zaklad.
O racionélni mocniné lze fict podobné véci jako o celé mocniné:

Cviceni 2.36 Dokazte:
1. Proa,beR, a,b> 0, p,qc Q plati
APt = qPal, (aP)? =aPl, (ab)’ = aPbP.
[Navod: Vyuzijte vysledky Cviceni [2.29]]
2. Proa € R ap,q € Q plati:

e a>1ap<gq,pak a? <al,
e 0<a<lap<gq,pakaPl > al.
Prirozené se muzeme ptat, zda lze smysluplné uvazovat mocninu majici v exponentu

realné ¢islo. Odpovéd je kladna, pti definici vyuZijeme difve zjisténych vlastnost{ racionalnich
mocnin. NaSe definice bude pouzivat pojem suprema a infima.
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Definice 2.37 Necht a,a € R, a > 0. Je-li

e 0 < a <1, definujeme
a®=inf{a? ;€ QA g < a},

e a =1, pak
1*=1,

e g > 1, definujeme

a® =sup{a? ;€ QA g < a}.

Pro¢ definovat redlnou mocninu zrovna takto? Mezi hlavni duvody patii fakt, Zze napf.
pro raciondln{ ¢isla plati ,monotonie vzhledem k exponentu“ — viz Cviceni [2.36[2). R4di
bychom, aby se tato monotonie pfenesla i na redlnd ¢isla, napt. aby platilo: pro a € R,
0<a<l1,pqgeQ, aclRtakové, ze p < a < g plati

aP? > a® > af;

jinak feceno, jestlize redlné ¢islo « je ohraniceno zdola a shora racionalnimi ¢isly, méla by
i mocnina a“ byt omezovana mocninami se zdkladem a.

Poznamka 2.38 Uz ne tak snadno se daji dokézat nésledujici vlastnosti redlné mocniny:
1. Proa,b,a,8 € R, a,b > 0 plati

a®? =a%P, ()’ =a®%, (ab)* = a®b".

2. ProaeRa «a,f € R plati

e a>1aa<f,paka® <a’,
e 0<a<laa<f,paka®>ad’.

3. Proa,b,a € R, a,b,a > 0 plati

a<b & a%<b.

2.6 Intervaly

Pripomenme si jisty typ mnozin realnych cisel, se kterymi jsme se setkali jiz na stiedni
gkole. Bude se nam hodit i zde. Jsou to intervaly.

Definice 2.39 Mnozinu M C R nazveme intervalem, jestlize pro kazdé dva prvky a,b € M
a kazdé x € R spliujici a < x < b plati, ze x € M.

Jinak feceno, interval je takovd podmnozina R, kterd s kazdymi svymi dvéma prvky
obsahuje také vSechny prvky mezi nimi.

Cviceni 2.40 Dokazte, ze prunik dvou intervala je opét interval.

Existuje pouze koneény pocet typu intervali. V nésledujici definici zavadime znaceni
znamé jiz ze stiedni Skoly.
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Definice 2.41 Necht a,b € R, a < b. Definujeme
o (a,b) ={z € R : a<x <b} tav. otevreny interval,
o [a,b)={x € R : a <z <b} tzv. uzavieny interval,
o [a,b) ={x e R : a <z <b} tzv. zprava otevieny (nebo zleva uzavreny) interval,

o (a,b] ={z € R : a < x <b} tav. zprava uzavieny (nebo zleva otevieny) interval,

[a,00) ={z €R : a <z},
a,0)={z €R : a<z},

00,b) ={x € R : x < b},

(
(=
(—00,b] ={x € R : = < b},
(=

e (—00,00) =R.
V ptipadé a = b tikdme, ze jde o degenerovany interval, pritom
[a,a) = (a,a] = (a,a) =0, [a,a] ={a}.
Cviceni 2.42 Dokazte, ze v Definici jsou uvedeny pravé vSechny mozné typy intervalu.

[Navod: Uvazujte interval M a vySetiete vSechny piipady vzhledem k ohrani¢nosti M
shora/zdola a existence/neexistence nejvétsiho a nejmensiho prvku.]

Dale se od ¢tendfe ocekava, ze ze stiedni Skoly umi pracovat s intervaly — zobrazovat je,
provadét pruniky a sjednoceni intervalu (napf. pii feSeni nerovnic).
2.7 Absolutni hodnota realného cisla

Nejprve si pripomenme definici.

Definice 2.43 Absolutni hodnotou ¢isla a € R rozumime ¢islo

a  jestlize a > 0,
lal =

—a jestlize a < 0.

Také bychom méli umét s absolutni hodnotou pracovat. K tomu je tfeba znat nékolik
faktu.

Cviceni 2.44 Dokazte, ze pro vSechna x,y € R plati

(a) |z| = max{x, —=x},

() lzy| = |z[lyl,

x| |zl
C - =—,
© vyl |yl

(d) |z —y| =]y — =,
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(€) |z 20, —|z| <z < |z], =[] < -2 < |z, [—=] = |=],
(f) 0<z <y = 2] <lyl,

(8) [zl <y —y<az <y,
(h) |z +y| < |z| + |y| (tzv. trojihelnikova nerovnost),
(@) [lz] = lyll < |z —yl.

Cviceni 2.45 Matematickou indukci dokazte, ze pro kazdé n € N a vSechna z1,...,z, € R

plati
n n
S a <3 fol
k=1 k=1

(tzv. zobecnénd trojuhelnikova nerovnost).

2.8 Vzdalenost dvou realnych cisel

V nasledujicich kapitoldch se budeme casto vyjadiovat o ,blizkosti“ redlnych ¢éisel, nebo
o ,priblizovani“ néjakych ¢isel k néjakému éislu. Abychom mohli néco takového fikat, je
nutné se nejprve dohodnout, co myslime vzdélenosti dvou redlnych ¢isel. V souhlasu s nasi
predstavou mnoziny realnych ¢isel jakozto s pifmkou, je prirozené definovat wvzddlenost
redlného ¢isla x od rediného cisla y jako

|z —yl.

Nyni muzeme mluvit o blizkosti dvou redlnych ¢isel. Napf. fekneme-li, ze ,x je od y dal nez
od z“, rozumime tim, ze ¢islo |z — y| je vétsi nez éislo |x — z|.
Priklad 2.46 Urcete vzdélenost ¢isla 3 od 5.

Resend. Podle nai definice jde o &fslo
I3—5]=5-3|=2,
coz zcela odpovida nasi predstaveé vzdéalenosti ¢isel 3 a b na redlné ose, viz Obrazek O

2

Il Il
T T

3 5

Obrazek 2.4: Vzdalenost ¢isla 3 od 5.

Poznamka 2.47 Zejména nés budou zajimat mnoziny bodu, které budou mit od zadaného
bodu vzdalenost mensi nez néjaké kladné redlné ¢islo. Napf. by nds mohlo zajimat, jak
vypadd mnozina vSech redlnych ¢isel x spliujicich nerovnici s absolutni hodnotou

|z — 1| < 3.

Na stfedni skole se rovnice a nerovnice s absolutni hodnotou fesi rozdélenim mnoziny R
na podintervaly jejichz krajni body jsou cisla, kterd vynuluji vyrazy v absolutni hodnoté
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(v nasem piipadé jde o ¢islo 1). N&s piiklad je ovSem o dost jednodussi a d& se fesit
ygeometricky“. Mame vlastné urcit takova x, kterd maji od ¢isla 1 vzdalenost mensi nez 3.
Nakreslime-li si redlnou osu a na ni ¢islo 1, okamzité vidime, ktera ¢isla jsou od néj vzdalena
méné nez o 3. Resenim je zfejmé interval

(1-3,143)=(—2,4).

Cviceni 2.48 Reste ,geometricky“ nésledujici nerovnice s absolutni hodnotou:

1. |z =3 <1, 5. |z —al <1, kde a € R,
2. |z +5| <2,
6. |t —4] <e, kdee € R, e >0,
3. 1<|z—2,
4. 0 < |z — 2, 7. |r —a] <e,kde a,e € R, £ > 0.

taci:

e Pro jakékoliv z,y € R je ¢&islo |z — y| vzdy nezdporné (viz Cviceni . Navic,
nuly nabyva pravé tehdy, kdyz = = y. Tedy podrobné:
— jestlize |z — y| = 0, pak z =y,
— jestlize z = y, pak |z —y| =0,
— jestlize |x —y| > 0, pak z # y a
— jestlize = # y, pak |z —y| > 0.

e Rovnost ve Cviceni[2.44(d)| se d& interpretovat tak, ze vzdalenost ¢isla x od y je stejnd
jako vzdalenost y od x.

e Necht z,y, 2 € R jsou libovolnd. Pak s vyuzitim trojihelnikové nerovnost (Cvicen{|2.44(h))
dostdvame
lz—yl=lz—z+z-yl<|z—z[+]z—yl|

Tedy vzdalenost dvou libovolnych redlnych ¢isel (x a y) je mensi nebo rovna souétu
vzdalenosti téchto ¢isel od néjakého tietiho ¢isla (2).

Praveé tyto ti vlastnosti délaji z vyrazu |x — y| vzddlenost mezi x a y, tedy to, co od pojmu
vzdélenosti intuitivné ocekdvame.
Zavérem dodejme, ze vzdédlenost dvou ¢isel jsme mohli smysluplné definovat i jinak,
napt. predpisem
|arctg z — arctg y/,

pritom i tato definice vzddlenosti by méla vlastnosti z Pozndmky My ale k tomu
nemame zatim zadny duvod, takze se spokojime s jedinou definici.

2.9 Okoli realného cisla

Jak bylo piedesldno v Poznamce budou nas zajimat mnoziny bodu, které jsou od
daného bodu néjakym zpusobem blizko.
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Definice 2.50 Necht a,e € R, € > 0. Mnozinu
U(a)={z €eR; |z —a| <&}
nazyvéame e-okolim bodu a. Cislu € ikdme polomér okoli a &slu a Fkdme jeho stied. Mnozinu
Re(a)={zeR;0< |z —al <&}

nazyvame redukovanym e-okolim bodu a.

Poznamka 2.51 Podle Cviceni plati ekvivalence
|t —a|<e <<= a—-e<zx<a+e
pro kazdé z,a,e € R, ¢ > 0, coz ma za dusledek, ze
U-(a) = (a—e,a+¢),

(viz také Priklad [2.48|(7)). To si lze piedstavit tak jako na Obrazku

9 S

O

: O
€ a a—+e€

Obrazek 2.5: e-okoli bodu a.

Déle, nerovnost 0 < |z — a| je ekvivalentni s nerovnosti  # a (viz Poznamku [2.49).
Dohromady tedy dostavame, ze

R:(a) = (a —€,a) U (a,a+¢) =U(a) \ {a},
coz si lze predstavit tak jako na Obrazku

£ 9

O

o e
\ \
a—¢€ a +

a 9

Obrazek 2.6: Redukované e-okoli bodu a.

Poznamka 2.52 V nékterych piipadech neni tplné tieba vypisovat polomér okoli, tzn.
misto U (a) lze psat pouze U(a). To je mozné v piipadech, kdy v ramci definice, véty ¢i
dikazu mluvime o jediném okoli, a ani se dédle nepotfebujeme na polomér tohoto okoli
odkazovat. Také je vhodné toho vyuzivat v kvantifikovanych vyrocich. Napf. misto vyroku

e >0: U(a) C M

1ze psét

ale to lze jednoduseji psat
U(a) : U(a) C M.

Je to z toho divodu, ze hodnota poloméru vlastné nenf nijak dulezita. S timto vyrokem se
setkame v Definici Podobné toto znaceni budeme pouzivat pro redukované okoli.
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Véta 2.53. Nechf a,c1,e2 € R, £1,69 > 0. Pak plati
u€1 (a) N u€2 (a) = umin{51,52}(a)v R61 (a) N R€2 (a) = Rmin{51,52}(a)v

tzn. prunik dvou (redukovanych) okoli bodu a je opét (redukované) okoli tohoto bodu a jeho
polomér je roven mensimu z polomeéru téchto dvou okoli.

Diikaz. Uvazujme dvé okoli bodu a s poloméry &1, €2, pitom necht pro urcitost plati e; < &9
(v opa¢ném piipadé okoli preznac¢ime). Potom

a—ea<a—¢g<a<a+t+e La+eo,

tedy
Usy(a) = (a—er1,a+¢€1) C (a—e2,a+¢e2) =Us,(a).
S vyuzitim Cviceni[1.30[(9) dostdvdme

Uz, (a) N Uz, (a) =U;, (a)

Protoze 1 = min{ey, &2}, tvrzeni plati. Podobné se provede dukaz pro redukované okoli. O

Véta 2.54. Necht a,b € R, a # b. Pak existuji U(a) a U(b) takovd, Ze
U(a) NU(D) =0,

tzn. tato okoli jsou disjunkini.

Diikaz. Uvazujme a,b € R navzdjem rizné, z éehoz plyne |a — b| > 0 (viz Pozndmku [2.49).
Oznaéme ¢ = |a — b|/2 a uvazujme okoli U.(a) a U.(b). Dokézeme, ze jsou disjunktni —
sporem. Tedy naopak predpoklddejme, ze U.(a) NU:(b) # (), tzn. existuje z € R takovy, ze
x € U:(a) a soucasné x € U-(b). Pak plati

la—bl=la—z+z—-b<|a—z|+|z—b<e+e=2=|a—1,

kde jsme v prvni nerovnosti pouzili trojihelnikovou nerovnost a v druhé nerovnosti definici
okoli. Odtud dostavéame |a — b| < |a — b|, coz je nepravdivy vyrok. Tato dvé okoli jsou tedy
disjunktni. O

Neékdy je potfeba uvazovat jen ty body z okoli bodu a, které jsou od néj ,napravo®,
resp. ,nalevo“. Definujeme jednostrannd okoli.
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Definice 2.55 Necht a,e € R, € > 0. Mnozinu
UF(a)={zeR;|lzr—a|<eAz>a}=[a,a+¢)
nazyvame pravym €-okolim bodu a, mnozinu
U (a)={zeR;|jz—al|<eAz<a}=(a—e¢,qd]
nazyvame levym e-okolim bodu a, mnozinu
Ri(a)={reR;0<|z—a|<eAxz>a}l=(a,a+¢)
nazyvame pravym redukovangm e-okolim bodu a a mnozinu

Ro(a)={zeR;0<|z—a|]<eAnz<a}=(a—c¢,a)

€S

nazyvame levym redukovangm e-okolim bodu a.

4

Poznamka 2.56 Pro jednostrannd okoli plati podobnd tvrzeni jako pro ,oboustranna’
okoli.

(a) Prunik dvou pravych/levych (redukovanych) okoli stejného redlného ¢isla je opét pra-
vé/levé (redukované) okoli tohoto ¢isla.

(b) Pro a,e € R, € > 0 plati
Us(a) =U (a) UUS (a) & Re(a) =R (a) URL (a),
fo} =U- (@) U (@) & 0 =R:(a) "R ()
Definice 2.57 Nechf () # M C R, a € R. Rekneme, ze a je vnitini bod mnoziny M, jestlize

existuje U(a) takové, ze
U(a) C M.

Mnozinu v8ech vnitinich bodi mnoziny M nazyvame vnitikemn mnoziny M, znac¢ime int M.
Poznamka 2.58 7 ptedchozi definice okamzité plyne, ze vnitini bod mnoziny je jejim

prvkem, tzn.
int M C M.

Piiklad 2.59 Urcete vnitiek mnoziny M = [0,1).

Resend. 7 Poznamky plyne, ze mé smysl uvazovat pouze prvky mnoziny M. Zactnéme
tieba ¢islem 0. Ptdme se, zda existuje takovy interval (—e,e) = U:(0), ze

(—e,e) C[0,1)7

Evidentné ne, protoze, at je € sebemensi, interval (—e, €) vzdy obsahuje ¢islo —¢/2 < 0, které
nepatii do [0,1). Tedy 0 neni vnitini bod intervalu [0,1). Vezméme a € (0,1). Polozime-li

¢ = min{a, 1 — a},
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pak se snadno pfesvédcime, ze (a —e,a +¢€) C (0,1). Tedy pravé kazdé ¢islo z intervalu
(0,1) je vnitinim bodem M, tzn.

int[0,1) = (0,1).

2.10 Rozsitena mnozina realnych cisel

Mnozinu realnych ¢isel je mozno smysluplné rozsitit jesté o dva prvky. Budeme jim fikat
plus nekonecéno a minus nekonecno a znacit symboly +o0o a —oo. Pro jednoduchost bu-
deme zkracené misto +oo psit prosté oo a nazyvat jen nekonecéno (v nasem kurzu si to
muzeme dovolit, ale napt. v kurzu funkce komplexni proménné se setkame s ,,komplexnim*
nekonecnem, které se znac¢i symbolem oo, a je odlisné od naseho +o0). Pfitom mnozinu

R* =R U {00, —o0}

budeme nazyvat rozsirenou redlnou osou nebo rozsirenou mnozinou redlngch ¢isel. Smyslu-
plnost této definice ocenime az v dalsich kapitolach. Déle je tieba rozsitit zdkladni ,operace*
a relaci usporadani z R na R*. Podobné s vyhodou rozsitime pojem okoli realného ¢isla i pro
body 0o, —oco. Redlnym ¢&islim budeme fikat vlastni ¢isla, prvkim oo a —oo budeme fikat
nevlastni c¢isla.

Poznamka 2.60
(a) Rozsifme definici s¢itani na R* takto:

o jelliaceR, paka+oo=0+a=00,a—00=—00+a=—00,
® 00 + 00 = 00,

o —00+ (—00) =—00—00=—00.

Definici nasobeni a umocnovani rozsitime tato:

e jelliaeR, a>0,paka-co=00-a=00,a-(—0)=(—0) a=—00,
e jelliaeR, a<0,paka-co=00-a=—-00, a-(—0) =(—0) a= 00,
® 0000 = (—00) - (—00) =00, 00 (—00) =—00-00=—00,

e je-lin € N, pak 0o = 00, (—00)" = (—1)"00,
Odcitani a déleni definujeme takto:

e jelliaeR ptka—oc0o=—-0—a=-00,0—a=a—(—x) =0,
e 00— (—00) =00, —00 — 00 = —00,

e je-lia € R, pak a/oo = a/(—o0) = 0.
Absolutni hodnotu nevlastnich ¢isel definujeme jako

| + 00| = .

(b) Vysledky aritmetickych operaci nevlastnich ¢isel jsme neuéinili libovolné ale ze zcela
konkrétnich diuvodu — kvili jednoduss{ formulaci Vét a



66 KAPITOLA 2. REALNA CISLA

(c) Dulezité je také zminit vyrazy, jejichz vysledky nedefinujeme — fikdme jim neurcité.

e 00+ (—00), —00 + 00, 00 — 00, —00 + 00,

e 0-(£o00), £00 -0,

o IO Foo

+oo? +oo

Poznamka 2.61 Ptedchoz{ definici vyrazu s nevlastnimi ¢éisly (a neurcité vyrazy) si lze
snadno zapamatovat takto: Pod bodem oo si lIze predstavovat obrovské ¢islo a pod —oo si
lze predstavovat obrovské zaporné ¢islo. Pak a 4+ oo lze chapat jako soucet néjakého cisla
a obrovského c¢isla, coz da obrovské ¢islo, apod. Tato tivaha ovSem selhdva u neurcitych
vyrazu. Napf. neur¢ity vyraz oo — oo je problematicky v tom, Ze odectenim dvou velkych
obrovskych ¢isel muzeme dostat cokoliv, podle toho, ,,jak se od sebe ta ¢isla lisi* — vysledek
muze byt nula, stejné tak jako to muze byt obrovské ¢islo ¢i cokoliv jiného. Pfesny duvod
zavedeni aritmetickych operaci pro nevlastni ¢isla a divod existence nevlastnich vyrazu si
ukéazeme v kapitole o posloupnostech realnych cisel.

Rozsitit muzeme také relaci usporadani na R* a to takto:
e je-li a € R, definujeme —oo < a < o0,
e —00 < 0.

Tato rozsifena relace je relaci usporadani na R*, které je navic iplné a budeme ji znacit
stejngm znakem < i kdyZ jde vlastné o jinou o relaci. Protoze pro kazdé a € R plati a # oo,
a # —00, —00 # 00, plati i ostré nerovnosti: —oo < a < 0o pro kazdé a € R a —oco < 00.
Poznamka 2.62 Je tedy dulezité si uvédomit, ze v této chvili tu mame dvé riuzné iplné
uspofddané mnoziny, a to (R,<) a (R* <) Pfitom tplné usporddand mnozina (R*, <)
ma nejmensi i nejvétsi prvek: —oo a co. Proto tedy kaZdd podmnoZina R* je ohranicend
(tedy i kazdd podmnoZina R) vzhledem k této ,rozsitené“ relaci uspordadani. Jestlize se bu-
deme déle vyjadfovat o ohrani¢enosti podmnoziny redlnych ¢isel budeme tim vZdy rozumét
ohranicenost vzhledem k relaci usporadani na R.

Nyni muzeme rozsifit pojem suprema a infima v R* i pro neohrani¢ené mnoziny.

Definice 2.63 Nechf () = M C R.
e Je-li M neohranicena shora (v R), definujeme sup M = oc.
e Je-li M neohranicend zdola (v R), definujeme inf M = —oc.
Poznamka 2.64 Definice by néds neméla piekvapit. Supremum mnoziny ohranicené
shora (v R) jsme definovali jako nejmensi horni zdvoru této mnoziny. Oproti tomu neo-
hrani¢ené mnoziny (v R) nemaji v R horni zavoru, ovSsem oo € R* je zdvora kaZdé mnoziny

redlnych cisel. Je-li takovd mnozina neohranicena v R, pak oo je jedinou, tedy nejmensi
horni zavorou (v R*). Definice nam v budoucnu umozni elegantnéjsi formulaci vét.

Cvicéeni 2.65 Dokazte: Je-li ) # M C N C R, pak
supM <supN a infM >inf N.

Nakonec jesté zavedeme pojem okoli a redukovaného okoli nevlastnich bodu.
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Definice 2.66 Necht € € R, ¢ > 0. Mnozinu

nazyvame e-okolim bodu co. Mnozinu
Re(00) = Ug(c0)

nazyvame redukovanym e-okolim bodu co. Mnozinu

nazyvame e-okolim bodu —oco. Mnozinu
Re(—00) = U (—00)
nazyvame redukovangm e-okolim bodu —oo.

Cviceni 2.67 Dokazte, ze pro a € R*, e1,e9 € R takovéd, ze 0 < g1 < g9, plati
U, (a) CUHp(a) a Re(a) C Reyla).
Veéty a je mozné zobecnit i pro okoli ¢isel z R*.

Veéta 2.68.
(l) Necht a € R*, €1,e9 € R, 1,9 > 0. Pak

u€1 (a) N u€2 (a) = umin{61,€2}(a) a REl ((I) N REQ ((I) = Rmin{€1,62}(a)’

tzn. prunik dvou (redukovangch) okoli stejného bodu z R* je opét (redukované) okoli
tohoto bodu.

(i1) Necht a,b € R*, a <b. Pak existuji U(a) a U(b) takovd, Ze
U(a) NU(b) =10,

a navic plati

Ve elU(a) Vy eU(d) : = <y.

Diikaz. ad (i): Uvazujme dvé okoli U, (a), Uz, (a), piitom predpokladejme, ze 0 < g1 < e
(pokud to neplati, pfeznacime €; za €3), tzn. e; = min{eq, e2}. Pak podle Cviceni [2.67] plati
U, (a) CUzy(a) a tedy

U, (a) N Ue, (a) =U;, (a)
Stejné dokdzeme pro redukovana okoli.
ad (ii): Opét vzhledem k Vété stac¢i dokdzat ptipad, kdy a nebo b je nevlastni. Necht
a € R a b= oco. Za polomér okoli bodu a si muzeme zvolit kladné ¢islo € tak, aby a+¢& > 0,

a za polomér okoli bodu co zvolme
1

a+¢e
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Pak totiz a+¢ = 3 a tedy U-(a) a Us(co) jsou disjunktni. Podobnou dvahu miizeme provést
v pifpadé, Zze a € R a b = —oo. Necht nyni a = —oo, b = oo. Pak z Definice automaticky
plyne U:(—o00) NU.(c0) = 0, at uz e zvolime jakkoliv. Nerovnost mezi prvky jednotlivych
okoli plyne z uvedené konstrukce. O

Poznamka 2.69

(a) Z Vety vidime, ze se k okolim bodu muzeme chovat stejné, nezévisle na tom,
zda jde o okoli bodu vlastnich ¢i nevlastnich. V dalsich kapitolach tohoto skripta
toho budeme velmi vyuzivat — podstatné se zkréati dikazy spousty vét, protoze nebyt
tohoto jednotného znaceni, v dikazech by se musely vySetfovat piipady pro vlastni
a nevlastni body zvI4st.

(b) V pifpadé potieby lze definovat jednostrannd okoli nevlastnich bodu takto: U™ (—oo) =
U(—o0), RT(—00) = R(—0), U™ (00) = U(x) a R (c0) = R(o0). Ostatni jedno-

strannd okoli zjevné nemaji smysl.



Kapitola 3

Posloupnosti realnych c¢isel

Ustrednim pojmem matematické analyzy je pojem redlné funkce a jeji limity. Ten druhy
pojem je pomérné komplikovany na pochopeni — podrobné se s nim sezndmime v kapitole
specidlnim typem realné funkce redlné proménné — budeme mu tikat posloupnost redlngch
¢isel. Na ném si mimo jiné poprvé predstavime pojem limity.

3.1 Posloupnost a jeji graf

Posloupnost redlnych ¢isel je matematickym modelem pro ,nekonecny usporadany seznam
realnych ¢isel“, podrobnéji:

e kazdd polozka tohoto seznamu (budeme ji Fikat clen posloupnosti) bude oc¢islovana
pravé jednim piirozenym ¢islem (tzv. indexem) — posloupnost bude mit prvni ¢len,
druhy ¢len, deséty clen, atd. (odtud ta ,nekoneénost“),

e zaménime-li hodnoty dvou ruznych ¢lent, dostavdme jiny seznam (odtud ta ,,uspoia-
danost*).

Oblibenym piikladem posloupnosti je tfeba nésledujici

11111111
7273747576777879?"'7
kde je tfeba dodat, ze jsme vypsali pouze jejich prvnich devét ¢lenti. Pokud nebude fe¢eno
jinak, dalsi ¢leny takto zadané posloupnosti budou urceny podle pravidla, na které lze
snadno prijit z jiz vypsanych ¢lentu. Napf. zde jde o posloupnost, jejiz hodnota n-tého ¢lenu
je rovna ¢islu % (n je néjaké prirozené ¢islo — budeme mu fikat inder a udava potradi ¢lenu).
Aby se predeslo nejasnostem, muzeme tuto posloupnost vyjadrit také takto:

11111111 1

175753175767?7§7§a"'7ﬁ7"'
kde je jasné, ze n-ty ¢len je roven zlomku 1/n. Tedy napi. druhy ¢len je %, desaty clen je

1—10, atd.

Poznamka 3.1 Na stiedni Skole se studenti setkaji s pojmem koneéné posloupnosti — tu
lze chapat jako matematicky model koneéného seznamu redlnych ¢isel. My se v tomto kurzu
budeme zabyvat vyhradné nekoneénymi posloupnosti — pravé kvuli oné ,nekonecnosti“; tedy

69
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slovo ,nekoneény* budeme vynechavat. Budou nas zajimat jevy, které v koneéném pripadé
nenastanou. Zejména nas bude zajimat, co se déje s ¢leny posloupnostmi pro rostouci index
— priblizuji se k néjaké hodnoté, ¢i ne? Pokud ano, jak to pfesné vyjadfit, jak tyto hodnoty
spocitat, kolik jich muze byt, a k ¢emu vSemu by to mohlo byt dobré?

Nyni pristupme k formalni definici posloupnosti.

Definice 3.2 Posloupnosti redlngch ¢isel rozumime zobrazeni mnoziny N do mnoziny R. Je-
li a posloupnost, pak obraz ¢isla n € N v tomto zobrazeni (tj. ¢islo a(n)) zna¢ime symbolem
a, a nazyvame n-ty clen posloupnosti; ¢islu n (coz je vlastné prvek z definiéniho oboru
posloupnosti) fikame indez tohoto ¢lenu. Posloupnost se misto jednoho pismena a zapisuje
prostfednictvim svych ¢lenu, tzn. napft {a,},.; (nebo jen {a,}) ¢i

a1,0a2,a3,...,0p,...

Konkrétni posloupnost byva zaddna rtznymi zpusoby. Jednou z moznosti je zadani
vyctem jejich ¢lend, s ¢imz jsme se jiz setkali hned na zacatku kapitoly, napf.

1,2,5,8,10,40,5, ...

kde prvni ¢len je ¢islo 1, tfeti ¢len je ¢islo 5, atd. Nevyhodou tohoto zadéni je fakt, ze
nevime jaké cleny dal nésleduji (to je nepiijemné, protoze na téch zbyvajicich ¢lenech bude
zalezet nejvice). Proto je tento zpusob vhodny v piipadé, ze ze zadanych ¢isel je mozné
usoudit, jak budou vypadat dalsi ¢leny. Uvazujme tuto posloupnost:

112123123

FETIT5 55
Odtud je asi jasné, ze ¢leny této posloupnosti tvoii skupiny zlomku o stejném jmenovateli
s rostoucim ¢itatelem. Tedy dalsi ¢leny by mély byt 4/5, 1/6, 2/6, 3/6, atd.
Uvazujme dale posloupnost
1,-1,1,-1,...,

kde vidime mnohem jednodussi pravidlo pro urceni dalsich ¢lenti: ¢leny s lichym indexem
jsou rovny 1 a ¢leny se sudym indexem jsou rovny —1. To nds muze piivést k mySlence, Ze n-
ty ¢len této posloupnosti je ve tvaru (—1)". Tim se dostavame k dalsimu (nejpouzivanéjsimu)
zpusobu zépisu posloupnosti — predpisem pro n-ty ¢len. Misto vypisovani jednotlivych ¢lenu
posloupnosti muzeme (pokud to jde jednoduse) vypsat pouze vzorec k vypoétu n-tého ¢lenu
posloupnosti. Napt. posledné zminéna posloupnost muze byt zaddna takto

{(=D)" 2y

Tento zpusob je uspornéjsi, ale nemusi vzdy déavat dobrou predstavu o posloupnosti jako
zadani vyctem. Proto se nékdy pouziva zpusob, ve kterém se kombinuji oba typy. Posledné
zminénou posloupnost Ize zapsat takto

~1,1, 1,1, (=D, ...

Tento zpusob kombinuje piesnost a piehlednost s dobrou piedstavou o ¢lenech posloupnosti.
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N|—= 4+
[
]

D= +
(S
N
Wi~ +

Obrazek 3.1: Cleny posloupnosti {%}Zozl

Dalsim pouzivanym zpusobem jak vyjadiit danou posloupnost je rekurentni zaddnd.
V tomto pripadé je zadano prvnich par ¢lenu spole¢né s pravidlem, pomoci kterého vypocita-
me hodnotu ¢lenu posloupnosti v zdvislosti na nékolika predchozich. Naptiklad posloupnost

1,-1,1,—1,...,(=1)",...

1ze rekurentné zadat tieba takto

ar =1, apny+1 = —an, n €N
Pro¢? Prvni ¢len je piimo zadan, je roven 1. Druhy ¢len vypocCteme z predpisu ant1 = —ay,
kde za n dosadime ¢islo 1. Dostaneme as = a14+1 = —a; = —1. TTeti ¢len opét vypoclteme
dosazenim do tohoto vzorce pro n = 2, tzn. ag = az41 = —ags = —(—1) = 1, a takto

pokracujeme déle. Nevyhoda tohoto zpusobu spoc¢iva v tom, ze chceme-li spocitat hodnotu
n-tého ¢lenu posloupnosti, je potieba nejprve urcit cleny predchozi.

Piiklad 3.3 Velmi znamou posloupnosti je posloupnost Fibonacciho. Jde o posloupnost,
ke které dosel Leonard Pisédnsky (zndmy jako Fibonacci) v 13. stoleti pfi popisu vyvoje
populace kréliku za idedlnich podminek (n-ty clen posloupnosti pfedstavuje pocet paru
kraliku v n-tém roce). Tato posloupnost se nejcastéji zadava rekurentneé:

a1 =1, as=1, apy2=an+1+an, n€N.
Snadno vypocitdme nékolik prvnich ¢lenu této posloupnosti:
1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, . ..

Fibonacciho posloupnost 1ze zadat i pomoci predpisu, a to

5+¢5<1+\/5>“+5_¢5(1—¢5)“

10 2 10 2

n=1

Nevérite? Ovéite pro prvnich par ¢lent! Na tomto piikladu je pékné vidét, ze nékdy je
rekurentni zadéni lepsi (mnohem jednodussi) nez predpisem.

Jak si danou posloupnost dobie predstavit? Nejlépe poslouzi vhodny obrazek. Muzeme
si na redlnou piimku vykreslit ¢leny dané posloupnosti, napt. ¢leny posloupnost {1/n} >,
Ize zobrazit jako na Obrazku Toto zobrazeni nam ale nevyjadi{ potadi ¢lent. To bychom
mohli vylepsit tak jako na Obrazku Tento zptsob budeme vyuzivat v ptipadech, kdy
konkrétni hodnoty nejsou dilezité. Mnohem piehlednéjsi zpusob nacrtnuti ¢lent posloup-
nosti je pomoci grafu posloupnosti.

Poznamka 3.4 Protoze posloupnost je specidlni typ zobrazeni, mame jiz automaticky

i pojem grafu posloupnosti. Grafem posloupnosti {an},-, je relace

graf a, = {(n,a,) : n €N},

tedy mnozina vsech usporadanych dvojic (index, ¢len posloupnosti).
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Jestlize jsme si vypocitali prvnich par ¢lenti dané posloupnosti, je velmi vyhodné na-
kreslit si jeji graf. Ma to ovSem stejnou nevyhodu jako zapsani vyc¢tem — nejsme schopni
zobrazit vSechny ¢leny posloupnosti (vlastné nikdy nenakreslime graf cely, pouze jeho ¢ast).
Nicméné je viele doporucovano kreslit si grafy posloupnosti kvuli lepsi predstavé.

Piiklad 3.5 Nakreslete graf posloupnosti {%}2021

Resend. Graf posloupnosti vykreslime tak, Ze na horizontélni osu vynasime pfirozend éisla
(body definiéniho oboru posloupnosti) a na vertikdlni osu redlnd ¢isla (funkéni hodnoty
posloupnosti, tedy ¢leny posloupnosti) — viz Obrazek O

3.2 Monoténni a ohranicené posloupnosti

U posloupnosti nds hodné zajimé to, jak se vyvijeji ¢leny posloupnosti s rostouci indexem.
Nejprve nas bude zajimat, zda je tento vyvoj ,stejnym smérem“ — tzv. monoténni. A protoze
¢lenu posloupnosti je nekoneé¢né mnoho, bude nés také zajimat, zda jeji ¢leny tvori omezenou
mnozinu.

Definice 3.6 Posloupnost {a,},. | se nazyva
e rostouct, jestlize Vn € N @ a, < an+1,
o klesajici, jestlize Vn € N : a, > apq1,
o neklesajici, jestlize Vn € N @ a, < anq1,
e nerostouct, jestlize Vn € N 1 ap > apy1.
Souhrnné se takovym posloupnostem fika monoténni posloupnosti; posloupnostem ros-
toucim a klesajicim se navic fika ryze monoténni.
Poznamka 3.7

e Pojem monoténni posloupnosti je velmi intuitivni. Napiiklad rostouci posloupnost je
podle definice takova, jejiz kazdy ¢len je vétsi nez predchézejici.

e Na otdzku monoténnosti 1ze jednoduse odpovédét pohledem na graf posloupnosti.
Podivame-li se na Obrazek muzeme odhadnout, ze dand posloupnost je klesajici.
Miuzeme ale jen hadat. Duvod je poiad stejny: Nikdy nenakreslime graf cely, jen
jeho ¢ést. Zda-li se nam podle ¢éasti grafu posloupnost tieba rostouci, nemame tplnou
jistotu, ze tento trend bude zachovan, protoze tfeba od stého ¢lenu muze posloupnost
»zacit klesat“. Treba graf posloupnosti

{n(20 —n)}2

n=1

VNN — ] ] ] ]
LLLE N N T T T T

a; a4 Qs a9 al R

oo
n=1’

Obrézek 3.2: Cleny posloupnosti {a,} kde a,, = %, n € N.
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Obrézek 3.4: Graf posloupnosti {n(20 —n)}. 2

n=1"

muzeme vidét na Obrazku 7 néj bychom mohli mylné usoudit, ze jde o rostouci
posloupnost kladnych ¢isel. Ale tfeba jeji dvacaty ¢len je nulovy. Tedy rostouci tato
posloupnost byt rozhodné nemuze. Fakt, zda posloupnost je ¢i neni monoténni, je
vzdy potieba dokazat podle definice — viz Piiklad

Piiklad 3.8 Vysetfete monoténnost nasledujicich posloupnosti:
() {3} (b) {¥/3},, (@) {(=D)"}2r

Resend. Nejprve je tieba rozhodnout, jaka by posloupnost mohla byt — podle prvnich par
¢lenu této posloupnosti. Pokud se budou ¢leny s rostoucim indexem zvétSovat, ma smysl
pokusit se dokédzat, ze posloupnost je neklesajici (nebo dokonce rostouci). Jestlize napi.
zjistime, ze ,nejprve ¢leny rostou a pak klesaji*, nemuze jit o monoténni posloupnost.

ad (a): Spoctéme nejprve prvnich pér ¢lenu. Plati

{ n }OO ) 11315
2 =1 272787473277

Odtud by se mohlo jevit, ze posloupnost by mohla byt nerostouci (nikoliv klesajici — a to
kvuli rovnosti prvnich dvou ¢élent). Dokazme tedy, ze pro kazdé n € N plati nerovnost

el
2n+1 - on

Vynéasobenim této nerovnosti vyrazem 27! a po dalsich ekvivalentnich tipravach dostdvame
nerovnost n > 1. Tato nerovnost plati pro vSechna n € N, tedy posloupnost je skutecné
nerostouci.
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ad (b): Vypocitat prvnich par clenu bez vypocetni techniky by bylo obtiznéjsi. Prvni ¢len
je zfejmé roven 3 a druhy c¢len je roven é&islu jehoz druhd mocnina je rovna 3. To bude
ziejmeé ¢islo mensi nez 3. Tteti ¢len by mohl byt jesté mensi. Ovéime tedy nasi hypotézu,
ze posloupnost je klesajici. Staci ovérit, ze pro vSechna n € N plati

"3 < /3.

ODbé strany této nerovnosti muzeme napiiklad umocnit na n(n+1), nasledné podélit kladnym
vyrazem 3" a dostavame ziejmé pravdivou nerovnost 1 < 3 (nebo misto umociovani jed-
noduse zlogaritmujeme). Ta vskutku plati pro vSechna ptirozend n (n se ani na jedné strané
totiz nevyskytuje), tedy posloupnost je klesajici.
ad (c): Vypoctéme nejprve prvnich pér ¢lenu

{(=)"}>2, -1,1,-1,1,-1,...

n=1

Po vypoc¢tu prvnich dvou ¢lenu této posloupnosti lze usoudit, ze pokud je posloupnost
monoténni, muze byt jediné nerostouci (dokonce i klesajici) — tzn. spliuje podminku a, 11 <
an pro véechna n € N. OvSem po vypoctu tietiho clenu dochazime k zavéru, Ze ani to neplati,
protoze nerovnost neni splnéna jiz pro n = 2. Tedy posloupnost neni monoténni. O

Dalsi dulezitou vlastnosti posloupnosti je jeji ohrani¢enost. Tu definujeme jakozto ohra-
ni¢enost mnoziny jejich ¢lenu.

Definice 3.9 Posloupnost {a,},- se nazyva zdola ohranicend/shora ohranicend/ohrani-
¢end/neohranicend, je-li takovy jeji obor hodnot (tzn. mnozina jejich ¢lenu). Posloupnost
se nazyva zdola neohranicend, neni-li zdola ohrani¢ena. Posloupnost se nazyva shora neo-
hraniéend, neni-li shora ohranicend (misto slova ,ohrani¢ena® lze pouzit slovo ,,omezend*).

Supremum /infimum posloupnosti {a,},- ; definujeme jako supremum/infimum mnoziny
jejich ¢lenu, zna¢ime sup a, /inf a,,. Existuje-li nejvétsi/nejmensi prvek mnoziny ¢lenu po-

e 00 14 o senses . 97 = . oo <.

sloupnosti {a,}, ;, fikdme mu nejvétsi/nejmensi clen posloupnosti {a,},”, a znacime
max @, /min a,.

Priklad 3.10

1. Posloupnost {n} °, mé mnozinu svych ¢lenu rovnu {1,2,...} tedy mnoziné vsech
prirozenych ¢isel. Tato mnozina je shora neohrani¢end. Tedy podle Definice je
i posloupnost {n};? | neohranicena shora. Déle, protoze N je ohranic¢end zdola (napf.
¢islem 1), je tato posloupnost ohranicend zdola (rovnéz ¢islem 1). Ziejmeé tedy plati,
7€ max n neexistuje a
infn =minn =1, supn = co.

2. Posloupnost {1/n};2 | je ohrani¢end, protoze mnozina jejich prvku {% : n €N} je
ohrani¢end (zdola ¢fslem 0 a shora &fslem 1). Plati, Ze min = neexistuje,

3. Posloupnost {(—1)"}>? ; mé dvouprvkovou mnozinu ¢lent, konkrétné je to mnozina

{1, —1}. Ta je evidentné ohrani¢n4, takze to samé muzeme Fict i o posloupnosti. Zrejmeé

max(—1)" =sup(—1)" =1, min(—1)" =inf(-1)" = —1.
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4. Posloupnost {(—1)"n},2 je neohrani¢end zdola i shora. Tedy min(—1)"n ani max(—1)"n

neexistuji a
sup(—1)"n = oo, inf(—1)"n = —oc.

Ovétte!

Definice 3.11 Posloupnosti, jejiz obor hodnot je jednoprvkova mnozina, se iika konstantni
(nebo staciondrni).

Poznamka 3.12 Mélo by byt jasné, Zze konstantni posloupnost neni ani rostouci ani klesaji-
ci, ale pfitom je neklesajici a zaroven nerostouci. Dale, konstantni posloupnost je ohranicené.

Cviceni 3.13

1. Vypoctéte prvni ¢tyfi cleny Fibonacciho posloupnosti z Prikladu pomoci jejiho
predpisu.

2. Dokazte, ze posloupnost {a,}, -, je ohrani¢end prévé tehdy, kdyz existuje K € R,
K > 0 tak, ze
VneN : |ay| < K.

3. Dokazte, ze kazda nerostouci posloupnost je ohranic¢end shora a kazda neklesajici
posloupnost je ohrani¢end zdola!

4. VysSetfete ohrani¢enost a monotonnost nasledujicich posloupnosti:

(a) {n?},2,. () {312,

(b) {¥/n}ls (f) {n*},2, vzhledem k a € R,
(c) {%}Zo:p (g) {q"},2, vzhledem k ¢ € R,

(d) {2"},21, (h) {/a};2, vzhledem k a > 0.

3.3 Definice limity posloupnosti

Limita posloupnosti je tstfednim pojmem matematické analyzy. Pochopeni tohoto pojmu je
zasadni, ovSem pro zacateCnika ne zrovna nejjednodussi. Duvodem je také to, ze definice je
ve formé testu, kde se vyskytuje vyrok se tfemi za sebou jdoucimi kvantifikatory odlisného
typu, coz zacateénik velmi tézko udrzi v hlavé soucasné. Tato zatéz zde bude zmirnéna
definovanim pomocného pojmu, ktery umozni proces pochopeni rozdélit do dvou snéaze
zvladnutelnych krok.

Definice 3.14 Nechf V(n) je vyrokova funkce s volnou proménnou n € N. Rekneme,
ze ,V(n) plati pro skoro vSechna n € N* (zkrdcené: ,pro s.v.“) neboli ,V(n) plati pro
dostatecné velkd n“, jestlize existuje ng € N tak, ze pro vSechna n € N, n > ng plati vyrok
V(n), tzn.

dng e NVn e N, n>ng : V(n).

Je to tedy jakasi forma obecného kvantifikdtoru pro pfirozend ¢isla. K jeho pochopeni
je vhodné vénovat mu néjaky cas.
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Priklad 3.15 Dokazte, ze plati

2" > 10 pros.v.n €N,

Resend. Jiz graf posloupnosti {2"}>° | nds muze utvrdit v tom, ze toto tvrzeni je pravdivé
(kreslete!). Dokazme to. Snadno lze spocitat, ze 24 = 16 > 10, tzn. nase nerovnost plati pro
alespoil n = 4. Protoze {2"},7 | je také rostouci (dokazte!), pro vSechna n > 4 platf

2" > 924 > 10,

tzn. nerovnost 2" > 10 plati pocinaje ¢islem ng = 4. Navic, protoze 23 = 8 < 10, éislo étyfi
je nejmensi prirozené Cislo, které lze za ng zvolit. To ale pro nds neni dulezité, podstatna je
pouhd existence takového ng! O

Lemma 3.16. Nechf a € R. Pak n > a pro s.v. n € N.

Drikaz. Podle Archimedova axiomu existuje ng € N spliujici ng > a. Pro v8echna n € N,
n > ng ziejmé podle tranzitivity nerovnosti také plati n > a. a

Piiklad 3.17 Dokazte, ze pro kazdé € € R, € > 0 plati

1
—<e¢e pros.v.n €N,
n

Resend. Zvolme ¢ € R, e > 0 libovolné. Nerovnost v dokazovaném tvrzeni je pro kazdé n € N
ekvivalentni s nerovnosti

1
n>-.
€
Ta podle Lemmatu plati pro s.v. n € N (dosadime-li a = 1/¢). O

Priklad 3.18 Zjistéte, zda je pravdivy vyrok ,pro skoro vSechna n € N plati, ze n je sudé
cislo“.

Resend. Predpokladejme, ze vyrok je pravdivy a ng je index z Definice Pak ng je sudé
nebo neni sudé. Pokud by ng bylo sudé, pak vyrok ,ng+ 1 je sudé ¢islo“ neni pravdivy a
pokud ng by bylo liché, pak zase vyrok ,ng je sudé ¢islo“ neni pravdivy. Dostavame se tak
do sporu s pfedpokladem. Vyrok tedy neni pravdivy. O

Cviceni 3.19 Zjistéte, které z nerovnosti plati pro skoro vsechna n € N (v kladném piipadé

urcete ng z Definice [3.14]):

(a) Inn > 10, (b) e™ < 5, (c) n! > 1000.

Nyni se pojd'me koneéné podivat na pojem limity posloupnosti. Souvisi piedevsim s vyvojem
hodnot ¢lent posloupnosti s ¢im dal vétsim indexem. A pro¢? Duvodu je celd fada. Za
viechny uved'me tento jednoduchy piiklad.
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Obrézek 3.5: Graf posloupnosti {a,},. | z Prikladu

Priklad 3.20 Uvazujme posloupnost {ay}, -, zadanou rekurentné:

1
a; =1, an+1:§+an—1ai, n € N.

Vypoctéme par prvnich élenu (zaokrouhlené na prvni 4 mista za desetinnou teckou):
1,1.25,1.3594, 1.3974, 1.4092, 1.4127,1.4138, 1.4141, 1.4142, 1.4142, . ..

Vidime, ze devaty a desaty ¢len vypadaji stejné, a kdybychom vypsali dalsi, zjistili bychom,
ze jsou uplné stejna. To plati samoziejmé proto, ze nevidime dalsi platné ¢islice. Kdybychom
si vypsali tato ¢isla s vice desetinnymi misty, zjistime, Zze od 30-tého ¢lenu maji prvky této
posloupnost hodnoty cifer na prvnich patnacti desetinnych mistech tyto:

an = 1.414213562373095, n > 30.
Umocnime-li t¥icaty ¢len na druhou, dostdvame
a3y = 1.9999999999999996.

Neni to ndhoda. Zadani nasi posloupnosti lze chapat jako zptisob, pomoci kterého pocitame
piiblizné ¢islo /2 a tedy éislo
lan — V2|

lze chépat jako velikost chyby, které se dopoustime — ¢im mensi je toto ¢islo, tim vétsi je
presnost. V tomto piipadé tvrdime, ze se ¢leny této posloupnosti ,neomezené piiblizuji*
k pfesné hodnoté v/2. Co se tim mysli presné?

Neomezenym piiblizovanim ¢lentt a, k /2 rozumime fakt, ze kdyz si zvolime libo-
volné malé kladné éislo e, pak n-ty ¢len posloupnosti {a,}oc; mé od v/2 vzdalenost mensf
nez predepsané €, a to ,,pro vSechna n dostateéné velka“, coz presné vyjadiujeme kvanti-
fikitorem ,pro s.v. n € N¥ Tedy celkové: pro kazdé ¢ > 0 plati |a, — V2| < € pro s.v.
n € N. Graf posloupnosti spolecné s jeji limitou“ najdete na Obréazku (3.5 O

Nyni koneéné pristupme k samotné definici limity posloupnosti — pro jednoduchost nej-
prve uvedeme vlastni limitu. Pujde o hodnotu (redlné ¢islo), ke kterému se ¢leny posloup-
nosti s rostoucim indexem neomezené priblizugi.

Zobecnime tedy tuvahy z Piikladu takto: Posloupnost {a, },- | se neomezené pfibli-
zuje k redlnému ¢islu L pravé tehdy, kdyz pro libovolné malé kladné e plati, zZe vzdalenost
an od L je mensi nez e pro skoro viechna n € N. Cislu L budeme fikat limita posloupnosti.
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Obrazek 3.6: Definice vlastni limity.

Definice 3.21 Rekneme, ze L € R je vlastni limitou posloupnosti {a,}>, jestlize ke

kazdému € € R, € > 0 plati nerovnost |a, — L| < € pro skoro viechna n € N. Hodnotu

limity posloupnosti (tzn. ¢islo L) budeme znacit symbolem li_}m an. O posloupnosti, ktera
n o

ma vlastni limitu, fikdme, Zze je konvergentni.

Poznamka 3.22
e Okamzité z Definice plyne, ze nh—>120 an = L pravé tehdy, kdyz nh_g)lo la, — L| =0

(ovéite!) To by nés v souvislosti s motiva¢nimi tvahami nemuselo nijak piekvapit.
e Bez pojmu ,s.v. n € N“ lze vyrok z definice limity zapsat takto:
VeeR, e>03Ing e NVneN, n>ng: |a, — L| <e.

coz Cteme ,pro kazdé kladné redlné e existuje prirozené ng takové, ze pro vSechna
prirozend ¢isla n vétsi nebo rovna ng, plati |a, — L| < . Tento zpusob zapisu budeme
pouzivat v konkrétnich piikladech. Tento vyrok je tieba pochopit — zejména umét
nakreslit na obrazku (a ve spravném poradi) — viz Obréazek

e Pii motivovani pojmu limita jsme uvazovali pitklady posloupnosti, jejichz ¢leny ne-
nabyly hodnoty své limity. To ovSem neznamend, ze k tomu dojit nemuze. Uvazujme
napiiklad konstantni posloupnost {1}, kterd m4 vSechny ¢leny rovny ¢islu 1. Limita
takovéto posloupnosti existuje a je rovna ¢&islu 1 — viz Pifklad [3:34]

o0 ).

e Existuji i posloupnosti, které nemaji limitu (napf. {(—1)"},~,

Piiklad 3.23 Dokazte, ze
1

lim — =0.
n—oo n

Resent. Dokazme nyni, Ze nas tip na hodnotu limity posloupnosti {1/ n}>, souhlasi s De-

finici [3.21] Budeme tedy dokazovat pravdivost vyroku: pro kazdé ¢ > 0 plati nerovnost

1
— <e pros.v.n €N,
n

To jsme jiz ovSsem dokézali v Ptikladu O
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Priklad 3.24 Dokazte, ze

Resend. Af uz vypiSeme prvnich par élentt nebo naértneme graf posloupnosti, vidime, ze by
dokazovand rovnost platit méla. Zvolme € > 0 libovolné. Mame dokazat, ze nerovnost
1

271—0’<5

plati pro s.v. n € N. Posledn{ nerovnost si ekvivalentnimi ipravami lze prepsat (proved'te)
na

n > —logy €.
Tato nerovnost ovéem pro s.v. n € N plati podle Lemmatu[3.16] kde staci polozit a = —logy €.
O
Piiklad 3.25 Dokazte, ze
(="
lim = 0.
n—oo N

Resent. Zvolme € > 0 libovolné. Méme dokazat, ze nerovnost

e

n

—0‘<€

plati pro s.v. n € N. Protoze |(—1)"/n| = 1/n pro n € N, vyrok je pravdivy (podle

Piikladu [3.23]). O

Priklad 3.26 Dokazte, ze posloupnost {a,}.-; dand pfedpisem

o

Resend. Posloupnost je zadana trochu jinak nez jsme zvykli, proto si pro jistotu vypisme
prvnich nékolik ¢lent:

pro n sudé,

9] =1

pro n liché

ma limitu rovnu nule.

111111111

Odtud vidime, ze posloupnost neni klesajici ani nerostouci, ale celkové se ¢leny ¢im dal
pfiblizuji k nule — viz Obréazek Zvolme € > 0 libovolné. Pak podle Archimedova axiomu
(viz Priklad [3.23)) existuje ng € N takové, ze

1
— <e.
no

Pak pro kazdé n > ng plati jedna z moznosti:

(a) n je sudé: Pak

1
no

~—0

n

’an_0|: < < €.

S

1 ‘ B
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Obrazek 3.7: Graf posloupnosti {a, },. | z Prikladu

(b) n je liché: Pak

an— 0] = | = —0| = = <L <L o

ap—0l=|—-0|=—< < —<e.

" 2n 2n  n T nyg

V obou piipadech dostavame, ze |a,, — 0] < & pro vSechna n > ny. O

Nyni uvazujme posloupnost {2"}>° . Jde o posloupnost rostouci, pfitom jeji rust ne-
naznacuje, ze by se ¢leny s rostoucim indexem piiblizovaly k néjakému realnému ¢islu, ale
naopak ¢im dal se zvétsuji — a to neomezené. Podobné ¢leny posloupnosti {—2"}>° | se
s rostoucim indexem neomezené zmensuji, pritom tato posloupnost asi také nema vlastni
limitu. Podobné, jako tomu bylo u vlastni limity, chceme presné vyjadrit fakt, ze se ¢leny po-
sloupnosti s rostoucim indexem neomezené zvétsuji resp. neomezené zmensugi. Inspirovani
Definici[3.21] zkusme piesné zformulovat, co myslime vétou ,¢leny posloupnosti se neomezené
zvétsuji pii rostoucim indexu®. Opét muzeme vzit néjakou posloupnost, kterd tuto vlastnost
nemd, napi. {1 —1/n},” . Snadno dokdzeme, ze jde o posloupnost rostouct, ale pfesto se
jeji cleny neomezené nezvétsuji — plati totiz 1 — 1/n < 1 pro v8echna n € N. Podobnou
tvahu lze provést pro posloupnost {2 —1/n} 7, a dalsi podobné. V téchto piipadech vzdy
najdeme horni mez, kterou posloupnost nepiekroci. Naopak, ¢leny posloupnosti {2} | se
budou s rostoucim indexem neomezené zvétSovat: pokud vezmeme jakkoliv velké ¢islo, musi
¢leny dané posloupnosti od jistého indexu byt vétsi nez toto ¢islo. To lze zapsat jako: ,,pro
kazdé K € R plati nerovnost a,, > K pro s.v. n € N“. K podobnému tvrzeni dochézime pfi
neomezeném zmensovani.

Definice 3.27 Necht {a,} - je posloupnost redlnych ¢isel.

(a) Rekneme, ze {an},2 | mé nevlastni limitu oo, jestlize pro kazdé K € R plati nerovnost

an > K pro s.v. n € N, neboli
VKeRInpeNVREN, n>ng : a, > K. (3.1)

Tento fakt zna¢ime lim a, = oo a fikdme, Ze posloupnost diverguje k oco.
n—oo

(b) Rekneme, 7e {an};2, mé nevlastni limitu —oo, jestlize pro kazdé K € R plati nerov-
nost a, < K pro s.v. n € N, neboli

VKeRIngeNVREN, n>ng : a, < K.

Tento fakt znacime lim a, = —oco a fikdme, Ze posloupnost diverguje k —oo.
n—oo
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Obrazek 3.8: Definice nevlastni limity co

Poznamka 3.28 Podobné jako u vlastni limity, je potfeba zcela pochopit vyroky v Definici

Napt. vyrok (3.1)) Ize ilustrovat Obrézkem
Priklad 3.29 Dokazte, ze

lim 2" = oo.
n—oo

Reseni. Podle Definice mame ukazat, ze k libovolné zvolenému K € R plati
2" > K pros.v.neN.

Necht K je néjaké redlné éislo. Nage strategie bude stejnd jako pii dokazovani limit vlastnich.
Ekvivalentnimi tpravami lze prevést posledné zminénou nerovnost na nerovnost ve tvaru

n>...

(pfitom na pravé strané této nerovnosti se n samoziejmeé nevyskytuje) a poté pouzit Lemma
K tomu cili nds moznd hned napadne zlogaritmovat nerovnost o zdkladu 2, ¢imz
dostaneme nerovnost v pozadovaném tvaru n > log, K. Nesmime vSak zapomenout na to,
ze K je libovolné reédlné ¢islo, a pritom logaritmovat muzeme pouze kladnd ¢isla. Rozdélme
nas dikaz na dva piipady:

e K > 0: V tomto piipadé je nerovnost 2" > K ekvivalentni s n > log, K, kterd je
podle Lemmatu [3.16 splnéna pro s.v. n € N.

e K < 0: Protoze 2" je vzdy kladné ¢islo, pro vSechna n € N plati 2" > 0 > K, tedy
pozadovand nerovnost je splnéna dokonce pro kazdé n € N.

Tim je tvrzeni dokazano pro vSechny mozné hodnoty K. O

Priklad 3.30 Dokazte, ze posloupnost {a,},- ; definovand predpisem

n pro n sudé,
an = Ly
2n  pro n liché

ma limitu oo.
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Resend. Vypisme si prvnich par ¢lenti této posloupnosti:
2,2,6,4,10,6,14,8,16, ...

Vidime, Ze posloupnost rozhodné neni rostouci, ale ,ma rostouci tendenci“ — dokonce
bychom i mohli vidét, ze by ¢leny mély rust nade vSechny meze. Dokazme to. Zvolme
K € R libovolné. Pak podle Archimedova axiomu existuje ng € N takové, ze

ng > K.

Pro kazdé n > ng plati jedna z moznosti:
(a) n je sudé: Pak
anp =n>ng > K.
(b) n je liché: Pak
an =2n>n > ng > K.

V obou piipadech dostavame, ze a,, > K pro vSechna n > ng. O

Jak jsme vidéli, mdme dva typy limity posloupnosti — vlastni (hodnota limity je redlné
¢islo) a nevlastni (hodnota limity je oo nebo —oo). Prestoze tyto dva typy budeme casto
rozliSovat, je vhodné definovat limitu posloupnosti spolecnou definici, tzn. definici, ktera v
sobé bude obsahovat oba dva typy jako specialni piipady. K tomu ti¢elu se ndm bude hodit

pojem okoli bodu z R* — viz Definice a

Definice 3.31 Necht {a,} -, je posloupnost redlnych ¢isel. Rekneme, ze L € R* je limitou
posloupnosti {a, }>7 , jestlize pro kazdé okoli U (L) plati

n=1°

anp €U(L) pros.v.n € N.

Poznamka 3.32 Je potieba se presvédcit, ze pojem limity z Definic a jsou
skuteéné specidlnimi ptipady pojmu limity z Definice Necht {an}, je posloupnost
redlnych ¢isel a L je jeji limita podle Definice [3.31
e Necht L € R. To znamend, ze ,,pro kazdé okoli U.(L) plati a, € U.(L) = (L—e,L+¢)
pro s.v. n € N“ neboli

VeeR,e>03ngeNVneN: |a, — L| <e.
To je ale pfesné vyrok z Definice [3.21

e Necht L = co. To znamend, Ze ,pro kazdé okoli U.(oo) plati a, € U:(c0) = (1/¢,00)
pro s.v. n € N“ neboli

1
VeeR,e>0dnpeNVneNn>ng : ap, > —. (3.2)
€

Tento vyrok neni stejny jako . Dokazme ale, ze tyto vyroky jsou ekvivalentni, tzn.
ze jeden je pravdivy pravé tehdy, kdyz druhy je pravdivy, ¢imz dokdzeme, ze Definice
je specialnim pifpadem Definice pro L = co.
Necht plati . Zvolme ¢ € R libovolné. Polozime-li K = 1/¢ pak z dostavame,
ze

dng e NVneN, n>ng : an>§
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tzn. plati (3.2)). Naopak, necht plati (3.2)). Zvolme K € R libovolné. Je-li K > 0, pak
polozime-li € = 1/ K, plati pro n > ng nerovnost

1
ap > — =K.
€
Pokud K < 0, pak polozime-li € = 1, plati pro n > ng nerovnosti

ap, >1> K.

e Piipad L = —oo se ovéif podobné. Proved'te!

e V piikladech a dukazech budeme pouzivat vidy takovou definici limity, kterd bude
pro nas nejvyhodnéjsi.

Pozndmka 3.33 Necht {a,},.; je posloupnost redlnych ¢isel, L € R*. Jiz vime, co zna-

mend lim a, = L. Co ale znamend negace této rovnosti, tzn.
n—o0

- ( lim a, = L) ?
n—oo
K takové negaci muzeme dojit pii dikazu sporem tvrzeni, ve kterém se vyskytuje rovnost

lim a, = L. Hned se nabizi nerovnost
n—oo

S an 7L,

ale ta je trochu zavadéjici, protoze to vypada, ze mluvime o tom, ze lim a, se nerovna
n—oo

nécemu, piitom lim a, nemusi vibec existovat. Tedy vyrok lim a, = L bychom méli
n—oo n—oo

chépat jako konjunkci: ,existuje lim a°
n—oo

4

a soucasné ,, lim a, = L“. Negace takové kon-
n—o0

junkee je pak (diky de Morganovu pravidlu) spravné vyrok: Bud ,neexistuje limita {a, }5o“

nebo ,existuje lim a, ale neni rovna L“.
n—oo

Nicméné, pokud chceme znegovat vyrok ,, lim a, = L“, jde o negaci vyroku v Definici
n—oo

[3:37], tzn.
UA(L) Vnp e NIneN, n>ngy : a, € U(L).

Zavérem dodejme, Ze Definice je velmi vyhodnd v tom, Ze lze jedingm zpusobem
charakterizovat vlastni i nevlastni limitu. To ocenime napf. v dikazu Véty ktery
je diky této definici relativné kratky. V opa¢ném piipadé bychom museli uvazovat nékolik
specidlnich piikladu, coz znaéné dukaz prodlouzi (i kdyz tento pracnéjsi zpusob muze ¢tenaii
dat lepsi vhled do dukazu). Pokud ale dokazujeme o dané posloupnosti, ze ma (danou)
konkrétni limitu, dokazujeme pravdivost vyroki z Definic a Nutné je tedy znét
vSechny tii definice. Tato fakta budeme ilustrovat na ndsledujicim piikladu, ve kterém
uvedeme limity nékterych jednoduchych ale dulezitych posloupnosti.

Piiklad 3.34 Dokazte, Ze pro a,q,a € R plati

(a) lim a = a, oo progq>1,
n—oo .
. (¢) limp500q" =<1 prog=1,
' %0 proa >0, 0 prolq <1
(b) limy, yoon®=4¢1 proa =0,

0 proa <0,



84 KAPITOLA 3. POSLOUPNOSTI REALNYCH CISEL

Resent. ad (a): Dokazme nejprve, Ze limita konstantni funkce je rovna clentim této posloup-
nosti. Mame dokazat, ze

VeeR, e>03ngeNVReN, n>ng: l[a—a|<e.

Nerovnost |a — a| < € je ale ziejmé pro kladné € pravdiva, tedy je pravdivy cely vyrok.
ad (b): Mame dokazat, ze limita posloupnosti

{na}i’f:l

vzhledem k parametrum o € R mé danou hodnotu. V Piikladu jsme dokdzali tvrzeni
pro a = —1. Co ale dalsi hodnoty parametru.

Nez se pustime do dokazovani, zamysleme se nad tim, jak jsme k hodnotam limit ptisli?
Uvazujme napiiklad posloupnost {nQ}ZO:l. Jejich prvnich par ¢lent je

1,4,9,25,36,49, 64, 81,100,121, 144, 169, 196, 225, . . .

Intuice podporend nakreslenim grafu této posloupnosti nas utvrdi v hypotéze, ze

lim n? = oo,
n—oo

protoze n? je pro ¢im dal vétsi n € N také ¢im dal vétsi a nevypada to, ze bychom nasli
néjaké realné éislo, které by bylo vétsi nez viechna ¢isla n?. Mizeme také tusit (¢i doufat),
ze podobny prubéh bude pro vSechna ostatni o > 0. Totiz z Poznamky se d& snadno
odvodit, ze {n*} 7 je pro a > 0 rostouci. Dokazme, ze

lim n® =00, proa > 0.
n—oo

K tomu pouzijme Definici konkrétné dokdzeme pravdivost vyroku (3.2)). Zvolme ¢ € R,
€ > 0. Mame najit ng € N takové, ze pro vSechna n > ng plati

n® > —.
€

Protoze o > 0, z Pozndmky dostavéame, ze posledni nerovnost je ekvivalentni s

1
1\«
n>\|- .
3

Tato nerovnost podle Lemmatu [3.16] plati pro s.v. n € N.

Podivejme se na pfipad o = 0. Jde o posloupnost konstantni, tedy rovnost plyne
z predchozi ¢asti piikladu.

Necht o« < 0. Inspirovani pifpadem o = —1 mizeme sami odhadnout, Ze limita by méla
byt nulova. Dokazme to. Zvolme € € R, £ > 0 libovolné. Mame dokazat, ze

In® — 0] <e

pro s.v. n € N; tzn.

—=n%<e.

S
Q
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Ekvivalentnimi dpravami lze dospét k nasledujici nerovnosti

1
n_ %> -
€

Protoze —a > 0, z Poznamky [2.38 dostdvame, Ze posledni nerovnost je ekvivalentni s

_1
)
n>|- .
€
Tato nerovnost podle Lemmatu plati pro s.v. n € N.

ad (c): Dokazme, ze pro g > 1 plati

lim ¢" = co.
n—oo

Mame tedy dokazat, Ze ke kazdému € € R, € > 0 existuje takové nyg € N, ze pro vSechna
n € N spliujici n > ng plati

1
qt > —.
€
Zlogaritovanim této nerovnosti (jde o ekvivalentni ipravu) méme

1
n > log, -

Tato nerovnost podle Lemmatu plati pro s.v. n € N.
Pripad g = 1 je opét trividlni, protoze jde o konstantni posloupnost.

Necht ¢ € (—1,1). Pokud ¢ = 0, pak jde opét o konstantni posloupnost, vysledek je
jasny. Necht navic g # 0. Dokazme, Ze

lim ¢" = 0.

n—00

Maéme tedy dokazat, ze ke kazdému € € R, ¢ > 0 existuje takové ng € N, ze pro vSechna
n € N spliujici n > ng plati
l¢" — 0] < e.

Zlogaritovdnim této nerovnosti (jde o ekvivalentni ipravu) méme

n > log, €.

Vsimnéte si, ze se zménilo znameni nerovnosti — to z toho duvodu, ze logaritmus je o zdkladu
mensim nez 1. Tato nerovnost podle Lemmatu [3.16] plat{ pro s.v. n € N. O

3.4 Zakladni vlastnosti limity
V této casti odpovime zejména na nasledujici otazky.
e Kolik limit muze dand posloupnost mit?
e Jaky je vztah mezi ohrani¢enosti posloupnosti a jeji konvergenci?

e Jak zjistime, ze dand posloupnost limitu ma?
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e Maji posloupnosti s vétsimi ¢leny vétsi limity?

Nejprve odpovime na otazku poc¢tu limit dané posloupnosti.

Véta 3.35. Kazdd posloupnost mad nejvyse jednu limitu.

Diikaz. Dikaz provedeme sporem. Necht mé posloupnost {a,, }r. ; dvé ruzné limity Ly, Ly €
R* tzn. lim a, = L, lim a, = Ls a L1 # Ly. Pak podle Véty [2.68(ii) existuje okoli U(L1)
n—oo

n—oo

a okoli U(Lz) takovd, ze U(Ly) NU(La) = 0. Podle Definice [3.31| pak existuje n; € N tak, ze

YneN, n>ny : a, € U(L1)
a existuje ny € N tak, ze

VneN, n>ny: a, € U(Ls).
Polozme ny = max{ni,na}. Pak plati a,, € U(L;) a soucasné a,, € U(Lz). To ale znamena,
7e an, € U(L1) NU(L2), coz je ve sporu s tim, ze U(Ly) NU(L2) je prazdnd mnozina. O

Tedy posloupnost nemd bud Zaddnou limitu nebo jen jednu. Jako piiklad posloupnost,
kterd nemd limitu, lze vzit {(—1)"} 2, — viz Piiklad

Limita a ohrani¢enost

Véta 3.36. KazZdd konvergentni posloupnost je ohranicend. Posloupnost majici nevlastni
limitu oo je shora neohranicend a zdola ohranicend. Posloupnost majici nevlastni limitu
—o00 je zdola neohranicéend a shora ohranicend.

Diikaz. Uvazujme konvergentni posloupnost {a,},.;, L = lim a,. Podle definice pak k li-
n—oo
bovolné zvolenému ¢ > 0 — tieba pro ¢ = 1 — plati |a, — L| < 1 pro s.v. n € N, tzn.
existuje ng € N takové, ze pro véechna n € N, n > ng plati |a, — L| < 1. Pron € N, n > ng
pak plati
|an| = an = L + L < [an — L| + |L| <1+ |L].

Déle, protoze mnozina {|a1|, |az|, . .., |an,|} je koneéna, existuje jeji nejvétsi prvek — oznacme
ho napi. pismenem G, tzn.

lan| <G pron=1,2,... no.
Celkové tedy muzeme Fict, ze
|an| < max{1+ |L|,G} pro vSechna n € N.

Protoze konstanta v posledni nerovnosti napravo nezavisi na n, dokézali jsme, Ze posloup-
nost {a,},-, je ohranicen.

Necht nh_)rglo an, = 00. Zvolme K € R libovolné. Pak z definice nevlastni limity vyplyva ze
existuje n tak, ze a, > K, coz znamend, Ze posloupnost {a,} -, je shora neohrani¢n.
Dokazme ohrani¢enost zdola. Opét podle definice (konkrétné pro K = 0) existuje ng € N
tak, ze pro vSechna n > ng plati a, > 0. Protoze mnozina {ai,...,an,} je konetna, ma
nejmensi prvek — ozna¢me ho pismenem g, tzn.

anp>g9g pron=1,...,ng.
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Obrazek 3.9: Ditkaz véty o limité monoténni posloupnosti pro G € R.

Celkové tedy muzeme Fict, ze
ap > min{0,g} pro vsechna n € N.

Protoze konstanta v posledni nerovnosti napravo nezavisi na n, dokazali jsme, Ze posloup-
nost {an},2, je ohrani¢end zdola. 0

Poznamka 3.37 Opacné tvrzeni neplati, tzn. ne kazda ohrani¢end posloupnost musi byt
nutné konvergentni. Jako ptiklad 1ze uvést posloupnost {(—1)"} 7 |, kterd je ziejmé ohranicend,
oviem nemd limitu — viz Piiklad [3.82

Véta 3.38. Kazda monotonni posloupnost md limitu. Je-li takovd posloupnost navic
ohranicend, pak je konvergentni. Plati

e je-li posloupnost {a,},-, neklesajict, pak li_>m Gy, = SUP Q.
n (o.)

e je-li posloupnost {an},-, nerostouct, pak lim a, = inf ay.
n—oo

Diikaz. Predpoklddejme, ze {an,} -, je neklesajici. Ozna¢me G = sup a,. Jsou dvé moznosti:
(a) G € R nebo (b) G = .

ad (a): Necht nejprve G = oo. Zvolme K € R libovolné. Podle definice suprema posloupnosti
pak existuje ng € N tak, ze ap, > K. Z monoténnosti posloupnosti {a,},.; plyne, ze

K <ap, <ap

pro vSechna n > ng. Tim jsme dokazali, ze lim,,_, a, = 00 = sup a,.
ad (b): Necht nyni G € R. Zvolme ¢ > 0 libovolné. Podle definice suprema posloupnosti
pak

e a, < G pro véechnan € N a
e existuje ng € N tak, ze ap, > G —¢

(viz Obrazek 3.9} kde za ng lze vzit ¢islo 5 nebo véts). Z monoténnosti posloupnosti {a, }n
a predchozich vyroku plyne, ze pro vSechna n > ng plati

G-—ec<ap, <an,<G<G+e

neboli |a, — G| < e. O
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[e.9]

Véta 3.39 (o invarianci). Necht pro posloupnosti {an}oo i, {bn}req plati
an =b, proswv. néeN.

Pak:

(a) Posloupnost {an},., md limitu prdvé tehdy, kdyz md limitu posloupnost {b,} - ;.

Pokud jejich limity existuji, rovnaji se.

(b) Posloupnost {an},-, je ohranicend prdvé tehdy, kdyZ je ohranicend posloupnost

{ba}nzr:

Diikaz. Necht {a,}r> 1, {bn}or, jsou posloupnosti redlnych cisel.

ad(a): Predpokladejme, ze nh—{%o a, = L € R*. Mame dokézat, ze pak také nh—>Holo b, = L.
Zvolme libovolné okoli U(L). Podle Definice pak existuje n; € N takové, ze pro kazdé
n > ny plati a, € U(L). Podle predpokladu véty také existuje ny € N tak, ze pro vSechna
n > ng plati a,, = by,. Polozme ng = max{ni,ns}. Pak b, = a,, € U(L) pro viechna n > ny,
tzn. b, € U(L) pro s.v. n € N. Tedy nhﬁrglo b, = L.

ad (b): Necht {an},-, je ohrani¢end, tzn. existuje K € R, K > 0 tak, Ze pro viechna
n € N plati |a,| < K (viz Cviceni [3.13(2)). Déle podle pfedpokladu existuje ng € N tak,

ze b, = ay pro vSechna n > ng, tzn. pro vSechna n > ng plati |b,| = |a,| < K. Protoze
mnozina {|b1],...,|bn,|} je konecnd, existuje jeji nejvétsi prvek, ozna¢me ho symbolem L.
Pak

|bn| < max{K,L} pro vsechna n € N.

Protoze konstanta v posledni nerovnosti napravo nezavisi na n, dokazali jsme, Ze posloup-
nost {b,} je ohranicen4. O

Poznamka 3.40 Véta je velmi zajimavé. Riké, ze prvnich koneéné mnoho ¢lent po-
sloupnosti nema vliv na to, zda a jakou bude mit posloupnost limitu. To mé celou fadu
dusledki. Napi. Véta [3.38 iikd, ze monoténni posloupnost méa limitu. Ovsem posloupnost
{an},2, pro kterou plati pouze, ze existuje ng € N tak, ze

VneN, n>ng : ap < anpya,

piedpoklady véty nespliiuje. Muzeme ovsem definovat pomocnou posloupnost {b,, },- ; takto:

b Gn, pPron=1,...,n9—1,
" an  Pron > ng.

Tato posloupnost uz neklesajici je, tedy limitu mé a pfitom a, = b, pro s.v. n € N. Podle
Vety m4 limitu i posloupnost {ay},. |, navic stejnou jako {by} - ;.

Limita a nerovnosti

Nyni se podivejme na monotonnost limity. Nékdy pracujeme se dvéma posloupnostmi
{an};2y a {bp},2 o nichz vime, ze maji limity a navic plati, ze a, < by. Plati podobny
vztah mezi jejich limitami? Nésledujici véta odpovi kladné.
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Véta 3.41. Necht {an}oe a {by}re maji limity (vlastnd ¢i neviastni). Pak

(a) jestlize
an < b, proswv.néeN,

pak lim a, < lim b,,
n— 00 n—oo

(b) jestlize lim a, < lim by, pak
n—oQ n—oo

an < b, proswv. néeN.

Diitkaz. Oznacme hm ap, = L1, hm bn = Lo, L1, Ly € R*.
ad (a): (sporem) Predpokladejme ze ex1stu36 ny € N tak, ze

a piitom L; > Lo. Pak podle Véty [2.68(ii) existuji disjunktni okoli #/(L;) a U(Ls) takova,
ze plati
Ve eU(L1) Vy eU(La) : = > y.

Podle predpokladu existuji no,ng € N takové ze
VYn>ng : a, €U(L1) a Vn>ng: b, €U(L).
Polozme ng = max{ni, na, n3}. Protoze ng > nj, pak
no < bng,
a protoze ng > ng a soucasné ng > ng pak
Ay > bpg.

To je zadany spor.
ad (b): Protoze Ly < Lg, pak podle Véty [2.68(ii) existuji okoli 2(L1) a U(L2) takova ze
plati

Ve e U(L1) Yy eU(La) : = <y.

Podle definic limit L1 a Lo, pak existuje nq € N tak, ze
VneN, n>ny: a, €U(Ly)

a existuje ng € N tak, ze
YneN, n>ng : b, €U(L2)

Polozime-li ng = max{nj,ns}, pak pro vSechna n € N, n > ny plati a,, < by,. O

Pozndmka 3.42 Dilezité je dodat, ze plati-li ve Vété [3.41f(a) ostré nerovnosti a, < by

pro s.v. n € N, nelze z toho usuzovat, ze plati také ostre nerovnosti 11m an < lim b,.
n—oo

Uvazujme napf. posloupnosti {0},2; a {1/n} - . Zfejmeé plati 0 < ﬁ pro Vsechna n € N,
ale pfitom se jejich limity rovnaji!
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Véta 3.43. Necht posloupnost {an}o-; md kladnou limitu L € R*. Pak plati
anp >0 proswv. néeN.

Je-li navic limita vlastni, pak

L
an, > 3 pro s.v. n € N.
Diikaz. Tvrzeni véty plyne napiiklad z Véty |3.41{(b), kde polozime
b, =0, pron € N.

Je-li L € R, pak polozime
b, = —, pron € N. O

ot~

Nasledujici véty se hodi v situacich, kdy potfebujeme zjistit existenci ¢i dokonce hodnotu
limity a zname jinou posloupnost, ktera tu prvni omezuje shora ¢i zdola a zname jeji limitu.
Zacnéme nejprve vétou o nevlastnich limitach.

Véta 3.44 (o dvou limitéch). Necht {an}o2 |, {bn},o jsou posloupnosti redlngch cisel, pro
néz plati
an < b, prosv. néeN.

Pak plati implikace
(a) je-li lim a, = oo, pak lim b, = co,
n—oo n—oo

(b) je-li lim b, = —c0, pak lim a, = —oco.
n— o0 n—oo

Diikaz. Dokazme pouze prvni implikaci. Druhd se dokdze podobné. Necht li_>m an, = Q.
n o0

Podle predpokladu existuje n; € N tak, ze
YneN, n>ng: a, <b,.

Dokazme nh_)rgo b, = 00. Zvolme K € R. Pak podle piredpokladu existuje no € N tak, ze
YneN, n>ns : a, > K.

Polozme ng = max{nj,na}. Pak pro kazdé n € N, n > ny plati

b, > a, > K. O

V tvrzeni Véty jsme videéli, ze pokud jedna z posloupnosti méla nevlastni limitu oo
a omezovala zdola jinou posloupnost, pak ji vlastné také ,tlacila do nekonecna®.

Piiklad 3.45 Dokazte, ze
lim v/n?2+1=oo.
n—oo
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Resend. Ziejmé pro kazdé n € N plati n? + 1 > n%. Odmocnénim dostaneme vn2 +1 > n.
Z Prikladu vime, ze lim, oo n = 00. Z Véty [3.44|(a) dostavame zddany vysledek. (O

Piiklad 3.46 Dokazte, ze

lim n! = occ.
n—oo

Resend. Vime, ze pro kazdé n € N plati n! > n a také, ze lim, oo n = co0. Z Véty 3.44)(a)
dostavame zadany vysledek. O

K tomu, aby jista posloupnost méla nevlastni limitu oo stac¢i, abychom znali jinou po-
sloupnost, kterd diverguje k oo a omezuje tu prvni zdola. Je snad jasné, ze pokud chceme
aby méla dana posloupnost limitu vlastni, nebude stacit znat jinou posloupnost, ohranicujici
ji jen z jedné strany. V nésledujici vété se dozvime, ze mame-li dvé posloupnosti majici stej-
nou limitu a tfet{ posloupnost, ktera je ,vmacknutd“ mezi né, pak tato tieti posloupnost
m3é také limitu — dokonce stejnou jako ty dvé. V anglické literatuie se této vété vystizné
fika ,squeeze theorem“, tzn. volné pielozeno ,véta o zmacknuti“, nebo také ,sandwich the-
orem*. Ceskd verze zni ,,véta o dvou policajtech (a jednom opilci)“ & jen 0 tfech limitédch®
nebo ,,0 tfech posloupnostech®.

Véta 3.47 (o tfech limitdch). Necht {an} o, {bn}ory, {cn}rey jsou posloupnosti redlngch
cisel takové, Ze
an < b, <c, prosv.néeN.

(e 9]

Jestlize existuji limity posloupnosti {an},~ 1, {cn},—y a plati, Ze li_}m ap = lim ¢, =L €R,
mn o

n—oo

pak existuje i limita lim b, a je rovna L.
n—oo

Dukaz. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Z rovnosti lim, .o a, = lim, s ¢, = L plyne existence
n1 € N takového, ze

Yn>mny: |lap,— Ll <e, tzn. L—e<a,<L+e¢
a existence ng € N takového, ze

Vn>ng: e, — Ll <e, tzn. L—e<e¢, < L+e.
Podle predpokladu jesté existuje ng € N takové, ze

Vn>ng : a, < b, <c,.
Ozna¢me ng = max{n, ng, n3}. Pak pro vSechna n € N takovd, ze n > ng plati
L—ec<a,<b,<c,<L+ce,

tedy pro n > ng plati
|b, — L| < e. O

Piiklad 3.48 Vypoctéte

n—oo n4 + 1
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Reseni. Protoze

0< 1 < L
n?+1 n
1
pro v8echnan € Na lim 0 =0 = lim —, pak podle Véty |3.47| také
n—o0 n—oo N
. 1
nh—%o n2+1 0 O
Piiklad 3.49 Vypoctéte limitu
1
. il
BV
Resend. Protoze pro véechna n € N plati
(s
n n-n
a nh_g)lo —1/n=0= nh_}rrgo 1/n, dostavame pouzitim Véty ze
1
ol
VT =0 ©

Cviceni 3.50 Dokazte: Necht ) # M C R, L = supM nebo L = inf M. Pak existuje
posloupnost {ay} -, takovd, Ze a, € M pro vSechna n € N a

lim a, = L.
n—0o0

[Navod: Vyjdéte z definice suprema/infima a vyuzijte vétu o dvou nebo tiech limitéch.]

Cviceni 3.51 Dokazte: Necht L € R* a {a,},., je posloupnost spliujici
VneN : a, €eUi(L).
Pak lim a, = L.

3.5 Metody vypoctu limity

Nase definice limity méa velkou nevyhodu v tom, ze podle ni nezjistime, cemu by se méla
limita posloupnosti rovnat. Je pouze ve formé testu, ktery ovéii, zda dané ¢islo je limitou
dané posloupnosti — podle toho, zda jisty vyrok je ¢i neni pravdivy. Jak ale urcit tyto

v~/

hodnoty? U téch jednodussich hodnotu limity nejprve tipneme a poté dokazeme, ze nas

vvvvvv

znalosti hodnot limit jednodussich posloupnosti a s pomoci vét uvedenych v této sekci, popf.
sekci o vybranych posloupnostech.

Definice 3.52 Méjme dvé posloupnosti {an}oo 1, {bn}— . Pak jejich souttem, rozdilem,
soutinem a podilem rozumime postupné nasledujici posloupnosti:

{an + bn}ff:p {an — bn}io:p {anbn}zozl a {an/bn}zozlv

pritom podil posloupnosti je definovan v piipadé, ze Vn € N plati b, # 0. Absolutni hod-
notou posloupnosti {an}floz1 rozumime posloupnost

{lanl}nzs-
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. 1 1
lim [ —+ — |-
n—oo \ N n

1
Z Prikladu(3.34) vime, ze lim — =0a lim — = 0. Jakou ma ale limitu posloupnost, ktera
n—,oo n n—oo N

vznikne jako soucet téchto dvou posloupnosti? Nebo podobné, uvazujme posloupnost

Uvazujme nyni limitu

.3
lim —,
n—oo n
coz je soucin konstantni posloupnosti {3},7; a posloupnosti {%};’;1 jejichz limitami jsou
po fadé 3 a 0. Na tyto otazky a také na otazky tykajici se rozdilu a podilu odpovi nésledujici
véta. Pritom mluvi pouze o konvergentnich posloupnostech.

Véta 3.53 (o aritmetice limit konvergentnich posloupnosti). Necht {an},o; a {bp},o, jsou
konvergentni posloupnosti, magici limity Ly a Lo. Pak plat{

(¢) lim [an| = [L1], (d) lim anby, = LiLs,

(b) 11_>II1 (an+bn):L1+L2,
. an L
(c) lim (an — bn) = L1 — Lo, () lim =2

)
n—oo n—oo n L2

pricemz posledni rovnost plati za dodatecného predpokladu, Ze Lo #£ 0.

Diikaz. ad (a): Necht e € R, € > 0 je libovolné. Podle predpokladu li_}m a, = a pak existuje
mn o

no € N takové, ze pro vsechna n € N, n > ng, plati nerovnost |a,, — L1| < e. Podle nerovnosti
ze Cviceni pak mame pro vsechna n > ng

lan| = [L1]] < |an — L1| < &.

Tim jsme dokdzali, Ze pro jakékoliv e > 0 plati nerovnost ‘|an| — \L1|| <eprosv.n €N,
tzn. lim |a,| = |L1].
n—oo
ad (b): Zvolme ¢ € R, ¢ > 0 libovolné. Pak z pfedpokladu lim a,, = L; plyne existence
n—oo
n1 € N takového, ze
€
5.
7 ptredpokladu lim b, = Lo plyne existence no € N takového, ze
n—oo

VneN, n>ny : |a, — L] <

VneN, n>ny : |bn—L2|<%.

Oznaé¢ime ng = max{ni,ns}. Pro takova n pak ovsem plati
€ 3
|an—L1]<§ a |bn—L2|<§

Tedy pro kazdé n > ng plati

g g
|(an+bn)—(L1+L2)|:|an—L1+bn—L2‘S’an—L1|+|bn—L2|<§+§=€.
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Shriime si, co jsme pravé dokazali: Zvolili jsme si libovolné € > 0. K nému jsme nasli ng € N
takové, ze pro vSechna n > ng plati |(a, + b,) — (L1 + L2)| < €. To znamend

lim (CLn + bn) =11+ Lo.

n—o0
ad (c): Dukaz je témér identicky dukazu piipadu (b). Popf. plyne z (b) a (d), vSimneme-li
si, ze lze psat ap, — by, = ap, + (—1)by,.
ad (d): Z predpokladu konvergence posloupnosti {a,},-, a Véty plyne, ze tato po-
sloupnost je ohranicend, tzn. existuje K > 0 tak, ze

VneN : |a,| < K.
Zduraznéme, ze K nezdvisi na volbé n. Zvolme ¢ € R, € > 0 libovolné a dokazme, Ze
lanby, — L1Lo| <& pros.v.n e N.

7 ptedpokladu lim a, = L; plyne existence n; € N takového, ze
n—o0

€
Y N > : — L _
neN, n>ny: |a, l|<2(1+|L2D

7 ptredpokladu lim b, = Lo plyne existence ny € N takového, ze
n—o0

3

VneN, n>ny: |bn—L2|<2K.

Smysl volby konstant na pravych strandch nerovnosti bude vyjasnén na konci dukazu. Pro
nas je nyni dulezité, ze zminéné vyroky plati, protoze ¢/(2K) a £/(2(1 + |Lz2|)) jsou kladna
¢isla. Oznacime-li ng = max{ni,na}, pak pro vsechna n > ng plati

€

E
Ly <—° b, — Loy| < —.
jan = L] 20+ [La]) [bn = Lo < o7

Tedy pro kazdé n > ng plati

|anby, — L1Lo| = |anby — anLo + anLo — L1 Lo| = |an(by, — L2) + (an, — Ly) Lo

9
—+

g
< lan|lbn — L S T2 R —
< lanllbn = Lo| + Jan = Lol [Bof < Ko + 5=

|L2| <eg,

kde jsme v posledni nerovnosti vyuzili faktu, ze |La|/(1 4+ |L2|) < 1 (pro¢ tato nerovnost
plati?).

ad (e): Podafi-li se ndm dokdzat, ze pro kazdou posloupnost {c,},-; jejiz limita L € R je
nenulovd a posloupnost {1/c,} 7 je definovand, ze plati

1 1
lim — = — .
im iR (3.3)

n—00 Cp,
pak z (d) okamzité plyne, ze

im — = lim a,— = L[1— = —
n—oo by, n—00 nbn 1L2 Lo
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a tim je dokézano (e). Dokazme platnost (3.3). Z (a) pak plyne lim |c,| = |L|. Z kladnosti
n—oo
limity |L| pak vzhledem k Vété plyne existence n; € N takového, ze

Vn>ng o lep| > —.

Zvolme ¢ € R, € > 0 libovolné. Z pfedpokladu li_>m ¢, = L plyne existence no € N takového,
n o

ze

L 2
Vn>ng i |, — L] < | 2|€.
Oznacime-li ny = max{nj, ng}, pak pro vSechna n > ng plati
L2
DI YOI A R S
cn L |cnl L] %HL\ .
Tim jsme dokazali (3.3)) a tedy i (e). O

Cviceni 3.54 Dokazte, ze plati ekvivalence

lim a, =0 <  lim |a,|=0.
n—oo

n—oo
Cviéeni 3.55 Dokazte matematickou indukeci: Necht {a}@}zo:l, {a%};);l, o {al}o? ) jsou
konvergentni posloupnosti, majici vlastni limity Li, Lo, ..., L, kde m € N. Pak

lim (a) +a2+...+a))=Li+Lo+...+ L,

n—oo

Jgrrolo(a}l-ai-...-a?):Ll-Lg-...-Lm.

Piiklad 3.56 Vypoctéte nasledujici limity posloupnosti:

(a) lim <1+ L ) (b) lim °.

nooco \n  n? n—oo N

Reseni. Podivejme se tedy na posloupnosti, kterymi jsme uvedli vétu o aritmetice limit
konvergentnich posloupnosti, tzn. Vétu [3.53]
ad (a): Podle Prikladu plati

lim — =0, lim — =0.
n—oo N n—oo N
Z Véty [3.53{(b) tedy plyne, ze
1 1
lim —+-—5=0+0=0.
n—oo n n
ad (b): Podle Ptikladu plat{
lim 3=3, lim 1:0.
n—oo n—oo n
Z Veéty [3.53(d) tedy plyne, ze
1
lim§:11m3—=3-0:(). O

n—oo n n—oo n
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Piiklad 3.57 Vypoctéte hodnotu limity

I+qg+P+...+¢Y,

lim
n—oo
kde g € (—1,1).

Resend. Tento piiklad je ¢asto studenty nepochopen. Nez tedy zaéneme hledat limitu této
posloupnosti, rozmysleme si, jak vypadaji jeji ¢leny — oznac¢me je jako a,. Plati

a1:1,
a2:1+q7
az=1+q+¢,

ar=1+q+q" +¢,

Uvédomme si tedy, ze n-ty ¢len této posloupnosti je soucétem o n séitancich — tzn. pocet
sGitancu roste s rostoucim indexem. Hodnotu této limity nejde spocitat primou aplikaci Véty
[3.53] resp. pouzitim tvrzeni z Cviceni [3.55] To je totiz mozné pouzit pouze na posloupnosti
vzniklé sec¢tenim pevné daného poctu posloupnosti. K vypoctu pouzijeme nésledujici trik.
Vyuzijeme stiedoskolsky vzorecek ze Cviceni m proa =1 a b = q (a budeme ho ¢casto
pouzivat i dal, tak si jej zapamatujme). Plati pak

1—
lim (L4 g+ +...+¢") = lim (1 +q+¢*+...+¢") 72
n—00 n—00 1— q
1— n+1 1 n+1 1
— lim — & — lim _ 4 = ,
n—oo 1 —gq n—oo\1l—q 1—gq 1—gq
kde jsme jesté vyuzili Vétu a Priklad [3.34] O

Ve Véte jsme odpovédéli na otazky tykajici se limit posloupnosti vzniklych pomoci
arimetickych operaci z jinych konvergentnich posloupnosti. Co kdyz ale nékterd z posloup-
nosti mé nevlastni limitu? Je potieba vysetfit celou fadu piipada.

Lemma 3.58. Jestlize lim a, = oo a lim b, = oo, pak lim a, + b, = co.
n—oo n—o0 n—oo

Dukaz. Méame dokézat, ze
VK eR3dngeNVneN, n>ng : a,+b, > K.
Zvolme tedy K € R libovolné. Pak podle nh_)n;o a, = oo plati, ze
dni eNVneN, n>n; : a, > K
a podle nh_)rrolo b, = oo plati, ze
dng e NVneN, n>mno : b, > 0.
Polozme ng = max{ni,ns}. Pak pro véechna n € N, n > ng plat{

anp+b,>K+0=K. O
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Poznamka 3.59 Tvrzen{ Lemmatu [3.58| 1ze schematicky zapsat jako
00 + 00 = 00,

coz chapeme ve smyslu pravé tohoto lemmatu: soucet posloupnosti majicich limitu oo je
posloupnost majici limitu rovnéz co. Ne ndhodou je hodnota vyrazu oo 4+ oo definovana v
R* — viz Poznamku m(a). V této poznamce se vyskytuje spousta dalsich definovanych
vyrazu — je mozné dokdzat viechna odpovidajici tvrzeni. To 1ze pfenechat na étenaii jako
uzitetné cviceni. Pokud se ndm podaii vSe dokazat, muzeme vyslovit vSezahrnujici Vétu
.00

Véta 3.60 (o aritmetice limit posloupnosti). Nechf lim a,, = Li, lim b, = Lo, kde
n—oo n—oo
L1, Ly € R*. Pak plati

(a) nhangom"‘ = |L4q], (d) n&%aﬂbﬂ = L1Lo,

(b) h_>m (an—i—bn):Ll—l—Lg,
. ap L
(¢c) lim (ap —by) = Ly — Lo, (e) lim - ="

Lo’
n—00 n—00 Oy, R

jsou-li na pravych strandch vyrazy definované v R*, viz Pozndmku [2.60|(a).

Poznamka 3.61 A proc jsou vlastné nékteré vyrazy ,neurcité“? Proc nelze stanovit jejich
vysledek? Podivejme se tfeba na neurcity vyraz

o0 — Q.

Nékoho by napadlo, ze bychom mohli zadefinovat oo — co = 0. To by ale znamenalo, ze
rozdil kazdych dvou posloupnosti majicich limitu co je konvergentni a jeho limita je rovna
0. Neni to ovSem pravda. Snadno ovéfime, ze plati

lim n+1=o00, lim n=oc.
n—o0 n—oo

a pritom
lim (n+1)—n= lim 1=1.

n—o0 n—oo

To nasi hypotézu vyvratilo a mohlo podpotit vznik nové hypotézy:
oo —oo=1.
Ale ani to neni pravda. Staci si uvédomit, ze

lim n =00, lim n=o00
n—oo n—o0

a pritom

lim (n —n) = lim 0=0.
n—oo n—oo

Nagli jsme tedy dvé dvojice posloupnosti majici limity oo, ale ptritom limita jejich rozdilu
byla pokazdé jina. Nelze tedy vyrazu co—oo prifadit jednu konkrétni hodnotu z R*. Dokonce
Ize najit dvojici posloupnosti divergujicich k oo, jejichz rozdil mtuze mit jakoukoliv limitu
nebo vubec limitu neméd, napf.

lim n+ (—=1)" =00, lim n = oo,

ale jejich rozdil nemd limitu (viz dédle Pfiklad |3.82)).
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Cviceni 3.62 Najdéte protipiiklady dokazujici neurcitost zbyvajicich vyrazu z Pozndmky c).
Piiklad 3.63 Vypoctéte

lim (n2 — Qn) .

n—oo

Resend. K vypoctu pouzijeme vysledki z Piikladu m Podle néj plati

lim n? =00, limn=o00 a lim 2=2.
n—oo n—o0 n—oo

Podle Véty pak

lim 2n= lim 2- lim n =2 00 = oo.
n—oo n—oo n—oo

Konkrétné jsme ted pouzili rovnosti
a-c0o=00 (kdeaeR, a>0).

Co tedy plati pro limitu posloupnosti {n2 — Qn}zozl? Nabizi se nam pouziti Véty|3.60}, podle
které by mohla platit rovnost

lim n? — 2n =limn? — lim 2n.

n— 00 noo n— 00
Ta ale plati pouze za predpokladu, Ze vyraz na pravé strané neni neurcity. Z piedchozich
vypoctu vidime, ze plati

limn? — lim 2n = oo — 0,
noo n—o0

coz je neurcity vyraz. Musime si pomoct jinak. U poéitani limit polynomi plati jedno obecné
pravidlo: vytkneme ¢len s nejuyssi mocninnou. V naSem piipadé plati

2
lim n? —2n = lim n2(1—>.

n—00 n— 00 n

Opét je potieba prozkoumat limity vSech posloupnosti. Jiz vime, ze lim,,_,o, n?> = co. Déle
lim 1 =1, lim 2=2, lim 1/n =0 (podle Piikladu[3.34), lim 2/n =2-0 = 0 (toto podle
n—oo n—oo n—o0

n—oo

Véty |3.53) a nakonec

2
lim <1—> =1-0=1
n—o0 n
(opét pouziti Véty [3.53). Celkové dostdvame
2 2
lim n? (1—) = lim n?- lim (1—) =o00-1=00,
n—00 n n—o0 n—oo n
kde jsme vyuzili opét Vétu [3.60 O
Piiklad 3.64 Vypoctéte

lim (\/n3 —n?— 3) .
n—o0
Resend. 7 Piikladu vidime, ze

lim Vn3 =00, limn’=0c0 a lim 3=3.
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Jde tedy o neuréity vyraz oo — co. V tomto piipadé sice nejde o polynom, ale muzeme
postupovat stejné jako v Prikladu tzn. vytkneme Clen s nejvyssi mocninnou. Dostavame

lim <\/$—n2—3):hmn2<1—1 3).

n—00 n—00 \/ﬁ n2

Postupujeme podobné jako v Ptikladu [3.64} Podle Prikladu plati

1
lim n? =00, lim — =0, lim — =0, lm -1=-1, lim 3=3,
n—00 n—00 \/ﬁ n—oo n n—00 n—00

z ¢ehoz podle Véty dostavame

. 1 1
n11_>nr010<\/ﬁ—1—3nQ>—0—1—3-0——1.

Protoze oo - (—1) jiz neni neurcity vyraz, plati podle Véty

3

lim (m+n2—3):limn2-lim -1—1—712):00'(—1):—00. O

1
n—00 n—00 n—00 \/ﬁ

Nyni se podivejme na to, jak pocitat limity posloupnosti ve tvaru podilu dvou polynomu.

Piiklad 3.65 Vypoctéte limitu posloupnosti

. n® —3n3+1
lim .
nsoond +3n2 —n+1

Resend. Vsimnéme si, ze tato posloupnost je ve tvaru ,polynom lomeno polynomem®.
Piirozené nas muze napadnout pouziti Véty To samoziejmé lze, pokud nedojdeme
k neurcitému vyrazu. Bohuzel v tomto piipadé jde vzdy o neurcity vyraz £oo/oco (sami
ovéite). Musime opét pouzit néjaky jiny zpusob. Bezpetny zpusob vypocétu této limity
je opét velmi jednoduchy: Vytkneme z citatele i jmenovatele ¢len s nejvyssi mocninou a
pokrdtime co pijde. V tomto piipadé vytkneme v éitateli vyraz n® a ve jmenovateli vyraz
n3. Dostdvame tak

R VL o nP(1-35 4 .5)
lim = lm 3 1 1y
n—oond +3n? —n+1 nocond(l+ 3 — 5 4 &)

Po zkréceni vytknutych ¢lent jiz muzeme vypocitat hodnotu limity s pouzitim Véty
Plati

i n®(1—34 + %) . n*(1 -3 #):Oo.(l_g.mro):m o
nooopd(1+3 - L4y s 143 Ly L 143.0-040

Kromé algebraickych vyrazi s nevlastnimi ¢isly ve tvaru uvedenymi v Pozndmece[2.60f(a),
je mozné se setkat jesté s vyrazem 1/0, ktery je sam o sobé neurcity. Lze ale dokézat
nasledujici vétu.
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Véta 3.66. Necht lim a,, = 0. Pokud navic
n—oo

1
(a) ap >0 pro s.v. n €N, pak lim — = oo,

n—00 (A,

1
(b) an <0 pro s.v.n €N, pak lim — = —o0,

n—00 (y,

1
(c) an #0 pro s.v. n € N, pak lim — = oo.

n—00 |an|

Dikaz. Dokazme piipad (a), ostatni 1ze nechat ¢tenaii jako cviceni. Mame dokazat, ze
1 1
VeeR, e>0dnpeNVReNn>nyg : — > —.
an, €

Zvolme tedy € € R, € > 0 libovolné. Podle predpokladu lim a, = 0 pak
n—oo

dng eNVReN, n>n; : la, — 0| <e.
Déle z predpokladu kladnosti a,, plyne
dno e NVneN, n>ns : a, >0.

Polozme ng = max{ni,na}. Pak pro vSechna n € N, n > ng plat{

1 1 1
an  an| €

Poznamka 3.67 Tvrzeni Véty se Casto vystizné schematicky zapisuje takto
1 1 1
— =00, —— =—00, T = 00.
0+ 0— 0]
Muze se také hodit nésledujici véta, ve které dokonce u jedné z posloupnosti vibec
nevyzadujeme existenci limity.

Véta 3.68. Necht {an}req, {bn}oey jsou posloupnosti takové, Ze

n=1’

lim a, =0 a {bn},o, je ohranicend.
n—o0

Pak

lim a,b, = 0.
n—oo

Dikaz. Zvolme € € R, € > 0 libovolné. Protoze {b,} ., je ohrani¢end, existuje K € R,
K > 0 tak, ze pro véechna n € N plati |b,| < K. Z predpokladu nulovosti limity posloupnosti

{an},2 plyne, ze existuje ng € N tak, ze pro vechna n € N, n > ng plati

jan] < —
n K'
Pak pro v8echna n € N, n > ng plati
€
|anb, — 0] = |an||bn| < =K =¢. O

K
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Piiklad 3.69 Vypoctéte limitu

lim e "sinn.
n—o0o

Resend. Protoze e > 1 (e je Eulerova konstanta), tzn. e~ € (0, 1), pak podle Piikladu m
plati

1 n
lim e™” = lim (> =0.
n—o0o n—oo \ e

Na druhou stranu o li_>m sinn nevime nic (i kdyz se dd dokazat, ze tato limita neexistuje).
n—oo

Co s tim? Vime ale, ze {sinn}, ., ohranicend, protoze |sinz| < 1 pro kazdé « € R. Lze tedy
pouzit Vétu [3.68 podle které pak

lim e "sinn = 0.
n—oo
To si lze pamatovat jako heslo: ,,posloupnost majici nulovou limitu x ohrani¢end posloup-
nost = posloupnost majici nulovou limitu®.
Tento piiklad by Sel vyfesit i s pomoci Véty 7 kladnosti ¢isel e™™ a nerovnosti
—1 <sinn <1 lze ziskat platnost nerovnosti

—e "<e "sinn<e ™, mneN.

Protoze lim —e™™ =0 = lim e ", pak podle Véty |3.47| dostdvdme, ze vySetfovand limita
n—o0 n—oo

existuje a je opét rovna nule. O

Piiklad 3.70 Vypoctéte

. sinn!
lim .
n—oo n

Resend. Polozime a,, = 1/n, b, = sinn! pro véechna n € N. Pak

lim a, =0 a |by|=|sinn!|<1 VnelN

n—oo

Podle Veéty plati

sin n/!

1
= lim —sinn! = 0. O
n—oo N n—oo N

3.6 Vybrané posloupnosti

Definice 3.71 Necht {a,},-, je posloupnost redlnych ¢isel, {k,},-, je rostouci posloup-
nost pfirozenych ¢isel. Pak posloupnost

akl,akz,aks,...,akn,...

nazyvéme vybranou posloupnosti z posloupnosti {an},”; (neboli podposloupnosti posloup-
nosti {a,},- ), znacime ji {ag, },- ;.
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Priklad 3.72 Uvazujme posloupnost {a,} -,

11 1
1, ==, —, ...
2°3 n
Uvazujme nésledujici t¥i posloupnosti
111
17777a7a"'
2°2°3
1111 1
2?476?87"'72n7"'7
11 1

| —

2’3,47‘."/’7‘7_”"‘.
Kterd z nich je podposloupnosti posloupnosti {a, }.- ;7 Vidime, Ze ve vSech piipadech obsa-

huji posloupnosti ¢leny posloupnosti {a,},- ;. V prvnim piipadé by ale piislusnd posloup-

nost indexu {ky} 2 ; musela vypadat takto

1,2,2,3,...

coz neni rostouci posloupnost. Tedy prvni posloupnost neni vybranou z {a,},- ;. U druhé
piimo vidime, ze plati k, = 2n pro n € N a snadno ovérime, ze jde o rostouci posloup-
nost. Podobné u tfeti posloupnosti vidime, ze k, = n + 1 pro n € N, tedy jde rovnéz o

podposloupnost.

Lemma 3.73. Necht {k,},. je rostouci posloupnost prirozengch ¢isel. Pak

kn >n pro vSechnan € N,

tedy lim k, = oco.
n—o0

Diikaz. Provedeme matematickou indukci. Protoze k1 € N, musi platit k1 > 1. Pfejdéme k
indukénimu kroku. Necht n € N je libovolné a plat{ k,, > n. Protoze {ky} - je rostouct,
plati kpr1 > kn > n. Protoze k, 41 a k, jsou prirozena cisla, existuje m € N tak, ze

kpny1=kn+m>n+m>n+1.

Tvrzeni o limité posloupnosti pak plyne okamzité z Véty O

Veéta 3.74. Ma-li posloupnost limitu, pak kaZdd jeji podposloupnost md také limitu a jsou

S TOUNY.

Diikaz. Necht 1i_>m a, = L € R*. Uvazujme podposloupnost {ay, } - ;. Dokazme, ze také

n oo

lim ag, = L. Zvolme libovolné U(L). Podle pfedpokladu existuje ng € N tak, ze pro

n—0o0

v8echna n € N, n > ng plati a,, € U(L). Z Lemmatu m pak pro kazdé n > ng plati také

kn > n > ng a tedy ax, € U(L). O
Vétu lze pouzivat k vypocitani limity posloupnosti, u které selzou predchozi po-

stupy.
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Piiklad 3.75 Vypoctéte

lim /2.

n—oo
Resend. Pro jednoduchost zépisu oznaéme a, = /2. Nejprve je zapotiebi ovéfit, ze po-
sloupnost {ay}. ; konverguje. Lze dokdzat, Ze je nerostouci a ohrani¢end zdola (&islem 1)
— proved'te. Oznaéme li_>m a, = a € R. Nyni ur¢ime hodnotu «. Uvazujme podposloupnost

n [0.9]

{as,},2 . Podle Véty plati

lim a9, = «.
n—oo

Navic plati rovnosti
a2n = 2{1/52 V w: V n,s

2
A9y = Qp

pro vSechna n € N. Odtud podle Véty plati

tedy

a‘=a, tzm. ala—1)=0.

Tedy limita posloupnosti {a,}.—; je bud 0 nebo 1. Protoze vSechny ¢leny posloupnosti
{an},2, jsou vétsi nebo rovny éislu 1, plati (podle Véty [3.41f(a)) ze

lim V2 =1. O

n—o0

Cviceni 3.76 Dokazte, ze pro a € R, a > 0 plati

lim {/a = 1.
n—oo
[Navod: Postupujte stejné jako ve specidlnim pripadé (Pifklad |3.75) a vySetfete zv1ast pro
a>l,a=1laac(0,1)]
Piiklad 3.77 Vypoctéte limitu
lim —.
n—oo 2N

Resend. 7 Prikladu vime, ze

lim n =00, lim 2" = oo,

n—oo n—oo
tzn. jde o neurcity vyraz a Vétu tedy pouzit nelze. Nejprve dokazme, ze posloupnost
ma limitu. Podle Véty staci dokazat, ze posloupnost je nerostouci. Navic vime, ze jde
o posloupnost kladnych ¢isel, tedy je i ohrani¢end zdola - a to ¢islem 0. Odtud a podle Véty
dostavame, ze vysetfovana posloupnost ma vlastnd limitu a podle Véty |3.41)(a) je tato
limita vétsi nebo rovna 0. Oznacme

an:2—n, n €N, nli_)rgoan:a.
Uvazujme posloupnost {an41},-, coz je posloupnost vybrand z {ay},-, (viz Definici M
pro k, = n+1). Podle Véty ma tato posloupnost stejnou limitu. Pro tuto limitu plati
n+1 ) n 1 1n 11 1

T O = e T e g T Mg Tl 5 T a0
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kde jsme postupné vyuzili Vétu [3.60] a Priklad [3:34] Dostali jsme rovnost

1
o= —o.
2a

Odecteme-li od obou stran ¢islo «/2 a vyndsobime dvéma, dostdvame
a=0.

Limita vySetfované posloupnosti je tedy nulova.

Jesté je potieba dodat, ze rovnice @ = a/2 ma v mnoziné R* dokonce t7i feSeni, a to
—00, 0 a 0o (ovéite dosazenim). Protoze jsme ale doptedu védéli, ze v € R, mohli jsme od
obou stran rovnosti o = «/2 odecist vyraz /2. O

Podobnym zptsobem lze dojit k hodnotam limit dalgich dulezitych posloupnosti.

Cviceni 3.78 Dokazte, ze plati

log.n

lim
n—oo N
nO(
lim — =0, kdea,a€R, >0, [af >1,
n—oo @
a'fl
lim — =0, kdea€R, |a] >1,
n—oo n!
n!
lim — =0.
n—oo N

=0, a,ceR, a>0, ce(0,1)U(1,00),

Dodejme, Zze posloupnosti ze Cviceni [3.78| nemuseji byt monotonni, napt. posloupnost
{an};2, kde an, = 3"/n! neni nerostouci, tzn. neplati nerovnosti an4+1 < a, pro kazdé
n € N, ale pouze existuje ng € N, tak, ze tato nerovnost plati pro n > ng. I tak ale tato
posloupnost limitu mé — viz Poznamku [3.40
Poznamka 3.79 Limity ze Cviceni[3.78|vyjadiuji, jak rychle roste jedna posloupnost vzhle-

dem k jiné. Uvazujme dvé posloupnosti, napt. {n} - a {2"} 7 | jejichz ¢leny jsou

1,2,3,4,5,6,7,...

2,4,8,16,32,64,128, ...
Vidime, ze ¢leny druhé posloupnosti rostou daleko rychleji nez ¢leny prvni. Podélime-li n-ty
¢len prvni posloupnosti n-tym ¢lenem druhé posloupnosti, dostavame vyraz
n
27.
Tento podil ndm vystihuje vztah velikosti ¢lent téchto dvou posloupnosti. V Piikladu [3.77
jsme vypocitali, ze

tzn. ,pro velka n je podil n/2" téméf nulovy*, neboli ,,pro velka n je ¢islo n vzhledem k ¢éislu
2" nicotné“. Rikdme pak, ze ,posloupnost {2"} 7 | roste rychleji nez posloupnost {n} > .
Piiklad 3.80 Vypoctéte hodnotu limity

2" ! —1

lim S
n—oo n% — 3" 4+ 1
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Resend. Pii poéitani limity této posloupnosti se miizeme inspirovat heslem pfi feseni Pitkladu
Toto pravidlo si zobecnime: Vytkneme z citatele i jmenovatele nejrychleji rostouci
cleny a tyto pak srovndme. Podivejme se na vyrazy z ¢itatele: Jde o posloupnosti {27},
{n'0}> a{1};2,. Nejrychleji roste {27} ;. Ve jmenovateli zase nejrychleji roste {3"}52 ;.

Upravime

10 1 10
2n 4 10— 1 2”(1+§T—27) 2\" 1+ % — 3¢
lim =%~ iy — lim () L L L

n—>oon2_3n+1_n1—>003n(n?_1+1> n—oo \ 3 %_14_3%
3n 3n
1+0-0
=0-——=0.
0-1+0 O

7 Véty okamzité plyne tvrzeni o neeristenci limity.

Dusledek 3.81. Jestlize md posloupnost dvé podposloupnosti s ruznymi limitams, pak tato
posloupnost limitu nemd.

[lustrujme pouziti tohoto disledku na piikladu.

Piiklad 3.82 Dokazte, ze
lim ¢"
n—oo

pro g € R, ¢ < —1 neexistuje.

Resend. V Piikladu M(c) jsme mluvili o limité geometrické posloupnosti, ale zamlceli jsme
piipad ¢ < —1. Nyni to napravime. VysSetfeme nejprve piipad ¢ = —1, tzn. posloupnost
{(=1)"},2, majici cleny

1,1, -1,1,-1,1,-1,1, —1,1,...
(nakreslete si sami jeji graf). Vidime, ze ¢leny s lichym indexem jsou rovny —1 a ¢leny se
sudym indexem jsou rovny 1. Uvazujme tedy dvé podposloupnosti: {(—1)2"}:):1 a {(—1)*+1 }20:1'
Ziejmé

lim (-1)*" = lim 1=1

a
lim (—=1)*"*! = lim —1 = —1.
n—oo n—oo
Dusledek dava, ze {(—1)"} 7, nemd limitu.

Nyni se podivejme na piipad ¢ < —1 (nakreslete si graf této posloupnosti napf. pro
g = —2). Opét uvazujme podposloupnosti {qQ”}Zozl a {q2”+1}zo:1. Protoze ¢®> > 1, pak

lim ¢*" = lim (¢*)" = oo,
a
lim ¢?"™! = lim (¢*)"¢ = 00 - ¢ = —o0,
kde jsme vyuzili opét Piikladu Opét z Dusledku plyne, Ze posloupnost nemd
limitu. O

Véta byla ve formé implikace — existuje-li limita posloupnosti, pak limita kazdé jeji
podposloupnosti existuje. Na tvrzeni v opacném sméru si pockdme — viz Vétu|3.93] Prozatim
uvedme podobnou vétu ve tvaru ekvivalence, a to pro jisty specidlni typ podposloupnosti.
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Véta 3.83. Necht {an},, je posloupnost redlngch cisel a m € N. Pak existuje lim ay

n—o0
pravé tehdy, kdyz existuje limita lim apyn,. Pokud limity existuji, rovnaji se.
n—oo

Dukaz. (=): Vyplyvé piimo z Véty
(<): Necht L = lim apqm. Zvolme U(L) libovolné. Pak existuje ny € N tak, ze
n—oo

VneN, n>ny : apym € U(L).
Polozme ng = ny + m. Je-li totiz n > ng = ny +m, pak n +m > ny. Tedy
VneN, n>ng: a, € U(L).

Tim je dokazano, ze lim ag, = L. |
n—oo

Poznamka 3.84 Protoze vybrand posloupnost je zase posloupnost, muzeme i z ni vybrat

posloupnost. Plati, ze je-li {b, },~ | vybrand z {an},-y a {cn}o, je vybrand z {b,},- |, pak

{en}oly je vybrand z {an},. ;. Znamend to tedy, Ze vybereme-li z podposloupnosti {ag, }.-

posloupnosti {an}, - posloupnost, jde zase o podposloupnost posloupnosti {an} -, tedy

muzeme ji znacit tieba jako {as, } oo, kde {£,}.2 je vybrand z {k,} .

3.7 Hromadné body posloupnosti

Pomoci vybranych posloupnosti lze definovat pojem hromadného bodu posloupnosti. Pujde
o podobny pojem jako je limita posloupnosti — budeme vénovat pozornost zejména tomu,
kolik hromadnych bodia posloupnost mé a jaky vztah ma k limité posloupnosti.

Definice 3.85 Necht {a,} -, je posloupnost redlnych cisel. Rekneme, 7ze a € R* je hro-
madngm bodem posloupnosti {an},- ,, jestlize existuje vybrand posloupnost {ay,} -, ta-
kova, ze

lim ag, = a.
n—oo

Mnozinu vSech hromadnych bodi posloupnosti {a,}- | znacime $(a,).
Pozndmka 3.86 Okamzité z definice hromadného bodu a jiz zndmych informaci muzeme
vyvodit nasledujici:

(a) M&-li posloupnost {a,} -, limitu L, pak podle Véty kazda z ni vybrand po-
sloupnost mé také limitu L. Tedy posloupnost pak méa jediny hromadny bod L.

(b) Z Poznamky plyne, ze je-li {ax,, },-; vybrana z posloupnosti {a, },- ;, pak $(ax,) C
ﬁ(an)

Piiklad 3.87 VysSetiete hromadné body posloupnosti

(a) {n*}, ;. (b) {(=1)"}3Zs, (c) {(=1)"n}y.
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Resent. ad (a): Protoze posloupnost m4 limitu rovnu oo, podle Pozndmky [3.86| plati
H(n?) = {oo}.
ad (b): Jak uz vime z Piikladu posloupnost {(—1)"}>° ;| limitu nemd. Vybereme-li si
dvé podposloupnosti
oo — oo
{(_1)2n}n:1 a {(-1)* 1}n:1’

dostdme dva hromadné body 1 a —1. Protoze posloupnosti indexu {2n},~; a {2n — 1}7
zcela pokryvaji mnozinu pfirozenych ¢isel, pak jakakoliv dalsi podposloupnost posloupnosti
{(=1)"}>°, by musela obsahovat pouze ¢leny z dvou predeslych podposloupnosti, dalsi
hromadné body jiz posloupnost nema.

ad (c): Podobné zjistujeme, ze

H((=1)"n) = {00, —o0}. O

Lemma 3.88. Necht {a,}.> je posloupnost redinych cisel.
(a) Je-li posloupnost {a,},-, ohranicend shora, pak oznacime-li
by, = sup{ay ; k > n}
pro vsechna n € N, plati:

(i) posloupnost {by}.> | je dobie definovand a nerostouct,
(ii) pro vSechna n € N plati a,, < by,

(iii) existuje limita posloupnosti {by}oo ;:

b= lim b, = lim sup{ay ; k > n} < oo,
n—o0 n—oo

(iv) éislo b je nejvétsim hromadngm bodem posloupnosti {a,}o ;.

(b) Je-li posloupnost {an},> | neohranicend shora, pak 0o je jeji hromadny bod.

Diikaz. ad (a): Fakt, ze posloupnost {b,}.-, je dobfe definovand, je zajisténa predpokladem
ohranicenosti této posloupnosti shora, protoze diky tomu b, € R pro vSechna n € N.
7 inkluze

{ag ; E>n+1} C{ar; k>n}

a Cviceni plyne, Ze b1 < by, pro véechna n € N, tzn. {b,},~, je nerostouci. Z Véty
plyne, Ze existuje lim b,, a je rovna inf b,, — ozna¢me ji b. Ziejmé b < oco.
n—oo

Pifmo z definice b,, a z Véty [2.24)(a)(i) plyne

by, > an, mneN (3.4)

Odtud a z Vét a[3.74 plyne také
Va € H(an) : a<b,
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tzn. b je horni zdvora mnoziny hromadnych bodu posloupnosti {a,},. ;. Dokazme nyni,
ze b € H(an). Tim dokdzeme, ze b je nejvétsim hromadnym bodem posloupnosti {ay, }o ;.
Rozlisime dva pifpady: Plati bud b = —oo nebo b € R.

Necht b = —oco. Pak z nerovnosti platici pro vSechna n € N a z Véty vyplyva, ze
lim a, = —oo = b. Dokonce tedy plati H(a,) = {b} = {—o0}.

n—oo

Necht b € R. Z definice b, a Véty [2.24(a)(ii’) ddle plyne, ze
VneNVeeR, e>03k,>n: ag, >b, —c. (3.5)
Pak podle (3.5) pro n =1 a e =1 existuje k; € N tak, ze
ag, > b1 — 1.
Znovu, podle (3.5) pron=k; +1lacec= % existuje ko > k1 + 1 > kp tak, ze

1
Qo >bg—§.

Pokracujeme déle a dostdvdme vybranou posloupnost {ay, }.-, takovou, ze pro viechna

n € N plati

1
b, > ag, > b, — —,
n

kde prvni nerovnost plyne z (3.4). Z Véty [3.47| dostavame, ze lim ap, = b. Tedy opét

n—oo
b e Hay).
ad (b): Pfedpoklddejme, ze {ay} -, je neohranicend shora, tzn. plati

VK eRIneN: a, > K.
Polozme K = 1. Pak existuje k; € N tak, ze
ag, > 1.
Polozme K = max{2,ay,...,ar, }. Pak existuje ks € N tak, ze ap, > K. Zfejmé pak plati
ko >ki a ag, > 2.
Polozme K = max{3,a,...,ax, }. Pak existuje k3 € N tak, ze ap, > K. Zfejmé pak plati
ks > ko a ap, > 3.
Takto pokracujeme dédle a dostdvdme vybranou posloupnost {ay, }- ; takovou, ze

VneN: ag, >n.

7 Véty plyne, ze 71113010 ay, = 00. O
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Podobné lze dokazat nasledujici lemma.

Lemma 3.89. Necht {a,},> | je posloupnost redinych cisel.
(a) Je-li posloupnost {a,},, ohranicend zdola, pak oznacime-li
cn = inf{ay ; k > n}
pro vSechna n € N, plati:
i) posloupnost {c, o2 je dobre definovand a neklesajict,
n=1 J 9

(ii) pro vSechna n € N plati ¢, < ay,
(tii) existuje limita posloupnosti {c,},-;:

c¢= lim ¢, = lim inf{ag ; k > n} > —o0
n—oo n—o0

(i) ¢islo c je nejmensim hromadnym bodem posloupnosti {an} o ;.

(b) Je-li posloupnost {an},- | neohranicend zdola, pak —oo je jeji hromadny bod.
Koneéné muzeme zformulovat vétu popisujici mnozinu vsech hromadnych bodu.

Véta 3.90. Necht {a,}r. je posloupnost redlnych ¢isel. Pak

(a) H(an) #0,

(b) $H(an) md nejvétsi a nejmensi proek (v R*).

Dukaz. ad (a): Tvrzeni plyne okamzité z Lemmatu (nebo také z Lemmatu [3.89).

ad (b): Je-li {ay},- ; ohranicend shora, pak podle Lemmatu|3.88(a) ma $(a,) nejvétsi prvek.
Je-li {an},” neohrani¢end shora, pak podle Lemmatu ) plati co € $(ay,). Ziejme
oo je jeji nejvetsi prvek (v R*). K dokazéni existence nejmensiho prvku $(a,) pouzijeme

Lemma [3.89 O
Tvrzeni Véty [3.90] nds opravituje k nésledujic{ definici.

Definice 3.91 Necht {a,},-, je posloupnost redlnych ¢isel. Jeji nejvétsi hromadny bod

nazyvame limes superior posloupnosti {a,},- |, znac¢ime lim sup a,; nejmensi hromadny bod
n—oo
o0

nazyvame limes inferior posloupnosti {a,},, znacime liminf a,.
- n—oo

Poznamka 3.92 O limes superior a limes inferior posloupnosti lze tict jiz spoustu infor-

maci:
(a) Z Lemmat a plyne, ze

{ lim sup{a; ; K >n} <oo pokud {a,} -, je shora ohranicena,

n—oo

limsup a, = - . o
00 pokud {ay}, - je shora neohranicena

n—oo
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a
o lim inf{ay ; k > n} > —oo pokud {a,},, je zdola ohranicend,
liminf a,, = { n—=o©
nroo —00 pokud {a,},~ je zdola neohranic¢ena.

(b) Pfimo z definice plyne nerovnost

lim inf a,, < limsup a,,.
n—oo n—00

(c) Zduraznéme, ze na rozdil od limity, kazdd posloupnost mé limes superior i limes
inferior.

Véta 3.93. Necht {an}oo, je posloupnost redlnyjch cisel. Pak ndsledugici vjroky jsou ekvi-
valentni:

(a) ezistuje lim ay,

n—oo
(b) liminf, o a, = limsup,,_, . an.
(c) $H(an) je jednoprvkovd mnoZina.

Navic, pokud lim a, = L € R*, pak
n—oo

liminfa, =limsupa, =L a $H(a,)={L}.

=re2 n—00

Diikaz. Ekvivalence mezi (b) a (c) plyne piimo z definice limes superior a limes inferior.
Dokazme implikaci (a) = (c): Necht existuje lim a, = L € R*. Z Véty [3.74] plyne, ze
n—o0

{an},2; ma jediny hromadny bod, coz je préve L.

Dokazme implikaci (b) = (a): Ozna¢me L = liminf,,_,~ a,, = limsup,,_, . a,. Mohou nastat
tfi pripady:

Necht L € R. Podle Pozndmky (a) je posloupnost ohranicensd a z Lemmat a)(i)
a[3.89(a)(i) plati

cn < ap < by

Podle pfedpokladu, posloupnosti {b,},-; a {¢,},—; maji stejnou limitu rovnou L, tedy

podle Véty existuje lim a, a je rovna L.
n—oo
Necht L = co. Opét z Poznamky (3.92|(a) vidime, ze posloupnost {a, }-- ; je zdola ohranicena,
tedy podle Lemmatu a)(i) plati
An = Cp.
Protoze limita posloupnosti na pravé strané je oo, pak podle Véty plati, ze 1i_>m Gy = 00.
n o0

Pripad L = —oo provedeme podobné.

Nakonec zminime vétu, se kterou se budeme v budoucnosti ¢asto setkavat.

Véta 3.94 (Bolzanova—Weierstrassova). Z ohranicené posloupnosti lze vybrat konvergentni
posloupnost.

Diuikaz. Podle Véty Ize z kazdé posloupnosti vybrat posloupnost, kterd ma limitu.
Protoze tato posloupnost je ohranic¢end, z Véty a) plyne, ze jeji limita je vlastni. O
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3.8 Bolzanova—Cauchyova podminka

Piedstavme si nutnou a postacujici podminku pro konvergenci posloupnosti (tzn. existenci
vlastni limity posloupnosti) — Vétu m

Definice 3.95 Rikéme, Ze posloupnost {an},2, je cauchyovska, jestlize

Ve eR,e>03ng e NVm,neN, m,n>ng : |am —ap| <e.

Poznamka 3.96 Vyroku v definici cauchyovské posloupnosti se také fika Bolzanova—
Cauchyova podminka. Podminka je splnéna v pripadé, Ze jsme k libovolné malému kladnému
¢islu e schopni najit takovy index ng, ze vzdalenost libovolnych dvou prvkua posloupnosti,
jejichz indexy jsou vétsi nebo rovny tomuto indexu, je mensi nez zadané Cislo e.

Véta 3.97. KazZdd cauchyovskd posloupnost je ohranicend.
Diikaz. Necht {a,}; je cauchyovskéd posloupnost. Pak pro e =1 > 0 existuje ng € N tak,
ze pro vSechna n € N, n > ng a m = ng plati
|an, — an| < 1.

Pro v8echna n > ng tedy plati

lan| = |an — @ng + any| = |an — ang| + ang| < 1+ |an].
Polozme
K = maX{|a1‘v |CL2|, R |an0*1|a 1+ |an0|}'
Pak pro vsechna n € N plati |a,| < K, tzn. {ay} -, je ohranicend. O

Véta 3.98. Posloupnost je cauchyovskd prdavé tehdy, kdyz je konvergentni (tj. md vlastni
limitu,).

Diikaz. (<): Necht {a,},>; mé limitu L € R. Zvolme € > 0 libovolné. Pak existuje ng € N
takové, ze pro vSechna n € N, pro néz n > ng, plati

€
Pak pro kazdé m,n € N, pro néz m,n > ng, plati

|am — an| = |am — L+ L — ay| < |am — L| + |L — a,] <§+§=e.
Tedy posloupnost {ay},; je cauchyovska.
(=): Nyni naopak predpoklddejme, ze posloupnost {a,} -, je cauchyovskd. Podle Véty
existuje K > 0 tak, ze pro viechna n € N plat{ |a,| < K. Diky ohrani¢enosti {an} -,
a vzhledem k Vété existuje konvergentni vybrana posloupnost {ax, },- ; z posloupnosti
{an};2 ;. Ozna¢me L € R jeji limitu. Dokazme, ze dokonce nh_)rgo a, = L — tim bude véta
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dokézana. Zvolme € > 0 libovolné. Protoze lim ag, = L, existuje n; € N tak, Ze pro
n—oo

vSechna n > n; plati

€

5.

Protoze {an},. je cauchyovskd, pak existuje na € N tak, ze pro véechna m,n € N, m,n >
ngy plati

lag, — L] <

£
5

Polozme ny = max{ni,ny}. Pak pro kazdé n > ng plati podle Lemmatu nerovnosti
kn, > n > ng > ng a podobné k, > ni, z ¢ehoz plyne, ze

lam — an| <

e €
|an—L|:]an—akn+akn—L|§|an—akn\+]akn—L\<§+§:5.

Tedy {a,},., je konvergentni. O

Tato véta predstavuje nutnou a postacujici podminku konvergence. Lze ji vyuzit i na
posloupnosti, které nejsou monoténni. Jeji pfednost spociva v tom, ze abychom dokézali
konvergenci posloupnosti, nemusime znét jeji limitu (ani tip na ni).

Cviceni 3.99 Necht a € R, a > 0, o € R. Dokazte, Ze pro kazdou posloupnost raciondlnich

cisel {qy, },o, takovou, ze nh_g)lo gn = «, existuje vlastni

lim a7,
n—oo

pfitom hodnota této limity nezdvisi na volbé posloupnosti {g, } - ;. Déle s vyuzitim vysledku
Cviceni dokazte, ze

lim a? = a“.
n—oo

S vyuzitim téchto faktu dokazte tvrzeni uvedend v Poznamece [2.38

3.9 Eulerovo c¢islo

V této sekci definujeme jednu z nejdulezitéjsich konstant matematiky — tzv. Eulerovo ¢islo.
Definovat ho budeme jako limitu jisté posloupnosti. Nejprve je tieba dokazat, ze ta posloup-
nost je viibec konvergentni. K tomu vyuzijeme tzv. Bernoulliovu nerovnost.

Piiklad 3.100 Dokazte Bernoulliovu nerovnost, tzn.
VeeR,z>—-1VneN: (14+x)" >1+nx,
pritom plati ostré nerovnosti pravé tehdy, kdyz « # 0 a n > 1.

Resend. Nejprve dokazme matematickou indukei ostré nerovnosti, tzn. ze pro kazdé z > —1,
x # 0 a pro kazdé n € N, n > 2 plati

(14+x)" >1+nx.
Necht n = 2. Zfejmé plati

(1+x)>=1+2z+2°>1+ 2z
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Piedpokladejme, ze pro n € N, n > 2 plati (1 + x)™ > 1 + nz. Protoze podle pfedpokladu
plati x + 1 > 0, dostavame

A+ =0+2)"QA+2)>A+n)1+2z) =1+ 1+ 1Dz +nz®>14+ (n+ 1)z

Pro x = 0 a v8echna n € N zfejmé plati rovnost. Stejné tak prox > —1 an = 1. O

(I

je rostouci a ohranicend shora. Posloupnost

()"}

n=1

Lemma 3.101. Posloupnost

je klesajici a ohranicend zdola. Obé posloupnosti maji stejnou limitu.

Dukaz. Oznacme
1 n 1 n+1
an:<1+> , bn:<1+> , neN.

Pro n > 2 plati

an (14 1)n (n+1\"(n-1 n_l_ n?—1\" n
an-1 (1425t n n \ n? n—1

pro
1\" n n n 1 n n—1 n
=(1-= >(1ff) =(1-= - =1.
n?2) n-—1 n2/ n—1 n)n-—1 n n-—1
Poznamenejme, ze jedina zde uvedena nerovnost plyne z Bernouliovy nerovnosti. Tedy pro
vSechna n > 1 plati a, > an—1 neboli Vn € N plati apy1 > an, tj. {an},, je klesajici.

Podobné dokédzeme, ze Vn € N plati b, 1 < by, tj. ze posloupnost {b,} -, je rostouci. Dile
pro Vn € N plat{

1
b, = <1 + n) Ay > G- (3.6)

Dohromady dostavame
VneN a; <ap <b, <b.

Tedy obé posloupnosti maji vlastni limitu a z rovnosti v (3.6) plyne, Ze je stejna. O

Muzeme tedy vyslovit nésledujici definici.

Definice 3.102 Limitu posloupnosti

)

nazyvame Eulerovou konstantou a zna¢ime symbolem e.
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Poznamka 3.103

(a) Lemma [3.101f ndm také davéd jednoduché odhady ¢isla e. Vzhledem k vlastnostem
téchto posloupnosti plyne, ze kazdy ¢len prvni posloupnosti je mensi nez e a kazdy
¢len druhé posloupnosti je vétsi nez e, tzn.

1 n 1 n+1
Vn eN : (1+) <e<<1+> .
n n
Odtud také plyne, Zze pro n > 1 plati

1+

1
<en7+1<e%<1+ .
n—+1 n—1

(b) Cislo e je iraciondlnf - viz napi. [8].



Kapitola 4

Realné funkce realné proménné

Pojem realné funkce realné proménné byl zaveden pro matematické vyjadieni zdvislosti jisté
veli¢iny na jiné veli¢iné.

Uvazujme nejjednodussi priklad pohybu bodu po piimce. Uvazujme hmotny bod, jehoz
poloha je urcend redlnym ¢islem (pfedstavme si raketu, ktera startuje kolmo vzhuru a polo-
hou rozumime jeji vzdélenost od povrchu). Pritom chceme zachytit jeho pohyb v zévislosti
na case. Jde o to, jak popsat polohu hmotného bodu v kazdém ¢asovém okamziku — kazdému
casovému okamziku (ktery modelujeme redlnym éislem) priradime redlné ¢islo urcujici po-
lohu bodu. V tomto piipadé tedy poloha bodu zavisi na ¢ase. Kdybychom napi. polohu
hmotného bodu pocitali tak, ze poloha v Case od zacatku pohybu byla rovna druhé moc-
niné ¢asu od zacatku, pak dostavame vztah

t s x(t) = 12,

kde t € R, t > 0, a kde t = 0 reprezentuje ,pocatecni cas“. Tedy casovému okamziku ¢t
se pritazuje hodnota polohy x, kterou vypoc¢itame tak, ze umocnime ¢asovy okamzik ¢t na
druhou. Zde tedy veli¢ina polohy primo zavisi na case.

Uvazujme tilohu vyrobit jimku ve tvaru valce o objemu 300m?3. Jaky polomér r m4
mit zékladna této jimky v zavislosti na jeji vySce v? Ze vzorce pro objem valce snadno
odvodime, ze jde o

v r(v) = @,
T
kde v je vySka jimky v metrech a r je polomér zdkladny jimky opét v metrech. Zde opét
vidime piimou zévislost mezi dvéma veli¢inami vysky v a poloméru r, pficemz v je nezédvisle
proménna a r nabyva hodnot v zavislosti na hodnotach proménné v.

Zde uvedené priklady maji spolecné to, ze abstrahujeme-li od jednotek, dostavame se
k pravidlu, kdy je redlnym ¢islum pfifazeno (obecné jiné) redlné ¢islo. Tuto abstrakei pak
nazyvame realnou funkeci realné proménné — viz Definici

4.1 Funkce a jeji graf

S pojmem funkce jsme se na stfedni skole setkdvali v matematice pomérné ¢asto. Jednalo se
o jednodussi typy funkei (napf. linedrni, kvadratickd), ale také o mnoho pokrocilejsi (jako
tfeba goniometrické funkce, exponencialni a logaritmické). Z téchto funkei se vytvareli dalsi
funkce — pomoci aritmetickych operaci a také pomoci skladani (zde si vSe zopakujeme).

115
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(z, f(x))

D(f)
Obrazek 4.1: Graf funkce f.

Pojem funkce je ale daleko §irsi, a zminéné zékladni typy funkei tvoii celkem malou (i kdyz
velmi dulezitou) ¢ast.
Nejprve si feknéme, co vlastné rozumime pod pojmem funkce.

Definice 4.1 Redlnou funkci (jedné) redlné proménné rozumime zobrazeni z R do R.

Poznamka 4.2 Funkce je tedy specidlni zobrazeni ptifazujici redlnym ¢islim redlna cisla.
Méme jiz tak definovénu celou fadu dalsich pojmu souvisejici s funkcemi — viz Definici [I.48]
Poznamka 4.3 Zduraznéme, ze funkce je jednoznacné dand svym definiénim oborem a funk-
¢nimi hodnotami pro body z defini¢niho oboru. Pfi definovani konkrétni funkce je tedy vzdy
potieba tyto dvé informace zadat: Definiéni obor je mnozina a funkéni hodnoty jsou vétsinou
dény predpisem. Pokud informace o definiénim oboru chybi, plati nepsané pravidlo, ze de-
fini¢nim oborem je mmnozina vSech redlnych ¢&isel, pro které ma predpis smysl — tomuto
definiénimu oboru se pak tika prirozeny definiéni obor.

Poznamka 4.4 Protoze funkci jsme definovali jako zobrazeni, stejné jako u posloupnosti
mame k dispozici pojem grafu — viz Definici Graf funkce je tedy mnozina uspofradanych
dvojic (relace na R): prvek defini¢niho oboru spoleéné s funkéni hodnotou dané funkce
v tomto bodé — viz Obrazek Mimo jiné, jeho néacrtek dava velmi dobrou piedstavu
o povaze dané funkce. Jak uvidime dale, mnohé vlastnosti funkci se daji okamzité vycist
z grafu funkce — stejné jako z grafu posloupnosti. Vlastné posloupnost realnych &isel neni
nic jiného nez realnd funkce redlné proménné, jejiz defini¢ni obor je roven mnoziné vsech
prirozenych ¢cisel.

Poznamka 4.5 Jak jiz bylo fe¢eno v Poznamce funkce je déna svym definicnim oborem
a funkénimi hodnotami funkce. Ty jsou dany casto funkénim predpisem, ve kterém figuruje

pismeno, tzv. proménnd, za které kdyz dosadime prvek definiéniho oboru, vypocitanim
vzniklého vyrazu ziskame funkéni hodnotu dané funkce v tomto bodé, napf.

f(z) =22 z€l0,2],
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z— 22, zel0,2],

kde v obou piipadech jde o funkci pfifazujici kazdému ¢islu z intervalu [0, 2] jeho druhou
mocninu. Nékdy funkci nelze zapsat pomoci jediného algebraického vyrazu, nebo vyrazu,
ve kterém se vyskytujl ndzvy jinych jiz definovanych funkci. Funkce byvéa zadana i ,,po
¢astech“. Napf. uvazujeme-li funkci f : R — R definovanou takto

ﬂ@:{Oxemm

1 z€(—00,0)U(1,00).

rozumime tim, ze f(x) = 0 pro v8echny hodnoty z z intervalu [0,1] f(z) =1 je-li z < 0
nebo x > 0. Timto zpusobem definujeme napt. funkci signum nebo Dirichletovu funkci.
Nejde ale o jediny zpusob zadani. Funkce muze byt ddna také parametricky ¢i implicitné.
V téchto skriptech takovy zplusob zadani nebude potieba.
Casto budeme potiebovat v piedpokladech uvést, ze definiéni obor obsahuje néjakou
mnozinu. K tomu se bude hodit nédsledujici definice — vyrazné nam urychli vyjadrovani.

Definice 4.6 Nechf M C R, f : R — R je funkce. Rekneme, 7e funkce f je definované na
mnoziné M, jestlize M C D(f).

Ukazme si nyni nékolik piikladt uziteénych ¢i zajimavych funkei.
Priklad 4.7

(a) Definujme funkci absolutni hodnota nésledujicim predpisem:
x|z, xR

Odtud je vidét, ze tato funkce kazdému nezapornému ¢islu prifadi toto ¢islo a kazdému
zapornému Cislu pfifadi ¢islo k nému opacéné. Graf je pak na Obrézku 7 néj je
zase vidét, ze oborem hodnot je interval [0, 00). Zduraznéme rozdil mezi ,absolutni
hodnotou redlného ¢isla“ a ,funkci absolutni hodnota“: to prvni je ¢islo, a to druhé
je funkce, kterou jsme pravé definovali.

Graf funk bsolutni hodnota.
(a) Graf funkce absolutni hodnota (b) Graf funkce signum.

Obrazek 4.2: Grafy funkci z Piikladu
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(b)
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Yy
2 + &0
1+ &0
-2 -1 0 1 2 *
—_— 1
*—0 + =2

(b) Graf Dirichletovy funkce.

Obrazek 4.3: Grafy funkef z Pifkladu

Dalsi pouzivanou jednoduchou funkei je funkce signum (neboli znaménkovd funkce)
takto definovana:
r—sgnx, xR

Definiénim oborem je tedy mnozina vSech realnych ¢isel a oborem hodnot t¥iprvkova
mnozina {—1,0,1}, viz Obrazek

Dale definujme funkci celd édst:
rz—|z], zeR

Ztejmé, defini¢ni obor je mnozina vSech redlnych ¢isel, obor hodnot mnozina vsech
celych ¢isel, graf této funkce je na Obrézku [4.3a

Nakonec si pfedstavme Dirichletovu funkci xq, ktera je definovana takto:

(2) = 1 ze€Q,
XU =0 zeRr\Q.

Graf této funkce nelze dost dobie na¢rtnout. Chaby vysledek pokusu o graf je na
Obréazku
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Yy
1
3] -
4
1]
2
1]
4
f—a— e
0 1 2 1 2 7 8 17
9 9 3 3 9 9

Obrazek 4.4: Graf Cantorovy funkce.

(e) Pro zajimavost si predstavme také Cantorovu funkci (tzv. ,dablovy schody*). Existuje
nékolik zptusobu zadani této funkce — my zvolime ten nejpopisnéjsi (i kdyz ne zrovna
nejelegantnéjsi). Cantorova funkce ¢ : [0,1] — [0, 1] je definovand takto:

b powe[}d],
b powe[pg],
P pozelf).
1 pro x € i,l,
S R )
P porc[R 3],
Eoporc (R3]

Jinak muzeme definici Cantorovy funkce popsat takto: Interval [0, 1] rozdélime na tfi stejné
dlouhé intervaly. Na prostfednim intervalu definujeme funkci jako konstantni, nabyvajici
hodnotu 1/2. Oba zbylé intervaly zase rozdélime na tii stejné dlouhé intervaly. Na prostfednich
intervalech definujeme funkci jako konstantni a to 1/4 a 3/4. Zbylé intervaly (uz jsou ¢tyii)
opét kazdy rozdélime na tii ¢asti a pokracujeme v podobném duchu dal. Graf Cantorovy
funkce je mozno vidét na Obrézku [4.4]

Poznamka 4.8 Mluvime-li o rediné funkci, myslime tim, zZe jejimi funkénimi hodnotami
jsou pouze realnd cisla. Také se muzeme setkat s funkcemi, jejichz funkéni hodnoty jsou
komplexni ¢isla — pak mluvime o komplexnich funkcich. Oproti tomu, mluvime-li o redlné
proménné, myslime tim, ze defini¢ni obor je podmnozinou realnych ¢isel, tzn. do funkce
dosazujeme redlnd ¢isla. Naproti tomu muzeme mit funkci komplexni proménné, coz je
funkce, jejiz defini¢ni obor je podmnozina komplexnich ¢isel.
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f(x2)

f(x1)

I T2

Obrdzek 4.5: Graf rostouci funkce.

4.2 Monotonni a ohranicené funkce

Definice 4.9 Nechf f:R — R, § # M C D(f). Rekneme, ze f je na mnoziné M
e rostouct, jestlize Vr1, 290 € M : x1 <x9 = f(z1) < f(22),
o klesajict, jestlize Vay, w0 € M : z1 < x2 = f(x1) > f(x2),
o neklesajict, jestlize Varq, 290 € M @ x1 < x9 = f(x1) < f(22),
e nerostouct, jestlize Vi, xe € M : x1 < x9 = f(x1) > f(x2).

Souhrnné fikame, ze f je na mnoziné M monoténni. Je-li dokonce klesajici nebo rostouci,
tikdme, Ze je na mnoziné M ryze monotonni.

Piiklad 4.10 Monoténnost funkce na daném intervalu se velmi dobfe da vidét z grafu
funkce. Na Obréazku [4.5] vidime graf rostouci funkce.

Definice 4.11 Funkce se nazyva zdola ohranic¢end/shora ohranicend/ohranicend, je-li ta-
kovy jeji obor hodnot. Funkci f : R — R nazyvdme nazyvame zdola ohranic¢enou/shora
ohranicenou/ohrani¢enou na mnoziné M C D(f), jestlize je takovd mnozina f(M).

Cviceni 4.12 Dokazte, ze funkce f : R — R je ohrani¢end na mnoziné M C D(f) prave
tehdy, kdyz

dJKeR,K>0VeeM : |f(x)] <K.
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Definice 4.13 Necht f: R — R, §) # M C D(f). Pak definujeme

S}\l})f = sup f(M) = sup{f(z) ; x € M},

i]\I}Iff =inf f(M) =inf{f(z) ; x € M}
a nazyvame postupné supremum/infimum funkce f na mnoziné M. A déle
mﬁxf = max f(M) = max{f(z) ; x € M},
mj\;[nf = min f(M) = min{f(z) ; x € M},

kterym fikdme postupné mazimum/minimum funkce f na mnoZiné M, neboli
nejuétsi/nejmensi funkéni hodnota funkce f na mnoziné M (pokud tato ¢isla vubec existuji).

Poznamka 4.14 Ziejmé plati, ze funkce f je na mnoziné M
e ohranicend zdola praveé tehdy, kdyz inf f(M) € R,
e ohrani¢nd shora praveé tehdy, kdyz sup f(M) € R,
e neohranicend zdola praveé tehdy, kdyz inf f(M) = —oo,

e neohranicend shora praveé tehdy, kdyz sup f(M) = oc.

4.3 Parita a periodicita

Predstavme si tii vlastnosti funkce: lichost, sudost a periodi¢nost.

Definice 4.15 Nechf f : R — R m4 definién{ obor symetricky podle nuly, tzn. pro kazdé
x € D(f) plati —x € D(f). Rekneme, ze funkce f: R — R je sudd (resp. lichd), jestlize

Ve e D(f) : f(—a) = f(x) (resp. f(—2) = —f(x)).

Sudost/lichost funkce souhrnné nazyvame paritou funkce.

Poznamka 4.16 Reprezentativnim ptikladem sudé, resp. liché funkce, je funkce mocninna
s pfirozenou mocninou. Jde o funkci s definiénim oborem rovnym R a piedpisem z*, kde
k € N. Pritom plati, ze je-li kK € N sudé, pak

(—a)f = (=1)Fa" = aF,
tedy jde o sudou funkci, a je-li k£ € N liché, pak
(—a)f = (~1)Fa" = —aF,

tedy jde o lichou funkci. Je asi jasné, odkud pojmy lichosti/sudosti ziskaly své ndzvy.
Piiklad 4.17 Dokazte, ze

je suda funkce.
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Y
f(@) = f(-=
—T T x
Obrazek 4.6: Graf sudé funkce.
Yy
f(z)
—
AN N
f(=z) = —f(z)

Obrézek 4.7: Graf liché funkce.

Resend. Definiéni obor funkce f je celd mnozina R, tedy symetrickd podle pocatku. Déle
pro vSechna x € R plati

(—2)? -1 2*—-1
(—z)24+1 2241

fl=x) = f(@). O

Poznamka 4.18 Parita funkce méa velmi nazorny geometricky vyznam, ktery plyne pfimo
z jeji definice. Graf sudé funkce je osové symetricky podle osy y, protoze

(z,y) €egraf f & (—z,y) € graf f.
Graf liché funkce je stfedové symetricky podle pocatku, protoze
(x,y) e graf f < (—z,—y) € graf f.

Dokazte tyto ekvivalence. Na Obrazku vidime graf sudé funkce a na Obrazku je
nactrtnut graf liché funkce.

Definice 4.19 Necht p € R, p > 0. Necht f : R — R m4 p-periodicky definiéni obor, tzn.
pro kazdé = € D(f) plati x + p € D(f). Rekneme, ze funkce f je p-periodickd, jestlize

Ve e D(f) : flz+p) = fl2)

Poznamka 4.20 Je-li p perioda funkce f, n € N, pak np je také perioda funkce f.
Nejznaméjsi periodické funkce jsou napft. funkce sinus a kosinus majici periody 27, 47, atd.

v/

jsou i funkce tangens a kotangens, majici nejmensi periodu 7.
Piiklad 4.21 Zjistéte, zda je funkce

f(x) = sin2x + cos 3x

periodicka. Najdéte jeji periodu.
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[~ [.
\/ x-l—p\/

Obrazek 4.8: Graf periodické funkce s periodou p.

f(x) = f(z+p)

Resend. Definiéni obor funkce f je mnozina viech redlnych éisel, coz je p-periodickd mnozina
pro kazdé p > 0. Pokusme se nyni urc¢it periodu této funkce. Jak uz vime z pfedchoziho
studia, funkce sin a cos jsou periodické funkce s nejmensi periodou 27, tzn. plati
Vz € R : sin(x +27) =sinz A cos(z + 27) = cosz.
Odtud plyne, ze funkce s predpisem sin 2x ma periody
2w, 37, ...,
protoze pro kazdé x € R plati
sin2(x + 7) = sin(2x + 27) = sin 2z
Podobné zjistime, ze cos ma periody

2 4 6
37 3™ 3™

8

—T, ...

3

Z Poznamky vidime, Ze nejmensi spole¢nou periodou obou funkci je 27 (jde o nejmensi
spole¢ny nasobek periodE] téchto dvou funkci). Opravdu, pro kazdé = € R plati

f(z+27) = sin 2(x + 27) + cos 3(z + 2)
= sin(2x + 47) + cos(3x + 67) = sin 2z + cos 3z = f(x). O

Poznamka 4.22 Periodickou funkci pozname z jejiho grafu velmi jednoduse. ,,Posuneme-
li“ graf funkce ve sméru osy x doprava o periodu této funkce, dostaneme stejnou mnozinu,
protoze

(x,y) egraf f < (z+p,y) € graf f,
kde p je perioda funkce f. Na Obrazku vidime graf periodické funkce.

4.4 Zakladni operace s funkcemi

Nejprve si predstavme aritmetické operace s funkcemi — tzn. funkce muzeme scitat, odcitat,
nésobit i délit. Nésleduje presnd definice.

!'Nisobkem periody rozumime soucin této periody s pfirozenym &islem.
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Definice 4.23 Necht f,g: R — R. Definujeme

o soucet/rozdil funkei f a g takto:
(f £9)(z) = f(z) £ g(z), =€ D(f=+g)="D(f)ND(y),
e soucin funkci f a g takto:
(f-9)(@) = f(z) - g(z), =€D(f g)=D(f)ND(g),

e podil funkci f a g takto:

(5)@=15 =<2(})=Pnntevw): s 20

Vytvaret nové funkce budeme také jejich skladdnim a v pripadé, ze jsou prosté, budeme
uvazovat funkce k nim inverzni. VSechny tyto pojmy mame uz definované v Definicich
a Podivejme se, jak tyto pojmy vypadaji specidlné pro funkce.

Poznamka 4.24 Jestlize pro funkce f,g: R — R plati

M ={z € D(f); f(z) € D(g9)} #,

Pak slozenou funkci g o f je funkce dana predpisem

(go f)x) =g(f(x), =M.

Ptitom funkce f se nazyva jeji vnitrni sloZkou, funkce g jeji vnéjsi slozkou. Jeji definiéni
obor je tedy mnozina M.
Piiklad 4.25 Uvazujme funkce

f(z)=1-22 zcR, g(z) = Vz, z €10,00).
Plati
D(gof):{xER;1—3:26[0,00)}:[—1,1].
Tedy (go f)(z) = V1 —22, z € [-1,1].

Poznamka 4.26 Funkce f : R — R je prostd, jestlize

Vo, 29 € D(f) + m1#x2 = flx1) # fxg).

Prosta funkce je tedy takova, kterd pro kazdé dva rizné body defini¢ntho oboru nabyva
ruznych funkénich hodnot. Prostotu funkce lze snadno urcit z jejiho grafu pomoci jedno-
duchého pravidla: jestlize existuje piimka rovnobéznd s osou x, ktera protind graf funkce
v alespon dvou bodech, pak funkce neni prosta; v opa¢ném piipadé prostd je — viz Obréazek
4.9

Poznamka 4.27 Je-li f : R — R prostd, pak inverzni funkci k funkci f je funkce f~! :
R — R takova, ze D(f 1) = H(f) a pro kazdé = € D(f) a kazdé y € H(f) plati

Ty =2 & fl@)=y.
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\ /

(a) Nenf prosté.

Y

X

125

\y

N

N,

AN

(b) Je prosté.

Obrazek 4.9: Jak zjistit prostotu funkce.

S

f

y=x

f—l

Obrdzek 4.10: Graf funkce a funkce k ni inverzni.

Poznamka 4.28 7 definice inverzni funkce pfimo plyne

Vo € D(f) Yy € H(S) = (x,y) € graf(f) & (y,2) € graf(f ™)

coz znamens, ze graf f~1 je obrazem grafu funkce f v osové soumérnosti podle osy y = x
(protoze body o soutradnicich (x,y) a (y,z) jsou osové soumérné podle piimky y = z), viz

Obrazek [4.101

4.5 Elementarni funkce

Doposud jsme pracovali s pojmem funkce a jejimi vlastnostmi. Kromé toho jsme si fikali,
jak pomoci jiz existujicich funkci definovat dalsi funkce. Je ale nejprve potfeba vyjit z néjaké
zékladni mnoziny jednoduchych funkci. S témito funkcemi jsme se setkali uz i na zakladni

a stfedni skole. Jde o nasledujici typy funkei:

e polynomy a raciondlni funkce,

e mocninné funkce,
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e exponencidlni a logaritmické funkce,

e goniometrické a cyklometrické funkce,

e hyperbolické a hyperbolometrické funkce.

Elementdrnimi funkcemi pak rozumime funkce z tohoto seznamu. Kromé toho, jsou-li f a g
dvé elementérni funkce, pak f+ g, f —g, f-g, f/g, f o g nazyvame také elementdrnimi
funkcemi (pokud jsou tyto funkce dobfe definovény).

4.5.1 Polynomy

Polynomy jsou nejjednodussi mozné funkce: v tom smyslu, ze v jejich predpisu figuruje
pouze séitani a nasobeni.

Definice 4.29 Funkci P: R — R (D(P) = R) definovanou predpisem

P(z) = anZ™ + an 12"+ ...+ a1z + ag, (4.1)

kde ag,ai,...,an, € R, nazyvame polynomem & polynomidini funkci. Cisla ag,...,an
nazyvame koeficienty polynomu P. Je-li a, # 0, pak ¢islu n tikdme stupeni polynomu P,
znadi se stP nebo deg P.

Poznamka 4.30

(a)

(b)

Vsimnéte si, ze v Definici neni zminka o stupni nulového polynomu. Nejde o opo-
menuti, stupen nulového polynomu definovan neni (nékdy se pro jednodussi formulace
vét poklada stupen nulového polynomu jako —1 nebo —o0).

Soucet, rozdil a sou¢in polynomu je opét polynom. Ptitom jsou-li P, () polynomy, pak

deg(P £+ Q) < max{deg P,deg @} (nejsou-li P, @, P £+ @ nulové),
deg(P - Q) = deg P+ deg@ (nejsou-li P, @ nulové).

V piedpisu polynonu se vyskytuje pouze s¢itani a nasobeni. Je tedy bez problémi
mozné rozsitit defini¢ni obor polynomu na mnozinu v8ech komplexnich ¢isel. Takové
funkce pak kazdému komplexnimu ¢islu prifazuji opét komplexni ¢islo. Toto rozsiteni
je vhodné vzhledem k definici komplexniho kofenu polynomu — viz déle Definici [4.32]
Komplexnimi kotfeny se zde budeme zabyvat hlavné kvuli tomu, Ze piislusnd teorie je
elegantnéjsi — napf. viz zédkladni vétu algebry ¢i rozklad polynomu v C.

Do predpisu Ize dosazovat za x komplexni ¢isla, je tedy prirozené zabyvat se
polynomy s komplexnimi koeficienty, tzn. ag,...,a, € C. Plati totiz fada dulezitych
tvrzeni, které budou mit dulezité dusledky pro polynomy s redlnymi koeficienty s
redlnou proménnou. O polynomech s komplexnimi koeficienty budeme mluvit zejména
v Poznamce Pokud nebude teceno jinak, polynomem budeme rozumét polynom
s redlnymi koeficienty a redlnou proménnou.

V dalsim textu budeme obcas pouzivat obrat ,polynom nejvyse n-tého stupné®, kde
n € NU{0}. Mezi takové polynomy patii nulovy polynom a polynomy vsech stupinu
mensSich nebo rovnych n.
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Poznamka 4.31 (krdtce o komplexnich ¢islech) Pfipomenme jen potiebna fakta o kom-
plexnich é&islech zndmé ze stiedni Skoly. Komplexnim ¢islem budeme chapat vyraz a + bi,
kde a,b € R a i je ,&islo“ takové, ze i = —1 (zfejmé i nemtize byt realné). Cislu a ifkdme
redlnd ¢édst komplexniho &isla, ¢islu b Fikdme imagindrni ¢dst komplexniho é&sla. Cislo i
nagyvame imagindrni jednotka a pocitdme s nim jako s nenulovym redlnym c¢islem s tim
podstatnym rozdilem, ze

i? = 1.

Potom pro soucet /rozdil/sou¢in komplexnich ¢éisel a + bi a ¢ + di plati:
(a+bi) £ (c+di) = (a£c)+ (bEd)i,
(a +bi) - (c+ di) = ac + (be + ad)i + bdi® = ac — bd + (be + ad)i.
Pro zajimavost uvedme, jak urcit redlnou a komplexni éast podilu komplexnich &isel:

a+bi  a+bic—di (ac+bd)+ (cb—da)i ac+bd cb—dai
c+di c+dic—di c? 4 d? S 4dr 2 d

Mnozinu vSech komplexnich ¢isel znac¢ime symbolem C. Je-li z = a + bi € C (tzn. a,b € R),
pak komplexni ¢islo Z = a — bi nazyvame komplezné sdruzenym k ¢islu z. Navic pro a,b € C
plati

atb=a+b, ab=ab.

Protoze a + 0i = a € R pro kazdé a € R, plati R C C. Jako je modelem mnoziny R piimka
a tedy kazdé realné ¢islo muzeme chapat jako bod na piimce, tak modelem mnoziny C je
rovina a tedy kazdé komplexni ¢islo muzeme chapat jako bod roviny (tzv. Gaussovy roviny),
kde redlnd ¢ast komplexniho ¢isla je xz-ova soufadnice a imagindrni ¢ast komplexniho ¢isla
je y-ova soufadnice. Tedy éislo a + bi si predstavujeme jako uspoiadanou dvojici (a, b) € R2.
Gaussova rovina mé dvé ortogonélni osy souradnic — redlnou (odpovidajici mnoziné redlnych
¢isel) a imagindrni.

Definice 4.32 Cislo o € C se nazyva koren polynomu P, jestlize
P(a) =0.

Cislo a € C nazveme k-ndsobnym korenem polynomu P, existuje-li polynom Q tak, ze a
neni kofenem @ (tzn. Q(«) #0) a

P(z) = (z — a)*Q(z) Vz eR.
Je-li k = 1, pak o nazyvame jednoduchym korenem polynomu P. Cislo k se nazyvé ndsobnost

kotene o polynomu P. Je-li o koten P, pak se polynom (x — «) nazyva korenovy cinitel
polynomu P prislusny k a.

Piiklad 4.33 Urcete vSechny kofeny polynomu
P(x) = (2* —1)°.

Reseni. Pouzitim znamého vzorce

A® — B3 = (A— B)(A% + AB + B?)



128 KAPITOLA 4. REALNE FUNKCE REALNE PROMENNE

dostavame
B -1=k-1)*+z+1).

Odtud vidime, ze P(1) = 0, tedy 1 je kofenem polynomu P. VySetfeme, zda kvadraticky
polynom 22 + z + 1 je pro néjaké x nulovy, tzn. fesme kvadratickou rovnici

2 +2+1=0.
Protoze diskriminant D = 1 — 4 = —3 je zdporny, dostavame dvé komplexni feSeni
I e AV LB N SN L
12 = 5 =5+
Tedy
2 2
1 V3 1 .V3
P(z)=(z—1)? - —i— —+i— | .
() = (2 )<x+2 12> (1:—1—2—1—12)

Takze podle Definice [£.32) mé polynom P tii kofeny

1 V31
TSP C S L )
2 173 2 72

pritom vSechny tfi jsou ndsobnosti 2. Muzeme také fict (viz Zakladni vétu algebry), ze
polynom P méa ,az na nasobnost“ celkem Sest kofenu — kazdy kofen pocitame tolikrat,
kolik ¢ini jeho ndsobnost. O

Poznamka 4.34 (Kratce o polynomech s komplexnimi koeficienty) V této poznamce si
shriime nékteré zakladni vlastnosti platici pro polynomy s kompleznimi koeficienty (nésledné
platici i pro polynomy s redlnymi koeficienty, protoze R C C):

(a) Je-li a € C kotenem polynomu P, pak existuje polynom @ takovy, ze
P(z) = (z — 2)Q().

(b) (Zékladni véta algebry) ,,Kazdy polynom stupné alesponi jedna md alespon jeden koren.*

(¢c) Z (a) a (b) pak spoleéné se vzorcem pro stupen sou¢inu polynomu plyne: ,KaZdy
polynom stupné n € N md prdvé n kotenu — kazdy pocitdme tolikrdt, kolik ¢ini jeho
ndsobnost.“

(d) (Rozklad polynomu na soucin kofenovych ¢initelu v C) KaZdy polynom

P(z) = apz™ + an_12" '+ ..+ a1z + ag,
kde ag,...,an € C, a, # 0, lze zapsat ve tvaru

P(z) = an(z — o1) (z — o)™ ... (x — ay)"*,

kde aq, ..., ax € C jsou pravé vsechny navzdjem rizné koteny polynomu P ndsobnosti
l1,..., 0 € N. Pritom plati

b+l + ...+ 0 =n.
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Lemma 4.35. Necht a € R, P je polynom stupné n € N U {0}. Pak existuji konstanty
bo, b1,...,b, €ER, b, 750 tak, Ze

P(x) =bp(x —a)"” + bp—1(x — a)”_l + ...+ bi(z—a)+ bo.

Diikaz. V polynomu P(z) = apz" + an_12" '+ ... + a1z + ag (a, # 0) lze nahradit (podle
binomické véty) kazdy clen z* vyrazem

= ((x—a)+a) = zk: (];) (z — a)laF ™.

=0
Pak dostavame zadané vyjadieni polynomu, ptitom b, = a, # 0. O

Nasledujici lemma je specidlni piipad tvrzeni z Pozndmky |4.34a).

Lemma 4.36. Necht P je polynom stupné n (n € N) a a € R je jeho koren. Pak existuje
polynom Q stupné n — 1 takovy, Ze

Dukaz. Podle Lemmatu lze polynom P vyjadiit jako

P(x) = bp(z — )" + bp_1(z — )" + ...+ bi(z — a) + bo.
Pak 0 = P(a) = bp. Odtud okamzité plyne

P(x)=(z—a) (bn(aj —a)" bz —a)" .+ bl)

kde vyraz v druhé zavorce je zadany polynom () stupné n — 1. O

Dusledek 4.37. Necht P je polynom stupné n € N a a € R jeho k-ndsobny koren, kde
k € N, k < n. Pak ezistuje polynom Q stupné n — k takovy, Ze Q(a) # 0 a

P(z) = (z - )*Q(a).

Poznamka 4.38 (Hornerovo schema) Jak efektivné pocitat funkéni hodnoty polynomu?
To se hodi tieba v piipadé, ze chceme ovérit, zda dané ¢islo je ¢i neni kofenem polynomu.
Podivdme-li se na obecny tvar polynomu z Definice [£.29] vidime, ze pii dosazeni né&jakého
¢isla za jeho proménnou nas ¢ekd umorny vypocet mocnin stejného éisla, kterd pak jesté
musime vyndsobit koeficienty polynomu a to nakonec secist. Existuje néco jednodussiho?
Odpovedi je Hornerovo schéma. Cela jeho mySlenka spociva v chytrém zapisu polynomu
— konkrétné ve zméné potradi jednotlivych operaci: postupnym vytykanim proménné. Plati
totiz

P(z) = apz" + an_12" ' + ...+ agz® + a1z + ag
= (annv"_1 +ap 12" 2+ . +asx+ a1)z + agp

= ((anfcn_2 +ap_ 12" P+ .+ az)x + ai)x + agp

=(...(anx+ap-1)r+ ...+ a2)xr + a1)x + ag.
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Chceme-li vypoéitat hodnotu polynomu P v bodé «, staci pak zacit dosazovat do nej-
vnitinéjsi zavorky a pak postupné dosazovat za x = « a k posledni — vnéjsi zavorce. Me-
zivypocty si budeme oznacovat ¢isly b,_1, ..., by, takze plati

bp—1 = an,

bp—2=0byp 100+ an_1,

bp—3 = bp_20a + an_2,

c ey

bo =bia+ a1

a konecné

P(a) = bpa + ag.
Vsimnéte si napf. ze b,_o je vysledek dosazeni a do dplné vnitini zavorky, atp. Toto se
mnohem prehlednéji zapisuje to tabulky (tzv. Hornerova schematu):

P(x) H an ‘an,l‘...‘al‘ ao
« H bn_l‘bn_Q‘...‘bo‘P(Oz)

Je jasné, ze a je kofenem polynomu P, jestlize na konci druhého fddku Hornerova schématu
je nula. Zajimavé ale také je, ze pro polynom, jehoz koeficienty jsou pravé vypocitané
konstanty b;, tzn. pro polynom

Q(z) = bp_12" by 0x™ 2 ..+ byz + by,

plati rovnost
P(z) = Q(z)(z — a) + P(a).

Ovérte dosazenim do obou stran! Z toho plyne, ze podilem polynomu P a x—« je polynom @
se zbytkem P(«). Nakonec dodejme, ze Hornerovo schéma lze pouzit opakované, zjistit nejen
nésobnost pifslusného kotene, ale také nalézt velice efektivné polynom @Q z Dusledku [4.37}

Piiklad 4.39 Zjistéte, zda je 1 kofenem polynomu
P(x) = 2® — 52 + Tz — 3.
Pokud je korenem, zjistéte jeho nasobnost.

Resend. Hornerovo schema pro polynom P a ¢islo a vypad4 takto

Plx) || 1|-5|7]|-3
a=1|1-413| 0
a=1{1]-3|0
a=1|1/|-2

7 druhého fddku Hornerova schematu vidime, ze ¢islo 1 je skute¢né kofenem a plati
P(z) = (z — 1)(2* — 4z + 3).
Treti fadek nam 1iké, ze je dokonce kofenem alespoil nasobnosti 2 a plati
P(z) = (z — 1)*(z — 3).

Ctvrty fadek k4, ze 1 je kofenem nasobnosti 2. O
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Pozniamka 4.40 Nechf P je polynom s redlnymi koeficienty.

(a) Pokud a0 € C je k-ndsobnym kotfenem polynomu P, je ¢islo & € C (komplexné sdruzené
k a) rovnéz k-ndsobnym kofenem polynomu P.

(b) Pro kofenové ¢initele ptislusné komplexnim kofenum o = w+iv, u,v € R, v # 0 plati

(z—(u+ ) (@ — (u—iv))* = [(z — (u+iv))(z — (u—iv))]*
= [((& = u) — i) ((x — u) + iv)]* = [(@ —u)? +?]".

Nasledujici véta ndm umozni pro nase potieby obejit se bez komplexnich &isel.

Véta 4.41 (o rozkladu na kofenové ¢initele polynomu v R). KazZdy nenulovy polynom
P(z) = apx™ + an_12" N+ . +a
s redlnygmai koeficienty, lze vyjadrit jako soucin o cinitelich v tomto tvaru:
® a,,
o (z—a)*, pro kazdy redinyg koren a € R polynomu P ndsobnosti k € N,
° (7(1; u)? + v2)k, pro kazdé dva komplexné sdruiené komplexni koteny 6 = u + iv,

B=u—iv (u,v € R, v#0) polynomu P ndsobnosti k.

Diikaz. Podle Pozndmky 4.34{(d) a Poznamky a) se polynom P d& zapsat ve tvaru

P(z) = ap(x — ozl)kl o= ar)k’“(:n - 51)61 (x — 51)41 co(x = BS)ES (x — BS)ES,

kde a1,...,a, € R jsou navzijem riizné kofeny ndsobnosti ki,.... k. a B1, B1, B2, Bo,
., Bs, Bs € C\R jsou navzdjem ruzné koreny nasobnosti ¢1, {1, o, la, ..., ls, {s. Oznacime-

i B; =u; +1iv; proi =1,...,s, pak podle Poznamky [4.40(b) dostdvame
(@ = B)fi(x = B)" = [(z — wi)* +vf]". O

Poznamka 4.42 Kvadratické vyrazy (z —u)? +v? v tvrzeni Véty se zapisuji spiSe ve
tvaru o + px + ¢ se zépornym diskriminantem (tj. D = p? — 4¢ < 0).

Piiklad 4.43 Rozlozte v R polynomy

P(z) =2 +1

Qz)=2"+2'+2° -2~z — 1.

Resend. Plati
Pl)=zt4+1=a2'+222+1-22% = (2 + 1)? — 222
= (22 = V2 + 1) (22 + V2z + 1).
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Snadno spoc¢itame, ze diskriminant kvadratickych polynomi za posledni rovnosti je zdporny,
tedy skutec¢né jde o rozklad polynomu v R. V druhém pripadé pocitame takto:

Qz)=2*@?+z+1)— (@ +z+1) = -1 +z+1)
(z—D(2+z+ D22 +2+1) = (z—D(@®+z+1)>

Opét, snadno spocitame, ze diskriminant polynomu 22 4+ x + 1 je zaporny. Tedy piiklad je
vyTeSen. Poznamenejme, Ze pokud bychom se pokouseli o rozklad polynomu v C, je tieba
jesté najit komplexni kofeny kvadratického polynomu. O

4.5.2 Racionalni funkce

Definice 4.44 Necht P,(Q jsou nenulové polynomy. Pak funkce
P

R=_
Q

se nazyva raciondlni (lomend) funkce. Tuto funkci nazveme ryze lomenou (neboli ryzi ra-
ciondlni), jestlize deg P < deg @ a neryze lomenou, jestlize deg P > deg Q.

Poznamka 4.45

(i) Defini¢ni obor racionalni funkce R = P/Q je mnozina
{r €R; Q) £ 0}

neboli R\ {aq,...,am}, kde aq,. .., a,, jsou kofeny Q.
(ii) Je-li deg P > deg @ pak existuji polynomy P;, P, deg P < deg Q) tak, ze

P P
7:p1+72

Q Q
(tzn. déleni polynomu polynomem, které zname ze stiedni skoly). Smysl tohoto faktu

SpoCiva v tom, ze P»/Q je ryze lomend funkce.

Lemma 4.46. Necht R = P/Q je ryzi raciondlni funkce a xq je redlny k-ndsobny koven
polynomu @, tzn.
Q(z) = Qi(z)(z — z0)*,

kde Q1(xzo) # 0. Pak existuji takovd redlnd ¢isla Ay, ..., Ak, Ze pro vSechna x € D(R) plati

k
o Aj Pi(x)
R@) =2 oy * Gaa)’

Jj=1

kde Py je bud nulovy polynom nebo deg P, < deg Q.

Diikaz. Provedme matematickou indukef vzhledem ke k£ € N. Dokazme nejprve tvrzeni pro
k = 1. Necht z je jednoduchy kofen polynomu Q, tedy plati Q(x) = Q1(z)(z — x¢), kde
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Q1(z0) # 0 adeg Q1 = deg @—1. Protoze je funkce R ryzi lomen4, plati pak deg Q1 > deg P.
Mame dokéazat existenci A; € R a polynomu P; tak, ze deg P, < deg @1 a

P(ZL‘) _ A1 Pl(JT)
Qi(z)(x —x0) x—20 Qi(2)

coz je ekvivalentni s rovnosti

P(x) _ A1Q1(x) + (x — x0) Pi(x)
Q1(z)(x — o) Q1(z)(x — o) ’
tedy P(z) = A1Q1(x) + (x — zo) Pi(x), a to lze napsat jako
P(z) — A1Q1(z) = (z — o) P1(2). (4.2)
Tyto tvahy nés pfivedly k myslence uvazovat polynom S(z) = P(z)—A1Q1(x), kde polozime
P(xo)
A = .
' Qi)
Ziejmeé deg S < max{deg P,deg @1} = deg Q1 a x¢ je kofenem polynomu S, protoze
P(xo)

S(zo) = P(x0) —

Qr(ag) @170 =0
Podle Lemmatu existuje polynom P; takovy, ze S(z) = (z — xo)Pi(x). Tim jsme
dostali platnost . Navic, je-li P; nenulovy, pak plati deg P +1 = deg S < deg )1, tedy
deg P; < deg Q.

Provedme nyni indukéni krok. Necht pro k € N véta plati. Dokazme, Ze plati také pro
k + 1. Uvazujme ryzi lomenou funkci R = P/Q, tedy polynom P, xy € R a polynom Q)
takovy, ze Q1(zo) # 0, Q(z) = (x—20) Q1 (z). Z faktu, Ze R je ryzi, dostdvame nerovnost
deg P < deg Q1 + k. Dokazme nejprve, ze existuje konstanta Axiq a polynom Py tak, ze
deg Py < deg Q1 + k (nebo Py je nulovy) a

P(x) A1 Py(x)

(z — 20)F1Q1 (2) - (z — z0)F 1 + @ =20/ 01 (2)’ (4.3)

coz je podobné jako v pocateénim kroku ekvivalentni s
P(z) = Ap1Q1(z) = (z — x0) Po().
Definujme polynom S(z) = P(x) — Ap+1Q1(z), kde polozime

P (afo)

Q1(20)

Protoze xg je opét kotenem polynomu .S, podle Lemmatu existuje polynom Py tak, ze
S(z) = (x — z9)Py(x). Je-li Py nulovy polynom, pak z (4.3 plyne tvrzeni véty pro k + 1
a dukaz je ukon¢en. V opa¢ném piipadé pokracujeme dal a plati

Apy1 =

deg Pp =degS —1<degQ: +k,
tzn. deg Py < deg @1 + k. Odtud plyne, Ze racionalni funkce

Py(z)
(2 — 20)*Qu1(2)
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je ryzi a Q1(zp) # 0. Tato racionédlni funkce tedy spliiuje indukéni predpoklad a tedy pak
existuji konstanty Aj,..., Ax € R a polynom P;, deg P; < deg Q1 (nebo nulovy P) tak, ze

k
Bo(z) -y 4; | Bie)
(& —z0)*Qu(x) = (x—z0))  Qu(x)
Dosazenim této rovnosti do (4.3]) dostdvame pozadované tvrzeni pro k + 1. O

Lemma 4.47. Nechf R = P/Q je ryzi raciondlni funkce a xo = u + iv je komplexni (tzn.
v #0) k-ndsobny koren polynomu Q(x), tzn.

Q(z) = [(z —u)® + v*Qu(z), Qi(xo) #0.

Pak existuji takovd redlnd ¢isla By, Cy, Ba, Co, ..., By, C, Ze

B k Bz + C} Py ()

kde Py je bud nulovy polynom nebo deg P; < deg Q1.

Duikaz. Provede se podobnym zpusobem jako dukaz predchoziho lemmatu. O

Zlomky tvaru
A Br+C

@20 [@w—up+ofF
jsou v jistém smyslu nejjednodussi ryzi raciondlni funkce, fikdme jim parcidlni zlomky.
7 ptedchozich dvou lemmat plyne nasledujici dulezita véta.

Véta 4.48. (o rozkladu raciondlni funkce na parcidlni zlomky) Kazda ryzi raciondlnd funkce
se dd vyjddrit jako soucet parcidlnich zlomki. Pritom kazZdému k-ndsobném redlném korenu
g jmenovatele odpovidd soucet k parcidlnich zlomku tvaru

Aq As Ay
r—x0 (x—120)2" " (xz— o)k

a kaZdému komplexnimu k-ndsobnému korenu uw £ v jmenovatele odpovidd soucet
k parcidlnich zlomki tvaru

Biz+C, Box + Cy Brx + Cy,
(x—u)2+0? [(z—u)2+ 022" [(x — u)? + 02k

Poznamka 4.49 Hodnoty konstant v parcidlnich zlomcich nalezneme metodou neurcitych
koeficientu, tzn. napiSeme formalni tvar rozkladu a vynasobime jmenovatelem rozkladané ra-
ciondalni funkce. Dostavame tak rovnost dvou polynomii. Porovnanim koeficienti u piislusnych
¢lenu, dosazenim za x vhodné ¢isla, nebo kombinaci obou nalezneme neznamé koeficienty.
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Piiklad 4.50 Rozlozte na parcidlni zlomky raciondlni funkce

T x3
(a) P(x) = 2% s, (c) R(z) = &5,
(b) Q(x) = 52, (@) S(x) = #5522,
Resent.
(a) Protoze 22 — 9z + 18 = (z — 3)(z — 6), podle Véty existuji konstanty A, B € R
tak, ze

2v+7 A 4 B
22-9z2+18 x—-3 -6
Vynéasobime obé strany nerovnosti jmenovatelem rozkladané racionédlni funkce a dos-
tavésme

20 +7=A(x —6) + B(z — 3).
Ukazme si dvé nejjednodussi metody nalezeni konstant A a B:

(i) Dva polynomy jsou si rovny pravé tehdy, kdyz jsou si rovny koeficienty u ¢lenu
se stejnou mocninou. Porovname-li koeficienty u linedrniho ¢lenu, dostdavame

rovnost
2=A+B

a porovname-li absolutni ¢leny, pak dostaneme
7=—-6A—-3B.
Méme tak soustavu dvou rovnic o dvou neznamych A, B. Resenim je A = —13/3,
B =19/3.
(ii) Do vzniklé rovnice dosadime x = 6 (tedy jeden z kofenu jmenovatele) a dostavame
2:-6+7=DB(6-3),

odkud snadno spocitame, ze B = 19/3. Dosadime-li za z = 3 (tedy druhy
z kofenu jmenovatele) dostdavame podobné A = —13/3.

Tedy v obou piipadech dostavame

20 +7 13 1 19 1

22 _0r+18  3z-3 32-6

(b) Ztejmeé plati
P or=z@®-1)=z(-1)(z+1).

Podle Véty existuji konstanty A, B, C € R takové, ze
x+2 A B C
+

B—z z xz—-1 xz+1
Vynasobime obé strany polynomem 23 — x a dostavame
r+2=A(* 1)+ Bx(x+1) + Cx(z —1).

Dosadime-li postupné do rovnice za * = 0, x = 1 a x = —1, dostdvame hodnoty
jednotlivych konstant: A = -2, B = % aC =

N[ =
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(c) Snadno vypocteme, ze

ot — 23 =23z —1).

Pak podle Véty existuji konstanty A, B,C, D € R takové, ze

3+ 1 A B C D
1 = T3 +

xd—23 22 23 -1’

4

Vynéasobime obé strany vyrazem x* — 3, pak dostdvime

3 +1=A2*z - 1)+ Bax(x — 1)+ C(z — 1) + Da3.

Dosadime x = 0 a dostavame C' = —1. Dosadime x = 1 a dostavame D = 2. Zbyva
najit hodnoty neznamych A a B. To provedeme porovnanim koeficientu u piislusnych
mocnin. Protoze jiz hledame pouze dvé konstanty, sta¢i nam k tomu pouze dvé rov-
nice. Nejjednodussi rovnice dostaneme porovnanim koeficienta u ¢lenu s nejvyssimi
a nejnizsimi mocninami. Nap¥. porovname-li koeficienty ¢lenti s mocninou z° a 22

dostavame postupné A = —1a B = —1.

(d) Protoze
B —1=(-1)(a?+z+1),

pak podle Véty existuji konstanty A, B,C € R takové, ze

_3x2+a:+2_ A n Bx +C
o3 -1 -1 22441

S(x)

Vynéasobime-li tuto rovnost jmenovatelem polynomu S dostavame nésledujici rovnost
polynomu:
32° 4+ +2=A@* +2+1)+ (Bx + C)(x — 1).

Dosazenim x = 1 do této rovnosti dostavame, ze A = 2. Porovnanim koeficientu
u ¢lenu 22 dostavdme B = 1 a porovnanim absolutnich élenii dostaneme C' = 0. Tedy

plati
2 z

S(x):x—l—i_mQ—i-a:—i-l' ©

4.5.3 Mocninné a exponencialni funkce

V predpisech nésledujicich funkei se vyskytuje obecna mocnina. Pfitom u mocninné funkce
je v zdkladu proménnd a v exponentu je konstanta. U exponencidlni funkce je to naopak, v
zékladu se vyskytuje konstanta a v exponentu proménna.

Definice 4.51 Necht o € R. Funkce
z— a2 1z € (0,00)

se nazyva mocninnou funkci (o exponentu «/). Znag¢i se pow,,.

Poznamka 4.52
(i) D(pow,) = (0,00), @ # 0 a tedy H(pow,) = (0, c0).
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Y
a>1
a=1
ae (0,1)
1 a=0
a=—1
# ('\;<flx

1

Obréazek 4.11: Grafy funkei pow, pro riizné hodnoty parametru a.

(ii) Funkce pow, je pro o > 0 rostouci a pro a < 0 klesajici.
(iii) Graf funkce pow, pro ruzné hodnoty parametru « lze vidét na Obrazku

(iv) Pro nékteré specidlni hodnoty ¢&isla a je D(pow,,) vétsi nez (0,00), a to podle toho,
pro které z je vyraz x definovan (viz Definice 2.35)). Zejména:

(1) pro a € N je D(pow,,) = R (jde vlastné o polynom a-tého stupné),

(2) proa € Z, o <0 je D(pow,) = R\ {0},

(3) proa€Q, a=",kdem€Z,n €N azlomek 7 je v zdkladnim tvaru, pritom
(a) n je liché a m > 0, pak D(pow,) =R,
(b) n je liché a m < 0, pak D(pow,) = R\ {0},
(c) n je sudé a m > 0, pak D(pow,) = [0, 00).

(v) Castéji se mocninna funkce znaéi svym predpisem, tzn. napf. misto pow, piseme x°

Definice 4.53 Necht a € R, a > 0. Funkci
z—a®, zelR

nazyvame exponencidlni funkci o zdkladu a, znacime exp,.

Poznamka 4.54

(i) Je-li @ =1, je exponencidlni funkce konstantni (tzn. neni prostd). Jde vlastné o poly-
nom nultého stupné. Takova exponencidlni funkce neni pro nas zajimava, a proto ji
z nasich tvah budeme vétsinou vylucovat.

(ii) Funkce exp, je rostouci pro a > 1 a klesajici pro a € (0,1) (tedy je prostd).

(iii) Pro a € (0,1) U (1, 00) plati D(exp,) = R, H(exp,) = (0, 0).
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Y a>1

ac(0,1)

x

Obrazek 4.12: Grafy funkef exp, proa > 1aa € (0,1).

(iv) Grafem exponencidlni funkce je tzv. exponencidla — viz Obrézek

v

exponencidlni funkce), misto exp, se piSe pouze exp.

(vi) Pro jednoduchost se ¢asto exponencidlni funkce zna¢i svym predpisem, tzn. napi.
misto expy piSeme jen 5*.

Cviceni 4.55 Dokazte, ze pro a > 0 je graf funkce exp1 obrazem grafu funkce exp, v osové

soumeérnosti podle osy y.

4.5.4 Logaritmické funkce

Definice 4.56 Necht a € R, a > 0, a # 1. Inverzni funkce k exponencidlni funkci o zdkladu
a nazyvame logaritmickou funkci o zdkladu a, znaci se log, x, tzn.

VeeRVYyeR,y>0: log,y=2 < a" =y.

Poznamka 4.57 7Z faktu, Ze je logaritmickd funkce inverzni k exponencialni, plyne rada
jejich vlastnosti:

(i) Proa >0, a # 1 plati

D(log,) = (0,00), H(log,) =R.

(ii) Funkce log, je rostouci pro a > 1 a klesajici pro a € (0,1).
(iii) Z Pozndmky [1.61fiii) plyne, ze pro kazdé = € R plati
Qlo%a T — o
a pro vSechna y € R, y > 0 plati

log, a¥ = y.
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y, a€(0,1)

a>1

Obrazek 4.13: Grafy funkei log, proa > 1 aa € (0,1).

(iv) Z predchoziho se daji odvodit nasledujici vzorce:

log, =% = alog, x,
log, zy = log, x + log, y,
T
log, — = log, x — log, v,
Yy

) logy
08, T = ——
Ba log, a’

a® = p® logy a

pro véechna o € R, a,b € (0,1) U (1,00), z,y > 0. Dokazte je. Posledni dvé rovnosti
pouzivame zejména pro a = e.

(v) Graf logaritmické funkce je osové symetricky k exponencidle podle osy y = = — viz

Obréazek 4131

vevs

logaritmickd funkce), misto log, piseme In.

4.5.5 Goniometrické funkce

Zacénéme funkcemi sinus (sin) a kosinus (cos). Existuje nékolik definic téchto funkci. Ndm
bude stacit geometrickd definice pomoci jednotkové kruznice. Vyskytuji se v ni pojmy jako
orientovany whel, radidn a délka krivky, kterézto pojmy chiapeme jen intuitivné.

Uvazujme jednotkovou kruznici (to je kruznice se stfedem v pocatku a poloméru 1, tzn.
jde o mnozinu viech bodi v roviné o soutadnicich (x, ) splitujici rovnost 22 +y? = 1). Necht
a € R je orientovany tihel s po¢atkem na kladné poloose z. Uvazujme tento ihel v radianech,
tedy jde o ,jorientovanou délku“ﬂ prislusné ¢ésti jednotkové kruznice. Pfipomenme, ze délka

2To znamend, Ze zacindme v bodé o soufadnicich (1,0) a je-li @ > 0 obihdme kruznici proti sméru
hodinovych rucicek, v opa¢ném piipadé je —a délka obéhnuté kiivky — pfitom kruznici muzeme obéhnout
i nékolikrat.
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jednotkové kruznice je 2w. Pak y-ové soufadnice bodu na jednotkové kruznici je rovna sin «
a x-ovd soufadnice tohoto bodu je rovna cosa — viz Obrdzek Timto jsou tyto dvé
funkce definované na celé mnoziné vsech redlnych cisel.

sin o

T
cos o 0 1/

Obrazek 4.14: Geometricka definice funkei sin a cos.

Poznamka 4.58 Z na$i ,definice muzeme vidét spoustu vlastnosti téchto dvou funkei:

(i)
(i)
(i)

(iv)

D(sin) = R, H(sin) = [—1, 1]. Funkce je licha, 2m-periodicka funkce.
D(cos) = R, H(sin) = [—1, 1]. Funkce je sudd, 2m-periodicka funkce.

Z Obrazku s vyuzitim definice sinu a kosinu thlu v pravoihlém trojihelniku ze
zékladni skoly 1ze pomérné snadno spocitat hodnoty funkci v nékterych vyznacnych
bodech ,,z prvniho kvadrantu®:

T s s s
v [0 F § 5 3
: 1 V2 V3
sinz | 0 3 5 5 1
V3 V2 1
cosx | 1 5 5 5 1

Plati tzv. souctové vzorce: Pro kazdé =,y € R plati

sin(x + y) = sinx cosy + siny cos z,

cos(x + y) = cosz cosy — sinx sin y.

Grafy funkci sin a cos jsou nac¢trnuty na Obrazku Odtud je vidét cela fada
symetrii, které maji grafy téchto funkci. Napf. graf funkce sin je stfedové symetricky
podle pocatku, ale je také sttedové symetricky podle bodu (km,0) (kde k € Z) a osové
symetricky podle piimek z = 7/2 + kn (kde k € Z). To mé za néasledek, ze hodnoty
téchto funkei staci znat pouze v intervalu [0,7/2] (tzn. 1. kvadrant), protoze vsechny
ostatni se daji z téchto symetrif (a vyuzitim periodi¢nosti funkei) vyjadiit jako hodnoty
funkce sin a cos na tomto intervalu. Tato fakta ovSem plynou jiz z geometrické definice.
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Y
s cos
/ sin
T
0 T T 3m 2T
2 2

Obrazek 4.15: Grafy funkci sin a cos.

Cviceni 4.59 S vyuzitim informaci z Poznamky dokazte, ze pro vSechna z,y € R
plati:

1. sin?z + cos’z = 1, 9. sinzsiny = (cos(z —y) — cos(z +y)),
2. sin2z = 2sinx cos , 10. cosz cosy = 3(cos(z —y) +cos(z +y)),
3. cos2x = cos?z — sin? z, 11. sinxz cosy = %(sin(:v —y) +sin(z +y)),
4. sin(x —y) =sinx cosy — siny cos z, 12. cos’z = H%S(QI),

5. cos(x — y) = cosx cosy + sin z sin y, 13. sin2x = 1—%5(290)7

6. sinx £ siny = ZSinx%cos %, 14. sin(z + 7/2) = cos x,

7. cosx + cosy = 2COSxT+yCOS =, 15. sin(x + 7) = —sinz,

8. cosz —cosy = —2sin ’%—y sin 54, 16. cos(z £ 7) = —cosx.

Koneéné muzeme definovat i funkce tangens a kotangens — jiz korektni definici:

Definice 4.60 Funkci definovanou predpisem

sin x
T —

, T €R, m;ﬁﬁ—i—kﬂ', k ez,
COS T 2

nazyvame funkce tangens, znacime tg.
Funkci definovanou predpisem

COS T

T — rEeER, z#£krm, keZ,

sinz’
nazyvame funkce kotangens, zna¢ime cotg.
Poznamka 4.61 Funkce tg a cotg maji nésledujici vlastnosti:
(i) H(tg) = R. Funkce tg je lichd, m-periodickd funkce.
(ii) H(cotg) = R. Funkce cotg je sudd, mw-periodicka funkce.

(iii) Tyto funkce nabyvaji ve vyznaénych bodech ,z prvniho kvadrantu® téchto hodnot:
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r 0§ I 5 3
tgx | O ? 1 V3 x
cotgx | X \/§ 1 @ 1

(iv) Grafy funkei tg a cotg jsou nactrnuty na Obrézcich a [4.16b)

Y Y, ycotg
tg
x x
VAR AN T
(a) Graf funkce tg. (b) Graf funkce cotg.

Obrazek 4.16: Grafy funkci tangens a cotangens.

4.5.6 Cyklometrické funkce

Tyto funkce jsou ,skoro inverzni* ke goniometrickym funkcim. Totiz kvuli periodicité, goni-
ometrické funkce nejsou prosté na svych defini¢nich oborech, tedy nemaji inverzni funkce.
Ptesto potfebujeme definovat inverzni hodnoty téchto funkci. Bude nam stacit definovat in-
verzni funkce pouze k restrikcim goniometrickych funkei na jistych intervalech (na nichz
jsou tyto funkce prosté).

Piiklad 4.62 Funkce sin je definovana na celém R a neni prostd. Ale funkce sin ‘[—%7%] jiz
prosta funkce je, viz Obréazek

vl

B

-1

Obréazek 4.17: Restrikce funkce sin na intervalu [—7, 5.

Poznamka 4.63 Pohledem na grafy goniometrickych funkci mtzeme snadno odtusit, ze
nasledujici funkce jsou prosté:

sin|_x =, cosloa, tglz.z), cotglon)-
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K témto funkcim tedy existuji funkce inverzni.

Definice 4.64 Funkce arcsin, arccos, arctg, arccotg definujeme takto:

-1
arcsin = (Sin |[—%,§]> , arccos = (cos ‘[o,w]) ,
arctg = <tg |(—§,§)) , arccotg = (cotg ](O’W))

Nazyvame je po fadé arkus sinus, arkus kosinus, arkus tangens a arkus kotangens.

Poznamka 4.65 Shriime zakladni vlastnosti cyklometrickych funkeci:

(i) D(arcsin) = [—1,1], H(arcsin) = [~F, 5], funkce arcsin je rostouci a lichd.
(ii) D(arccos) = [—1, 1], H(arccos) = [0, x], funkce arccos je klesajici.
(iii) D(arctg) = R, H(arctg) = (-5, 5), funkce arctg je rostouci a licha.
(iv) D(arccotg) = R, H(arccotg) = (0, ), funkce arccotg je klesajici.
(v) Grafy lze snadno nac¢rtnout — viz Obrézek a
)

(vii) Znamé funkéni hodnoty a limity v krajnich bodech defini¢nich oboru:

1 V2 V3
z ‘0 3 3 7 |
: s s s s
arcsi;xo 5 1 3T 3 P
3 2 1 1 2 3
x ‘—1 -2 —2 —3 0 3 5 %5
5 3 2 I I I 1
arccosx‘ 7T 67'(' 47T 37'(' 27T 37T 47T 67T 0
v |0 ¥ 1 B
™ s ™
arctg$‘0 5§ 1 3
v |-V -1 - 0 ¥ 1B
5 3 2 1 1 1 1
arccotgm‘ &7 T 3T 3T gT W GT
y - y
T arcsin
2
-1
X us
1 2
arccos
™ X
-2 -1 0 1

Obrazek 4.18: Grafy funkci arcsin a arccos.
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Y
arccotg
5 arctg
x
0
_T
2

Obrazek 4.19: Grafy funkei arctg a arccotg.

4.5.7 Hyperbolické funkce

Funkce goniometrické jsme definovali tak, ze popisovaly parametricky kruznici, konkrétné,
bod (cost,sint), pro t € R lezi na jednotkové kruznici (protoze sin?t 4 cos?’t = 1). Pro
hyperbolické funkce plati néco podobného, akorat misto pro kruznici o rovnici 22 + y? =1
to plati pro hyperbolu o rovnici y? — 22 = 1. V tomto piipadé si ale mizeme dovolit pfesnou
definici.

Definice 4.66 Funkci definovanou predpisem

—x

e’ —e
T — — = eR
nazyvame hyperbolicky sinus a znac¢ime sh.
Funkci definovanou predpisem
e+ e "
T — — = eR

nazyvame hyperbolicky kosinus a znac¢ime ch.
Funkci definovanou predpisem
shx e —e™*

T = zeR
chx e*4e 2’

nazyvame hyperbolicky tangens a znacime tgh.
Funkci definovanou predpisem

chx e +e™®
shr e*—e 2’

z z € R\ {0}

nazyvame hyperbolicky kotangens a znacime cth.
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ch Yy sh Yy
h
1 g
x
1
x
-1
cth
(a) Grafy funkcf sh a ch. (b) Grafy funkei tgh a cth.

Obrazek 4.20: Grafy hyperbolickych funkei.

Poznamka 4.67 Z predpisu hyperbolickych funkei snadno vySetifime nékteré jejich vlast-
nosti:

sh) = R, H(sh) = R, funkce sh je rostouci (tedy prostd) a licha.

ch) =R, H(ch) = [1, 00), funkce ch je suda.

D(
D(

e D(tgh) =R, H(tgh) = (-1, 1), funkce tgh je rostouci (tedy prostd) a licha.
D(

cth) = R\ {0}, H(cth) = (=00, —1) U (1, 00), funkce cth je prostd a licha.

Grafy téchto funkei je mozné vidét na Obréazcich a
e Plati sh0=0,ch0=1.
Cviceni 4.68 Dokazte, ze pro vSechna x,y € R plati

_ 2, _ ch2z41
1. sh(z —y) =shxchy —shychuz, 7. ch®z = S5,

2. ch(x —y) =chachy —shaxshy, 8 chx+shx =¢€"

3. sh2z =2shzchz,
9. chz —shzx =e™7%,
4. ch 2z = ch®z + sh?z,
_ 1
5. ch®z —sh?z =1, 10. tghz = 7,
6. sh’z = ChQTz_l, 11. ctha = tgﬁ, pro x # 0.

4.5.8 Hyperbolometrické funkce

Funkce sh, ch, cth jsou prosté na svych defini¢nich oborech, funkce ch prosta neni, ale
funkce chyjp o) jiz prostd je. Funkce inverzni k hyperbolickym funkefm (popi. restrikci ch
na interval [0, 00)) nazyvame hyperbolometrickeé.



146 KAPITOLA 4. REALNE FUNKCE REALNE PROMENNE

Definice 4.69 Inverzni funkce k funkcim sh, ch |g o), tgh a cth nazyvame po fadé argument
hyperbolického sinu, kosinu, tangens a kotangens a znacime argsh, argch, argth a argcth.

argch

Y argtgh

-1 1

z argcth

argsh

(a) Grafy funkef argsh a argch.

(b) Grafy funkci argtgh a argcth.

Obrézek 4.21: Grafy hyperbolometrickych funkei.

Poznamka 4.70 Shriime zakladni vlastnosti hyperbolometrickych funkei:
e D(argsh) = R, H(argsh) = R, funkce argsh je lich4.
e D(argch) = [0, 00), H(argch) = [0, 00).
e D(argcth) = (—1,1), H(argcth) = R, funkce argcth je rostouct a lich4.

o f(z) = argcotgh z(= argcthx) : D(argcth) = (—o0, —1)U(1, 00), H(argcth)
funkce argcth je licha.

e Grafy téchto funkci je mozné vidét na Obrazku

Cviceni 4.71 Dokazte, ze plati

1. argshz = In(z + V22 + 1), z € R, 4. argcthx—%l
2. argchz = In(z — V22 + 1), z € [0, 00), z € (—o0,—1)U

3. argthz = $1n (% xz e (—1,1),

=R\ {0},



Kapitola 5

Limita a spojitost funkce

Pojem limity jsme jiz slySeli, ovSem v souvislosti s posloupnostmi realnych ¢éisel. Zajimalo
nés, co se déje s cleny posloupnosti se stdle rostoucim indexem. Nyni se budeme bavit
o limitach funkci. Myslenka bude stejna, tedy zkusime stavét na tom, co jiz umime. U po-
sloupnosti jsme zkoumali, co se déje s n-tym ¢lenem posloupnosti {a, } -, kdyz n bereme
Heim dél vetsi a vetsi“ — konkrétné néas zajimalo, jestli se neomezené piiblizuje k néjakému
redlnému ¢islu (vlastni limita), popf. se ,zvétsuje nad ¢i zmensuje pod vSechny meze“ (ne-
vlastni limita). U funkci méme jiz vice moznosti. Bude nds zajimat, co se déje s funkéni
hodnotou f(x) funkce f, pfiblizuje-li se = k néjaké hodnoté ¢i roste nad resp. klesd pod
v8echny meze.

5.1 Definice limity a spojitosti v bodé

U posloupnosti jsme rozliSovali tii typy limit: vlastni, co a —oo, pfitom je lze zahrnout do
jediné definice. Typu limit funkei je celkem devét. Opét je budeme schopni pomoci pojmu
okoli napsat do jedné vsezahrnujici definice (viz déle Deﬁnici. Nejprve si ale jednotlivé
typy limit postupné predstavime.

5.1.1 Vlastni limita ve vlastnim bodé

Budeme se ptat, zda se funkéni hodnoty funkce f v bodech x ptiblizuji neomezené k néjakému
redlnému ¢islu L € R (budeme mu pak fikat vlastni limita), pokud se z neomezené piiblizuje
k ngjakému redlnému ¢éislu xg € R.

Podivejme se na jeden konkrétni priklad.

Piiklad 5.1 Uvazujme funkci

flz) = , D(f) =R\ {0}.

Zajima nas .k ¢emu se priblizuji* funkéni hodnoty f(x) funkce f, ,blizi-li se argument x
k nule“. Vypocitejme nékolik funkénich hodnot:

f(0,1
£(0,01
£(0,001
£(0,0001

= 0.9983341664,
= 0.9999833334,
= 0.9999998333,
= 0.9999999983.

~— — ~— —

147
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Obréazek 5.1: Graf funkce f(z) = 2Z na intervalu [—3.5,3.5].

Vidime, ze poc¢itame-li funkéni hodnoty funkce f v ¢islech, které jsou ¢im dél blizsi nule,
vypocitané funkéni hodnoty se ,,(neomezené) piiblizuji* k ¢islu jedna. Pfitom funkce f neni
v bodé nula vibec definovana. Graf funkce f je na Obrazku O

Hlavni duvod, pro¢ se otazkami vznesenymi v predchozim piikladu zabyvat, se dozvime
v kapitole o derivaci funkce.

Definice 5.2 Necht f: R — R, 25 € R*. Rekneme, ze funkce f je definovand na néjakém
R(zo), jestlize existuje R(zo) tak, ze

R(xzo) € D(f)-

Tuto zkratku budeme pouzivat i pro dalsi typy okoli bodu z.

Definice 5.3 Necht f : R — R je definovand na né&jakém R(zg), kde 29 € R, L € R.
Rekneme, ze funkce f mé ve vlastnim bodé xg vlastni limitu L, jestlize

VeeR,e>0F€eRI>0VeR, 0< |z —x0| <6 : |f(z)—L|<e,

neboli
YU-(L) IRs(xo) : f(Rs(xo)) C U(L).

Piseme lim,_,4, f(z) = L.

Poznamka 5.4 (a) Vsimnéme si dulezitého predpokladu v Definici coz je existence
okoli R(xg) takového, ze R(zo) C D(f). Duvodem tohoto vztahu mezi ¢ a D(f) je
to, abychom ,se mohli s x pfiblizovat libovolné blizko k zy“. Asi by nemélo smysl,
definovat limitu funkce In v bodé —1 (pro¢ asi?). Technicky vzato, tato podminka musi
platit uz jen proto, aby vyraz f(Rs(xo)) z vyroku v Definici byl dobfe definovén.
Pro jednoduchost v tomto vyroku nebudeme explicitné psat, ze Rs(zo) C D(f) —
budeme to mléky predpokladat.

(b) Funkce f nemusi byt v zy definovand — zajimaji nds funkéni hodnoty f pouze na
néjakém redukovaném okoli bodu xzg.

(¢) Misto lim f(z)= L se nékdy pise ,f(x) — L pro x — zp“.

Tr—T0

(d) Jesté jednou: funkce f ma v bodé zp limitu L, jestlize
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T
|
|
|
|
|
1
|
|
|
l
To— 0 Lo T x9+9 T

Obrézek 5.2: Definice vlastni limity funkce ve vlastnim bodé.

pro libovolné malé € > 0

— Ize najit 6 > 0

— tak, ze pro Va € R spliujici 0 < |z — x¢| < ¢ (neboli z € Rs(xp)),
— plati |f(z) — L| < e (neboli f(z) € U-(L)).

Viz Obrazek (.2

(e) Dulezité je také umét znegovat vyrok z definice limity. Plati, Zze L neni limitou funkce
f v bodé z( pravé tehdy, kdyz

eeRe>0VeER, §>0TxeR,0< |z —x9| < : |f(x)—L| >e.

neboli

(L) VRs(w0) : f(Rs(xo)) \Ue(L) # 0.
Piiklad 5.5 Dokazte, ze

Resend. Zvolme € € R, € > 0 libovolné. Podle definice limity méme byt schopni nalézt § > 0
tak, ze pro kazdé x € R plati implikace

22 -1
z—1

O<|z—-1]<éd =

—2‘<5.

Necht z € R je takové, ze 0 < |z — 1| < § (konkrétni hodnotu &fsla § jesté nezndme —
teprve se ho pokusime urcit). Vsimnéte si, ze z prvni nerovnosti plyne = # 1 a tedy vyraz
(22 —1)/(z — 1) je definovany. Navic pro takové z plati

2 -1

r—1

—2‘:]a:+1—2|:|x—1|.

Pro dané ¢ lze polozit
0=c¢g,
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protoze je-li 0 < |z — 1] < 0 = ¢, pak

5.1.2 Spojitost v bodé

Zavedeni pojmu vlastni limity ve vlastnim bodé jsme motivovali tim, ze bychom radi urcili
¢islo, ke kterému se neomezené priblizuji funkéni hodnoty f(z), priblizuje-li se neomezené
argument x k néjakému ¢islu zq, které nepatii do definiéniho oboru funkce f. Pojem limity
funkce je ale uziteény i v pripadé, ze xy naopak lezi v definicnim oboru funkce f — velmi
dulezitd je totiz otazka, zda se f(z) neomezené priblizuji k f(zg), jestlize se x neomezené
priblizuje k xg.

Definice 5.6 Necht f: R — R je definovand na néjakém U(zg), kde zo € R. Rekneme, 7e
funkce f je spojitd v bodé xq, jestlize

Jim f(z) = f(=o).
Poznamka 5.7 (a) Z Definice ihned plyne, ze je-li funkce v daném bodé spojita, ma
v tomto bodé vlastni limitu.
(b) Predpoklad v Definici Ize Tici jednoduse pomoci pojmu vnitini bod: ,zg je vnitini
bod definiéniho oboru funkce f“ nebo také ,xo € int D(f)“ — viz Definici m
(c) Nenif tézké ovérit, ze za predpokladu, ze xg € int D(f) jsou nasledujici vyroky ekviva-
lentni:
(i) funkce f je spojitd v bodé xg,
(ii) Ve e R,e >030 € R, >0Vz €R, |z —x0| <6 : |f(z)—L|<e,
) VU(f(x0)) IUs(wo) Vo € Us(zo) = f(z) € Us(f(w0))
(iv) YU(f(z0)) FU(z0) Vo € U(xo) : f(2) € U(f(x0))
(v) YU(f(z0)) U(w0) = f(U(x0)) CU(f(x0))
Tato ekvivalentni vyjadieni spojitosti budeme ¢asto vyuzivat v diikazech! Vyroky jsou
ilustrovany na Obrazku Vsimnéme si rozdili mezi témito ekvivalentnimi vyroky
a vyroky z definice limity funkce. Dulezity je zejména fakt, ze nyni nas zajimé celé
okoli bodu xg, tedy i funkéni hodnota v tomto bodé.
Piiklad 5.8 Dokaite, ze funkce f(z) = 2?2 je spojita v bodé 7.

(iii

Resend. Ziejmé D(f) = R. Mame dokazovat
Ve€Re>0ER,E>0V2ER, |2 —7| <3 : |22 —7?| <e.
Vezmeme & > 0 libovolné. Je-li |z — 7| < 1, tedy

—l<z—m<],
T—1l<zx<m+1,
2r—1<zx+7m <2+ 1.
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f(@)
f (o)
flao) —¢ ,/

To— 0 Lo T g9+ 6 x

Obrazek 5.3: Spojitost funkce f v bodé xg.

Zvolime § = min{1,e/(2m + 1)}. Protoze pak bude pro vSechna x € D(f) spliaujici

|:E—7T|<5:min{1,27r€+1}

(tedy |z — 7| < 1 a zdroven |z — 7| < /(27 + 1)) platit

|22 =7 = |(z —m)(z+7)| = |z — 7|z + 7| < Sz +7) < 2r+1)=ce¢.

€
241
Tedy f je spojita v . O

Poznamka 5.9 A co vlastné znamend vysledek z Piikladu prakticky? Predstavme si,
7e jsme postaveni pied tkol, vypoéitat hodnotu éisla 72. Protoze ¢islo 7 je iraciondlni,
nikdy nejsme schopni toto ¢islo vyjadrit presné, ale vzdy jen jeho piibliznou hodnotu (teo-
reticky jsme vzdy schopni najit pribliznou hodnotu éisla 7 s jakoukoliv presnosti). Vezmeme
pfibliznou hodnotu &isla 7, oznaéme ho t¥eba pismenem z. Ocekavame pak, ze éislo 22 bude
dostateéné blizké ¢islu 72, Je to na misté? V Piikladu jsme dokazali, ze

VeeR, e>03€ER, §>0V2€R, [z —7| <d: |27 —7?| <e.

Pomaleji: Zvolme si € > 0 libovolné. K nému se ndm vzdy podaii najit ¢islo ¢ > 0 (i kdyz
muze byt hodné malé) takové, ze pro vsechna z, kterd se od 7 lis{ 0 méné nez 0, si muzeme
byt jisti tim, Ze éfslo 2 se bude od 72 lisit 0 méné nez e. Tedy parametr ¢ zde figuruje jako
poZadovand presnost naseho vysledku, pfitom spojitost ndm zarucuje, ze naSe ocekavani je
namisté. Je tfeba zminit fakt, Ze se v definici spojitosti ale nic nefika jak moc velké to §
ma byt, mluvi se pouze o jeho samotné existenci.

5.1.3 Nevlastni limita a limita v nevlastnim bodé

Nyni si predstavme onéch osm zbyvajicich definic limity funkce.
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Definice 5.10 Nechf f : R — R je definovand na néjakém R(zg), kde 2o € R. Rekneme,
ze funkce f ma ve vlastnim bodé xg nevlastni limitu

(a) oo, jestlize
VheR3IGeR,0>0VzeR,0< |z —xo| <9I : f(z) > h,
piseme limg_,,, f(z) = oo,
(b) —oo0, jestlize
VheRIGeR0>0VzeR,0< |z —mo| <9I : f(z)<h

piseme limg_,,, f(z) = —oc.

Poznamka 5.11 Podobnymi tivahami jako v Poznamce se lze presvedéit, ze lim, 4, f(x) =
oo pravé tehdy, kdyz

VU(o0) FR(20) : f(R(zo)) C U(o0)
a limy_,5, f(x) = oo praveé tehdy, kdyz

VU(—o00) IR (x0) = f(R(z0)) C U(=00),

Definice 5.12 Nechf f : R — R je definovand na néjakém R(co). Rekneme, ze funkce f
ma v nevlastnim bodeé oo

(i) wvlastni limitu L € R, jestlize
VeeR, e>0 dkeRVzeR, 2>k : |f(z)—L|<e,
piseme lim,_,~ f(z) = L,
(ii) nevlastni limitu co, jestlize
VheRILeRVzeR, 2>k : f(z)>h,
piseme lim,_,~ f(z) = oo,
(iii) nevlastni limitu —oo, jestlize
VheRILeRVzeR, 2>k : f(x)<h,

piseme lim,_,~ f(x) = —o0.
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Definice 5.13 Nechf f : R — R je definovand na néjakém R(—oc). Rekneme, ze f : R — R
ma v nevlastnim bodé —oo

(i) vlastni limitu L € R, jestlize
VeeR, e>0 FkeRVzeR, x <k : |f(x)—L|<e,
piseme lim,_,  f(x) =L,
(ii) nevlastni limitu oo, jestlize
VheRIkLeRVzeR, z<k: f(x)>h,
piseme lim,_,_ f(z) = oo,
(iii) nevlastni limitu —oo, jestlize
VheR3IkeRVz eR, z <k : f(z)<h,

piseme lim,_,  f(z) = —oc.

Poznamka 5.14 Vyroky z Definic a lze opét prepsat za pomoci pojmu okoli ¢isla
z R*. Plati, ze

lim @) =LeR <= WUL)IR() : f(R(e)) CUL),
Jim f(@) =00 = WU(o0) IR(0) ¢ f(R(o0)) CU),

Jim f@) =00 = WU(=00) IR(0) : f(R(o0)) € U(o),
Jim @) =LER = WU(L)IR(—00) 5 f(R(-o0)) C UL),
Jim f(@) =00 = W(e0) TR(-00) + f (R(=00)) € U(0),
Jim_f(@) = =00 = WU(=00) FR(=x0) : f (R(=00)) € U(-x),

Piiklady funkef s jednotlivymi typy limit jsou ukdzény na Obrazku

Shriime vsechny predchozi definice limit funkce do definice jediné!

Definice 5.15 Nechf f: R — R je definovand na néjakém R(xg), 29, L € R*. Rekneme, Ze
funkce f md v bodé xg limitu L, jestlize

VU(L) IR (zo) Vo € R(xo) : f(xz) e U(L)

neboli
VU(L) IR(zo) : f(R(xo)) CU(L).

Piseme limg_,, f(x) = L, nebo f(z) — L pro x — xo.
Poznamka 5.16 Je velmi vhodné vsimat si podobnosti mezi limitou posloupnosti a limi-

tou funkce (vskutku neni ¢isté ndhodnd). Definici pojmu limity posloupnosti pfedchézela
definice pojmu ,,pro skoro vSechna n“ neboli ,pro dostateéné velké n*. Zde bychom mohli
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(a) zyp = —o0, L = 0. (b) zp €R, L = 0. (c) o = 00, L = oo.
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(d) xg = —o0, L € R. (e) 20 €R, L € R. (f) 29 = 00, L € R.

3
/|

(g) xo = —00, L = —c0. (h) 20 €eR, L = —c0. (i) xg = 00, L = —00.

Obrazek 5.4: Limita L funkce f v bodé xg.

nadefinovat analogicky pojem. Je-li zg € R*, V(x) vyrokovéd funkce pro xz € R, slovnim
spojenim V' (x) plati pro x dostatecné blizka ¢islu zp* rozumime vyrok: existuje R(z¢) tak,
ze pro vechna z € R(xo) plati V(x). Pak vyrok v Definici by sel preformulovat takto:

YU(L) : f(x) € U(L) pro vSechna z dostatecné blizks x.

5.1.4 Jednostranné limity a spojitost

Vsimnéme si, ze limita funkce ve vlastnim bodé zavisi na funkénich hodnotach funkce na
néjakém redukovaném okoli tohoto bodu. Nékdy potfebujeme zjisfovat limitni chovani
funkce pouze na pravém ¢i levém redukovaném okoli — dostdvame tak dalsi pojmy — li-
mitu zprava a zleva ve vlastnim bode.

Definice 5.17 Necht f : R — R je definovand na n&jakém R (zg) (resp. R~ (z0)), kde
zo € R. Rekneme, ze funkce f : R — R ma v zgp € R limitu zprava (resp. zleva) rovnu
L € R*, jestlize plati

VUL) I eR,0 >0V eRzg <z <x9+0 : f(x) eU(L).

(resp.
VUL) I eR,§>0Vr eRag—d <z <xz0 : f(z)eU(L).

Piseme lim f(z)= L (resp. Em f(z)=1L).
T—To—

T—x0+

~—
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Obrazek 5.5: Graf funkce z Prikladu

Poznamka 5.18 Definici jednostrannych limit lze samoziejmé zapsat pomoci okoli bodu
Tg, napr.:
lim f(x) =L & YU(L) IR (x9) Vo € RM(x0) : f(z) €U(L),
T—T0+

& YU(L) IR (wo) : f(RT(z0)) CU(L).

Piiklad 5.19 Necht
pro z € [0,2],

fl) = {(a: —2)? proz € (2,3].

Vypoctéte jednostranné limity v bodé xg = 2.

Regend. Plati

— _9)2 _

protoZe pii vypoctu limity je tieba brat funkéni hodnoty f(z) pro x > 2. Ze stejného duvodu
pak
x
lim f(z) = lim - =1.

T—2— z—2— 2

Graf funkce je na¢rtnut na Obrazku O

Plati nasledujici jednoduchy ale dulezity vztah mezi limitou a jednostrannymi limitami.

Véta 5.20. Necht f: R — R je definovand na néjakém R(xg). Pak existuje limy_4, f(x)
pravé tehdy, kdyz existuji obé jednostranné limity limy .o+ f(2), limy—z,— f(x), které jsou
st rovny. Navic, pokud tyto limity existuji, jsou stejné.

Diikaz. (=): Necht existuje limita funkce f v bodé x¢ — ozna¢me ji L. Zvolme U.(L) libo-
volné. Podle Definice [5.3|existuje Rs(z¢) tak, Ze pro viechna = € Rs(zo) plati f(z) € Us(L).
Pak

e pro kazdé x € R (z¢) plati f(z) € U:(L), tzn. existuje limita funkce f v bodé g
zprava a je rovna L, a také

e pro kazdé x € Ry (xo) plati f(x) € U(L), tzn. existuje limita funkce f v bodé zg
zleva a je rovna L.

(«<): Necht nynf existuji obé jednostranné limity funkce f v bodé zg a jsou rovny spolecné
hodnoté L € R. Zvolme U (L) libovolné. Pak



156 KAPITOLA 5. LIMITA A SPOJITOST FUNKCE
e existuje Ry (7o) takové, ze pro vSechna x € Ry (7o) plati f(z) € Ue(L) a
e existuje Rg; (xo) takové, ze pro vsechna x € R;Q (zo) plati f(z) € U(L).

Polozme ¢ = min{d1, d2} (pak totiz Rs(z0) C Ry, (20) UR;;; (x0)). Pak pro kazdé x € Rs(xo)
plati f(z) € U:-(L). Dokézali jsme, ze lim,_,,, f(z) existuje a je rovna L. O

Definice 5.21 Necht f: R — R je definovand na néjakém U™ (xq) (resp. U™ (x)), zo € R.
Rikame, ze funkce f je spojitd zprava (resp. zleva) v bodé xg, jestlize

lim f(z) = f(zo)  (resp. lim f(z) = f(x0)).

T—>zo+ T—>zo—
Poznamka 5.22 Neni tézké ovérit, ze za predpokladu, ze existuje Ui(xg) takové, ze
UT(z0) C D(f) jsou nésledujici vyroky ekvivalentni:
(i) funkce f je spojitd v bodé xy zprava/zleva,
(ii) VU(f(w0)) AU (wo) Vo € U (w0) = f(z) € U(f(x0)),
(iv) YU(f(wo)) FU(wo) = fU(x0)) C U(f(x0))-
Plati jednoduchy vztah mezi spojitosti a jednostrannou spojitosti v bodé plynouci z

Véty — jeji dukaz je snadnym cvic¢enim.

Véta 5.23. Necht f: R — R, xp € int D(f). Pak f je spojitd v bodé xy prdvé tehdy, kdyz
je spojitda v xg zprava i zleva.

5.2 Zakladni vlastnosti limity

Véta 5.24. Funkce md v daném bodé nejvyse jednu limitu.

Dikaz. (sporem) Predpoklddejme, ze funkce f mé v bodé xg dvé limity Li, Lo, L1 < Lo.
Pak podle Véty existuji okolf U(L1) a U(Ls) takové, ze U(L1) NU(Ls) = (). Déle podle
definice limity

o k U(L;) existuje Ry, (o) takové, ze pro vsechna = € Ry, (xo) plati f(z) € U(Ly)
a soucasneé

e k U(L2) existuje Rs,(zo) takové, ze pro vsechna = € Ry, (xo) plati f(z) € U(L2).

Polozme 0 = min{dy, da}, tzn. Rs(xo) = Ry, (x0) N Rs,(z0). Pak pro kazdé x € Rs(xo) plati
f(x) e U(Ly) NU(L2), coz je ve sporu s tim, ze prunik téchto okoli je prazdnd mnozina. O
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Véta 5.25 (limita a ohranicenost).

(a) Md-li f vlastni limitu v bodé xq, pak existuje R(xg), na kterém je f ohranicend.

(b) Ma-li f nevlastni limitu co v bodé xo, pak na kazdém R(xg) je f neohranicend shora
a existuje R(xp), na kterém je f ohraniéend zdola.

(c) Mad-li f nevlastni limitu —oo v bodé xg, pak na kazdém R(xg) je f neohranicend zdola
a existuje R(xo), na kterém je ohranicend shora.

Diikaz. ad (a): Necht lim,_,, f(z) = L € R. Pak podle definice vlastn{ limity k ¢ = 1
existuje R(zo) takové, ze pro vSechna x € R(xp) plati |f(z) — L| < 1, tzn.

[f@)| < [f(z) = L+ L| < [f(z) = L[+ |L| <1+ [L].

Tedy funkce f je ohrani¢end na R(xg).

ad (b): Necht lim,_,,, f(z) = oo. Zvolme libovolné R, (z¢) C D(f). Pak pro libovolné h € R
podle definice limity existuje Rs, (xo) tak, ze pro vSechna x € Ry, (zo) plati, ze f(x) > h.
Pfitom pro toto Rs, (xo) plati Rs, (x0) C Rs,(z0), tzn. existuje z € Rs,(xo) takové, ze
f(z) > h. To znamend, ze f(Rs,(zo)) je neohrani¢end shora. Naopak, opét podle definice
existuje Rs, (7o) takové, ze pro vSechna x € Rs,(xo) plati f(z) > 0. To ale znamena, ze f
je na Rs,(xp) ohrani¢end zdola. O

Véta 5.26. Je-li funkce f : R — R monoténni na néjakém R~ (xo), (xo € RU{oc0}), pak
existuje lim  f(z). Je-li f na R~ (xzo) ohranicend, pak je tato limita vlastni. Podrobnéji:
T—T0—

o je-li funkce f na R~ (xo) neklesajici, pak

lim f(z) = sup f,

T—To— R— (IO)

o je-li funkce f na R~ (x¢) nerostouct, pak

lim f(z)= inf f.

T—x0— R~ (z0)

Diikaz. Piedpokladejme, Ze f je na R™(xo) neklesajici. Oznacme G = supg (4, f- Jsou dvé
moznosti: (a) G = oo nebo (b) G € R.

ad (a): G = oo. Zvolme K € R libovolné. Podle definice suprema funkce pak existuje
x1 € R™(x0) tak, ze f(x1) > K. Z monoténnosti funkce f na R~ (xzg) plyne, ze

K < f(z1) < f(2)

pro kazdé = € R (xp) takové, ze x > x;. Tim jsme dokdzali, ze limy_,,— f(z) = 00 =

SUPR- (o) -
ad (b): G € R. Zvolme ¢ > 0 libovolné. Protoze G je supremum funkce f na R~ (xg), plati
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e f(x) < G pro vsechna x € R~ (z9) a
e existuje z; € R~ (xo) tak, ze f(z1) > G —e.
Z monoténnosti funkee f na R~ (zg) a predchozich vyroku plyne, ze
G—e<flr1))< flz)<G<G+e

pro v8echna x € R~ (x¢) takovd, ze x > x1. Tim je dukaz hotov. O

Podobné 1ze dokdzat existenci jednostranné limity zprava. Dukaz lze nechat ¢tenaii jako
cviceni.

Véta 5.27. Je-li funkce f : R — R monoténni na néjakém R*(xg), (xo € RU{—00}), pak
existuje lirnJr f(x). Je-li f na R*(xo) ohranicend, pak je tato limita vlastni. Podrobnéji:
T—T0

o je-li funkce f na R™(xo) neklesagici, pak

lim f(z)= inf )f,

T—x0+ R+ (zo

o je-li funkce f na RT(xg) nerostouct, pak

lim f(z)= sup f.

T—x0+ R+ (o)

Véta 5.28 (o invarianci). Necht pro funkce f,g: R — R ezistuje R(zo) tak, Ze
Vs € R(zo) : f(2) = g(x),

Pak ezistuje limy_z, f(x) pravé tehdy, kdyz existuje limg_,,, g(x). Pokud limity existuji,
rovnaji se.

Diikaz. Necht existuje lim,_,,, f(z) = L € R*. Dokdzeme, ze pak také lim, ., g(z) = L.
Zvolme libovolné okoli U(L). K nému podle definice limity funkce f existuje redukované
okoli Rs(xo) C R(xo) tak, ze pro vSechna x € R;(z¢) plati

f(x) eU(L).
Pak pro vsechna = € Rs(x¢) plati
g9(x) = f(x) € U(L).

K U(L) jsme nasli redukované okoli Rs(xg) takové, ze g(Rs(zo)) = f(Rs(xo)) CU(L). O
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Véta 5.29. Necht f,g:R — R, maji limity lim,_,,, f(z) = Ly, lim,_,, g(z) = Lo. Pak:
(a) Ezistuje-li R(xo) tak, Ze plati
f(z) < g(xz) pro vsechna x € R(xo),
pak L1 < Lo.
(b) Je-li L1 < Lo, pak existuje R(xzq) tak, Ze

f(z) < g(xz) pro vsechna x € R(xp).

Diikaz. ad (a): (sporem) Necht existuje Rs,(zo) takové, ze f(z) < g(z) pro vsechna = €
Rs,(xo) a ptitom Ly > Lo. Pak podle Véty existuji (disjunktni) okoli U(L1) a U(L2)
takova, ze plati

Yy € U(L1) Yya € U(L2) = y1 > ya-

Podle predpokladu existence limit funkei existuji okoli Ry, (zo) a Rs, (o) takova, ze
Vr € Rs, (o) : f(z) €eU(L1) a Va € Rs,(vo) : g(x) € U(La).

Necht & € Rs,(xo) N Rs, (z0) N Rs,(z0). Pak f(Z) > g(Z), coz je ve sporu s predpokladem.
ad (b): Protoze L1 < Lg, pak podle Véty existujf (disjunktn{) okoli U(L1) a U(Ls) tak,
ze plati

Yy € U(Ll) Yyo € Z/{(LQ) oy < Y2
Podle definic L; a La, pak existuji R, (zo) a Rs,(z0) tak, ze
Vr € Rs, (o) : f(z) eU(L1) a Va € Rs,(zo) : g(x) € U(La).
Polozme Rs,(x0) = Rs, (x0) N Rs,(xo). Pak pro vsechna x € Rs,(xo) plati f(x) < g(z). O

Poznamka 5.30 Dulezité je dodat, ze plati-li ve Vété [5.29((a) ostré nerovnosti f < g na
R(zo), nelze z toho usuzovat, ze plati ostré nerovnosti pro limity v bodé xy. Napf. pro
f(x) =0, g(x) = 22 plati, ze f(x) < g(x) pro kazdé = # 0, a piitom limity obou funkei v
bodé nula jsou stejné (rovny nule).

Véta 5.31. Necht funkce f : R — R md kladnou limitu L € R* v bodé xg. Pak existuje
R(zo) takové, Ze
f(z) >0 pro viechna x € R(zo).

Je-li navic tato limita vlastni, pak existuje R(xo) takové, Ze

L
f(z) > 5 bro vechna x € R(xg).

Diikaz. Tvrzeni véty plyne napiiklad z Véty [5.29|(b). O
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Véta 5.32 (o dvou limitdch). Necht f,g : R — R jsou funkce takové, Ze existuje R(xq)
tak, Ze
f(z) < g(x) pro vsechna x € R(xp).

Pak plati implikace

e je-li lim f(z)= oo, pak lim g(x) = oo,

T—TQ Tr—x0

e je-li lim g(z) = —o0, pak lim f(z)= —oc.

Tr—IT0 T—T0

Diikaz. Dokazme pouze prvni implikaci, druhd se dokdze podobné. Necht lim, ., f(z) = oo.
Dokazme lim,_,,, g(z) = oo. Zvolme h € R libovolné. Pak podle pfedpokladu existuje
Rs, (zo) tak, ze

f(xz) > h pro viechna = € Rs, (o).

Déle podle prvniho predpokladu existuje Rs,(zg) tak, ze pro vSechna = € Rs,(xo) plati
nerovnost f(z) < g(x). Polozme Rs,(z0) = Rs, (x0) N Rs,(x0). Pak pro kazdé x € Rs,(xo)
plati

g9(z) > f(x) > h. O

Véta 5.33 (o trech limitach). Necht f,g,h: R — R jsou takové, Ze
IR(zo) Va € R(zg) : f(z) < g(z) < h(z),

limg_yz, f(z) = limg_q, h(x) = L € R. Pak ezistuje lim,_,, g(z) a je rovna L.

Diikaz. Dokazme limg_,;, g(x) = L € R. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0 libovolné. Pak podle
predpokladu existence limit existuji R, (zo) a Rs, (o) tak, ze

Ve € Rs,(x0) : L—e< f(x) < L+e¢

Ve € Rs,(xg) : L—e<h(zx)<L+e¢

Podle prvniho predpokladu existuje Rs,(x0) takové, ze f(x) < g(z) < h(z) pro vSechna
x € Rs,(20). Polozme

Rs, (z0) = Rs, (zo) N Rs, (zo) N Rs, (20)-
Pak pro kazdé x € R, (o) plati
L—e< f(x) <g(x)<h(x)<L+e,

tzn. pro kazdé x € Rs,(zo) plati |[g(z) — L] < e. ]
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Véta 5.34 (Heineova o limité). Necht f : R — R je definovand na néjakém R(zo), vo € R*.
Pak plati:

(a) Jestlize existuje limy_,q, f(z) = L € R* pak pro kaZdou posloupnost bodi {x,} " | z
R(xo) spliugici lim x, = xy plati, Ze lim f(x,) = L.
n— o0 n—oo

(b) Jestlize pro kazdou posloupnost bodi {x,},~, z R(xo) spliugici lim x, = xq plati, Ze
n—oo

existuje lim f(xy,), pak ezistuje limita limg_5, f(x).
n—oo

Diikaz. ad (a): Piedpoklddejme, ze L = lim, 4, f(z) a uvazujeme posloupnost {z,},.
¢isel z néjakého R(xp) C D(f) takovou, ze

lim z,, = xg.
n—oo

Dokézeme, ze lim f(x,) = L, tzn. ze plati
n—oo

VU(L) Ing e NVn e Nn >ngy @ f(x,) € U(L).
Zvolme U(L) libovolné. Z definice limity funkce plyne existence Rs(xg) takového, ze
Vo € Rs(xo) : f(x) e U(L). (5.1)

K Us(zo) 1ze diky faktu lim x, = z( (definice limity posloupnosti) nalézt ng € N tak, ze
n—oo

pro kazdé n € N, n > ng plati z,, € Us(xp). Podle predpokladu ovsem pro kazdé n > ng
plati x,, € R5(x¢). Dosazenim z,, za x do (5.1) dostdvame

f(an) €U(L)

pro vSechna n > ng.
ad (b): Pfedpoklddejme, ze pro kazdou posloupnost {z,} -, ¢isel z n¢jakého R(zg) C
D(f) takovou, ze lim z, = xg existuje lim f(x,). Dokazme, ze pak existuje limg_,,, f(z).
n—00 n—00
Provedeme to ve dvou krocich:
KRrOK 1. Nejprve dokazme, ze hodnota lim f(x,) nezdvisi na posloupnosti {z,},- -
n—o0

sporem. Predpokladejme, ze existuji dvé posloupnosti {@y}o" 1, {yn}ne;, takové ze z,, yn €
R(zp), lim z, = xp, lim y, = z¢ a ptitom lim f(z,) = L1 # Le = lim f(y,). Uvazujme
n—oo n—0o0 n—oo n—oo

novou posloupnost {z,},-; takovou, ze

Tn je-li n sudé,
Zn = R Lo,
Un je-1li n liché.
Ziejmé pak z, € R(xo) pro véechna n € N, lim z, = zo, ale {z,},-; ma dva hromadné
n—oo

body Ly a Lg, tzn. li_>m zn, neexistuje, coz je spor s predpokladem. Dokazali jsme tedy, zZe
n o

existuje L € R* takové, ze

V{zntpey @ (YneN: z, € R(xg), lim z, =29) = lim f(z,)= L. (5.2)

n—oo n—oo
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Krok 2. Dokazme lim,_,,, f(z) = L, kde L je z kroku 1 — a to sporem. Pfedpokladejme,
ze plati ((5.2) a zdroven L neni limita funkce f v bodé ¢, tedy

U (L) VRs(wo) Fx € Ro(wo) : f(z) & U(L). (5.3)
Vyrok tedy k4, ze existuje U (L) tak, ze pro kazdou volbu Rs(x¢) najdeme z splaujici
r € Rs(zo) N f(z) ¢ UA(L).
Pro kazdé n € N polozime § =1/n a z dostavame existenci takového x = x,,, Ze
s €Ry(w0) A () FUL).
Uvazujme posloupnost {xy, } | vytvofenou z téchto bodu. S vyuzitim Cviéenidostévéme

lim xz, = xg
n—oo

a pritom pro vsechna n € N plati f(z,) € U-(L). To znamend, ze L nemuze byt limita
posloupnosti { f(z,)},—;, coz je ve sporu s (5.2). O

Nésledujici dusledek Heineovy véty nam ¢asto staci:

Disledek 5.35. Necht f : R — R je definovand na néjakém R(zo), o € R*, L € R*.
Pak lim,_., f(x) = L prdvé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost bodi {xn},"; z R(zo)
splniugicich le Tn = xo plati, Ze 1Lm i(@5,)) = I

Poznamka 5.36 Heineova véta tedy tika, ze naSe definice limity funkce by Sla zaménit
za nasledujici: ,Necht f : R — R je definovand na néjakém R(zo), zo, L € R*. Rekneme,
ze funkce f ma v bodé x¢ limitu L, jestlize pro kazdou posloupnost {x,}oo | ¢isel z R(zo)
takovou, ze li_)rn T, = g plati li_>m f(x,) = L.“ Nevyhodou je fakt, ze pro takovou defi-
n—oo n oo

nici by byla nutna pfedchozi znalost pojmu limity posloupnosti. Vyhodou mtze byt lepsi
nazornost — vice odpovida motivaé¢nimu Ptikladu nez Definice [5.3

Ackoliv Heineovu vétu budeme pouzivat zejména v dukazech, v nésledujicim piikladu
si ilustrujme mozné pouziti Heinovy véty i pro vypocet konkrétni limity.
Piiklad 5.37 Dokazte, ze

lim e® = 1.
x—0

Resend. Pouzijme Heineovu vétu, tzn. zvolme libovolnou posloupnost {z,},- ; nenulovych
redlnych ¢isel takovou, ze lim z, = 0. Dokazme, zZe
n— o0

lim " =1.
n—oo

Mame tedy dokazat, ze
VeeR, e>0dngeNVneN, n>ng: 1—e<e™ <1+e.

Zvolme ¢ > 0 libovolné. Ze Cvicen{ vime, Ze

. 1 . _1
lim en = lim e » =1,
n—oo n— oo
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tzn. existuje n; € N takové, ze pro vSechnan € N, n > n; plati 1 — e < en < 1 + ¢,
a existuje no € N takové, ze pro vSechnan € N, n > no plati 1 —e < e » < 14 €. Polozme
n3 = max{ni,na}. Pak

_L B
l-e<e m <em™ <1+4e¢.
Protoze lim z,, = 0, pak konec¢né existuje ng € N takové, ze pro vSechna n > ng plati
n—oo
1 1
<y < —.
ns ns

Vzhledem k tomu, Ze e* je rostouci, pak pro n > ng plati

_ 1
l—e<e m<e™m<ens <1+e. O

Cviceni 5.38 Dokazte

lim e* =00 a lim ¥ =0.
Tr—r00 Tr—r—00

[Navod: Dukaz ved'te podobné jako v Pitkladu kde pouzijte Heinovu vétu a vysledky
Prikladu (konkrétné limity posloupnosti {e"} 2, a {(1/e)"},2;).]

n=1

Heineovu vétu také pouzivame k dikazu neexistence limity.

Piiklad 5.39 Dokazte, ze
lim sinzx
T—00
neexistuje.

Resent. Uvazujme dvé posloupnosti {x,}°° |, {y,}°° | definované jako
T
xn:§—|—27m, Yn =nmw, n €N.
Ziejmé lim z, = lim y, = oo a pfitom
n—oo n—oo
lim sinz, =1 a lim siny, =0.
n—oo n—oo

Podle Dusledku nemuze lim,_.,, sin x existovat. O

Cviceni 5.40 Dokazte, ze neexistuji limity

. 1 . 1
lim sin—, lim sin—.
z—04+ xT z—0— T

Véta 5.41 (Bolzanova—Cauchyova o existenci vlastni limity funkce). Necht f: R — R je
definovdna na néjakém R(xo), vo € R*. Pak existuje viastni limg_,,, f(z) prdvé tehdy, kdyz

Ve € R, € >0 IRs(wo) V1,22 € Rs(w0) = |f(x1) — f(22)] < €. (5.4)
Diikaz. (=): Necht existuje vlastni lim,_,4, f(z) = L. Zvolme £ > 0 libovolné. Pak podle
definice limity existuje Rs(zo) tak, ze

Vo € Rs(zo) @ |f(z) — L| < %
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Tedy pro kazdé x1,x9 € Rs(xo) plati

F(e0) = J(@)| = |F(@1) = L+ L= fla2)| < |f(@n) = LI+ |L = flan) < 5+ 5 =

(<): Necht plati podminka . K tomu abychom dokézali, ze existuje vlastni limita
lim, ., f(z) podle Heineovy véty staci dokdzat, ze pro kazdou posloupnost {xy} . | €isel
z R(xo) splaujici nh_}n(; z, = xg, posloupnost {f(z,)},~, konverguje. Necht {z,} 7, je
posloupnost bodu z R(xg) takova, ze nh—>120 Tp = xg. Zvolme € € R, € > 0 libovolné. Podle
existuje Rs(zo) C R(xo) tak, ze

Va1, x2 € Rs(wo) = [f(z1) — flza)| <e.

Z faktu lim =z, = x¢ plyne, ze existuje ng € N takové, ze pro vSechna n > ng plati
n—o0

Zn € Us(xp). Protoze navic x,, € R(xg), pro n > ng dokonce plati, ze z,, € Rs(zo). Odtud
plyne, zZe

Vm,n e N,m,n>ng : |f(zn) — flam)| <e.
Tim jsme dokézali, ze posloupnost { f ()}~ je cauchyovska a podle Bolzanovy—Cauchyovy
véty pro posloupnosti (Véta |3.98) je rovnéz konvergentni. Tim je dukaz proveden. O

5.3 Metody vypoctu limity funkce

Piiklad 5.8l mél ilustrovat, ze dokdzat spojitost resp. poéitat limitu jiz jednoduché mocninné
funkce muze byt celkem pracné. Jak dale uvidime, bude stacit umét vypocitat limity nej-
jednodussich funkci a pak pouzit piislusnou vétu o limité souctu, rozdilu, sou¢inu, podilu
funkef a vétu o limité slozené funkce.

Za¢néme vypoctem limit téch nejjednodussich funkei.

Piiklad 5.42 Dokazte, ze pro xg € R*, ¢ € R plati

@) Jim o=

(b) xlig:lo x = x.

Resend. ad (a): Mame dokazat pravdivost vyroku
Ve € Rye > 0, IR(zp) Vx € R(xp) : |c—c| <e.

Nerovnost |¢ — ¢| < € je ale ziejmé pro kladné e pravdiva, tedy je pravdivy cely vyrok.
ad (b): Necht zp € R. Podle Definice mame dokézat, ze k libovolnému ¢ € R, € > 0
existuje § € R, § > 0 tak, ze pro vSechna x € R plati implikace

O0<|z—z9|<d = |z—a0|<e.

Uvazujme tedy libovolné € € R, € > 0. Zfejmeé stac¢i polozit § = €.
Necht 2y = co. Podle Definice méame ke kazdému h € R najit k € R tak, Ze pro kazdé
x € R plati implikace
x>k = x>h
K danému h lze zvolit kK = h. Podobné dokazeme rovnost pro xg = —oo. O

Nyni predstavme vétu a aritmetice limit funkci, kterou pii vypocCtech budeme velmi
casto pouzivat.
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Véta 5.43. Necht f,g: R — R, lim,_,, f(z) = L1 € R*, limy_,, g(x) = Ly € R*. Pak
platt

(i) limgq, [ f(2)] = |L],
(i) limg .z, (f(7) £ g(x)) = L1 & Lo,
(i) Timg g £(2) - 9(@) = L1 - I,
_ L

(iv) limy o L8 = 21,

je-li na pravé strané vyraz definovany v R*, viz Pozndmku|2.60(a).

Dukaz. K dokédzani této véty lze s vyhodou pouzit vétu o aritmetice limit posloupnosti
(Véta [3.60) a Heineovu vétu (staci Dusledek [5.35)). Ukazme si to tFeba na limité soucinu,
tzn. na rovnosti (iii). Zvolme posloupnost {z, },- ; ¢isel z okoli R(zg) (takového, ze R(x¢) C
D(f)ND(g)), pro které plati li_)m xn, = xo. Podle predpokladu lim,_,,, f(z) = L1, limg_,4, g(x) =
n—oo
Ly a Dusledku plati, ze
nh_)rglo flzp) =Ly a nh_)rglog(wn) = Ls.
Podle Véty [3.60] pak plati
lim f(xn)g(xn) = L1Lo,

n—oo
a to pokud je vyraz na pravé strané definovan v Pozndmce [2.60[a). Podle Disledku [5.35]
aplikované na funkci fg dostdvame, ze limy_,4, f(z)g(z) = Ly Lo. O

Poznamka 5.44

(i) Tvrzeni (i) z predchozi véty lze pro a = 0 obratit, tzn. plati

lim f(z) =0 <= lim |f(z)] =0.

T—rx0 T—T0
(i) Je-li limy sy, fi(z) =Li €R, ¢; € R, kde fi: R —>Rproi=1,...,n,n €N, pak

lim [e1f1(z) + cafo(z) + ...+ enfu(x)] =1Ly + calo + ... + ¢y L.

Tr—xTQ
(iii) Je-li limy_yy, f(2) = L € R*, n € N, pak

lim f"(x)=L".
Tr—x0
(iv) Je-li P polynom, pak lim,_,,, P(x) = P(zg). Je-i R = g racionalni funkce, z¢ neni
kofen @, pak lim,_,,, R(x) = R(z¢). Tedy, polynomy a racionalni funkce jsou spojité
ve v8ech bodech svych defini¢nich obort.

(v) Je-lilimg_yz, f(z) = 0 a g je ohrani¢end na néjakém R (zg), pak limy_,, f(z)g(x) = 0.

Piiklad 5.45 Vypoctéte
) (:IJ2 —r— 2)20
lim .
x—2 (x3 — 122 + 16)10
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Resend. Funkce, jejiz limitu mame spocitat, je racionalni, ovéem ¢&islo 2 nepatif do jejiho
defini¢niho oboru. Vidime, ze jde opét o vyraz 0/0. Protoze jde o podil dvou polynomu, pra-
vidlo je opét jednoduché: Je-li ¢islo 2 k-ndsobnym kofenem citatele/jmenovatele, vytkneme
z Citatele/jmenovatele vyraz (z — 2)F. Jednou z moznosti je vyjadieni ¢itatele/jmenovatele
ve tvaru rozkladu na souc¢in kofenovych ¢initelu. Podle stfedoskolského vzorecku snadno
spocitame, ze

- —2=(z—-2)(x+1)

a tedy
(2% — 2 —2)2 = (z — 2)2 %z + 1)%.

Co se jmenovatelem? Vyraz 22 — 122+ 16 je polynom tfetiho stupné a ne kazdy umi spocitat
vS8echny koreny tohoto polynomu. Nastésti my nepotiebujeme spocitat vsechny kofeny, ale
pouze vyjadfit tento polynom ve tvaru sou¢inu (z — 2)™ (kde m € N) a néjakého ,zbytku“.
Toho doséhneme tak, ze podélime polynom z® — 12z + 16 polynomem x — 2. Pokud je 2
vicendsobnym kofenem, délime vznikly podil jesté jednou a tak dale. K tomu je mozno
pouzit Hornerovo schéma — viz Poznamku Provedme to:

(2 —122416): (x +2) =... = 2® + 2z — 8.
Ale ¢islo 2 je kofenem i tohoto podilu. Podélme jesté jednou:
(22422 —-8):(z+2)=...=z+4.

Dostavame tak
23— 120416 = (x + 2)%(z + 4).

Podivejme se zpét na nagi limitu. Muzeme upravovat

' (22 — 2z — 2)20 (2 +2)20(z+1)20 . (z+1)20 32 3\ 10
lim = lim = lim— = = | = ,
=2 (23 — 122 4+ 16)10 252 (24 2)20(z +4)10 252 (x+4)10 610 2

kde jsme v druhé rovnosti vyuzili Vétu a v predposledni rovnosti vyuzili spojitosti
racionalni funkce v kazdém bodé svého definiéniho oboru (tj. Pozndmku [5.44(iv)). O

Piiklad 5.46 Vypoctéte

m
-1
limx

=1 g — 1"

kde m,n € N.

Resend. Opét mame vypocitat limitu raciondlni funkce v bodé, ktery nelezi v jejim de-
finiénim oboru, pritom dostdvame neurcity vyraz 0/0. Postup je stejny jako vzdy, je tieba
si z citatele a jmenovatele vytknout (z — 1)* (kde k¥ € N je ndsobnost 1 jakozto kofene)
a pak pokrétit. Jak to provést zde? Moznosti je podélit ¢itatele/jmenovatele polynomem
x — 1, ale vzhledem k obecnosti zaddni to nékomu muze ¢init problém. Jednodussi je pouzit
stiedoskolsky vzorecek ze Cvicend Plat{ tedy

2™ —1 . (z-D@™ 2™ b+ 1)
m —
a—=1 2" —1  2-1 (z—1)(z"t4+a2n 24 ... +2+1)
A R U S Ry R |
= lim
e=1 "l apn2 4 441
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Uvédomme si nyni, ze ¢isla m a n jsou sice libovolna ale béhem naseho vypoc¢tu pevna ¢isla
— méni se pouze x (piiblizuje se k 1). Dostavame tak raciondlni funkci jejimz korenem neni
1. Plati tedy

i g™l 2 1 1441 m

a—l g L4244 4x+1 14+...41 =n
kde v predposlednim vyrazu bylo v Citateli pravé m jednicek a ve jmenovateli n jednicek
(po secteni dostavame ¢isla m a n). Pokud méte problém s pochopenim, zkuste si spocitat
tento piiklad pro konkrétni hodnoty parametri m, n, napt. m = 2 a n = 3, tzn. vypoctéte

stejnym postupem limitu

9

Stejné jako u posloupnosti, podivejme se na neurcity vyraz 1/0.

Véta 5.47. Necht limy, ., f(z) = 0. Pokud navic

(a) existuje R(xq) takové, Ze f(x) > 0 pro viechna x € R(xq), pak

lim 1 00
oo Ty
(b) existuje R(xo) takové, Ze f(x) < 0 pro vsechna x € R(xo), pak

lim —— = —o0,

22, 7@
(c) ezistuje R(xo) takové, Ze f(x) # 0 pro vSechna x € R(xo), pak

li !
1m =
ez |f(2)

Duikaz. Dukazy se provedou podobnym stylem jako analogické véty pro limity posloupnosti.
O

Muze se také hodit nésledujici véta, ve které dokonce u jedné z funkci viibec nevyzadujeme
existenci limity — opét si v§imnéte analogii s limitou posloupnosti.

Véta 5.48. Necht f,g: R — R jsou funkce takové, Ze lim,_,., f(z) = 0 a existuje Rs(xo)
takové, Ze g je na Rs(xo) ohranicend. Pak

lim f(z)g(xz)=0.

T—T0

Dikaz. Zvolme ¢ € R, € > 0 libovolné. Protoze g je ohrani¢end na Rs(xp), existuje K € R,
K > 0 tak, ze pro vSechna x € Rs(xo) plati g(z) < K. Z predpokladu nulovosti limity
funkce f v x plyne, ze existuje Rs,(xo) tak, ze pro viechna x € Rs,(zo) plati

g

@) < =
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Polozme R, (z0) = Rs(z0) N Rs,(x0). Pak pro viechna x € R, (z¢) plati

[f(2)g(x) = O = |f(2)llg(x)] <

€

KK:a

Véta 5.49 (o limité slozené funkce). Necht f,g: R — R jsou takové, Ze

lim f(z) = L1, lim g(y) = Lo.

H=ARY y—L1
Jestlize navic
(I) existuje R(xo) tak, Ze pro vsechna x € R(xo) plati f(x) # L1, nebo
(II) g je v Ly spojitd (tedy Ly,Ly € R a Ly = g(L1)),
pak
lim (g o f)(z) = Lo.

T—rT0

Dukaz. Méame tedy dokazat, ze
VYU-(L9) IRs(xo) YV € Rs(xo) : g(f(x)) € U(L2).

Necht plati (I). Zvolme U.(Ls) libovolné. Pak z predpokladu na funkci g plyne, Ze existuje
Ry(L1) C D(g) takové, ze

Vy € Ry(L1) = g(y) € U:(La).
Podle piedpokladu limy_,4, f(z) = L1, existuje Rs(xo) C D(f) tak, ze
Vo € Rs(xo) : f(x) € Uy(Lr),

pritom Rs(xg) lze volit tak malé, ze Rs(xg) C R(xg), kde R(x¢) je z podminky (I). Pak ale
praveé z (I) vyplyva, ze
Vo € Rs(xo) : f(x) € Ry(L1).

Dohromady dostavame, ze
Vo € Rs(wo) = (9o f)(z) =g(f(x)) € Us(L2).

Tim je soucasné dokézano, ze funkce f o g je definovana na néjakém R(zg) a limg_,4,(g o

f)(x) = La.
Necht plati (II). Zvolme U (Lz) libovolné. Podle predpokladu (II) existuje U, (L) tak, ze

Yy € Up(L1) = g(y) € U (Lo).
Z definice lim,_,,, f(x) = L1, pak existuje Rs(xo) takové, ze
Vo € Rs(zo) = f(z) € Uy(Ln).
Dohromady dostavame, ze
Vo € R(zg) : go f(z) = g(f()) € ULy).

Tim je opét dokézano, ze funkce fog je definovand na néjakém R(z) a limy_,4,(go f)(z) =
Lo. O
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Poznamka 5.50 Vsechny zminéné véty plati i pro jednostranné limity (za lehce zménénych
predpokladu — napf. jedna-li se o pravostrannou limitu v xg, nahradi se v predpokladech
okolf R(zg) okolim R (x)).
Piiklad 5.51 Vypoctéte

lim VvV9+2x -5

z—8 \3/> -2 '

Resent. Vidime, Ze zde je opét neuréity vyraz 0/0. Bohuzel, nemame racionaln{ funkci, jejiz
limitu bychom nalezli zkracenim piislusnych kofenovych ¢initeli. Ale vypocet muzeme na
tento piipad prevést. Je potieba zbavit se téch odmocnin.

Podivejme se nejprve na citatel. Plati

(V9+22 —5)(VI+ 22 +5) =9+ 22 — 25 = 2(z — 8),
kde jsme vyuzili stredoskolsky vzorec ze Cvicen{ pro n = 1. Muzeme psét

V9422 -5 VI+2r—-5 9+2x+5 ~ im 2(z —8) 1

li = lim .
eo8 Y2 aos Ya—2  \Ot2r+5 Hs\f—2 m+5
T —8 1 -8
=2 lim =2 lim - lim
=8 Yr—2 Ot 245 Hs\/E—Q st/9+2x+5
1. x-38

B Ny

Podrobné si odiuvodnéme platnost piedposleni rovnosti, kterd plati diky Veété Jeji
pouziti je opravnéno pouze v piipadé, ze

. r—38 . 1
P S s e

nenf neuré¢ity vyraz. Opravdu neni? Vzdytf v okamziku pouZiti této véty jsme neznali hod-
notu prvni limity. To je sice pravda, nicméné znali jsme hodnotu druhé limity, coz je 1/10.
Jiz vime, Ze jediny neurcity vyraz pro nasobeni je typu 0 - oco. Odtud plyne, ze o neurcity
vyraz nemuze jit.

Podobné si poradime s jmenovatelem, kde pouzijeme vzorec ze Cviceni [1.69| pro n = 2.
Plati totiz

(Vo —2)(Va? 2z +4) =z — 8.

Tedy opét rozsifime vhodnym vyrazem a dostaneme

oy £ 8 Va2 + 29z + 4 i (x —8)(Va2 4+ 2¥x + 4)
I*)S\/>—2 \/>_|_2f_+_4 z—8 z—8
= lim (Va2 + 2¢/x 4+ 4) = 12.

z—8

Vysledek je tedy 12/5.
Pii tak rozvlaéném vykladu se muze snadno ztratit hlavni mySlenka. UkaZme si proto
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rychlejsi verzi nasich dprav (zbavime se odmocnin v ¢itateli i jmenovateli soucasné):

Y VI+2r -5 i VIF2r -5 VI+2x+5 Va2+2¥z+4
m ————— = lim . .
=8  Jr—2 =8  Jr—2 VI+22+5 Va2 +2yz+4
Y 2(x — 8) (Va2 +2¥x + 4)
= 1m
=8 (r—8)(v/9+ 2z +5)
. 2(Var 2y +4) 2-12 12
= lim = = —.
=8  /94+2x+5 10

Piiklad 5.52 Vypoctéte

lim (\/w2+:c—a?).

r—F00

Resend. Jde vlastné o dva piiklady. Nejprve vypocteme

lim (\/1:2 —{—x—x) ,
T—00

kde mame neurcity vyraz co — oco. Kdybychom misto x psali n, mohli jsme zadani pochopit
jako vypocet limity posloupnosti. Pouzijeme postup, ktery zabere jak na limitu funkce tak
na limitu posloupnosti. Jak se zbavit neurcitého vyrazu? Treba tak, Ze se ngjak zbavime té
odmocniny. Pouzitim vzorce ze Cviceni [1.69] pro n = 1 mame

(\/x2~|—m—:p>( x2—|—a:+x)::v2+x—a:2::n.

Vsimnéme si dvou pozitivnich véci: vyrazy V22 + z + = ani x nejsou pro x — 0o neurcité,
a plati

lim (Va2 +z+x) =00 = lim z.
T—00 T—00

Provedme vhodné rozsiieni naseho vyrazu:

Val+a+a T
lim (Va2 +2—2)——m— = lim —————.
33%00( )\/:UQ—i—a:—i—x z—=oo\/x? +x + 1

Zde zase sice mame neurcity vyraz typu oo/oo, ale s tim si uz umime poradit (viz priklady
s posloupnostmi): Vytkneme z ¢itatele a jmenovatele clen, ktery nejrychleji roste a pak
porovname tyto ¢leny. Plati

T z ) 1 1

=00 \/a2 + 1 + 2 m—>oox< 1_|_l_|_1> T—00 1+l+1 2

T

Nyni se podivejme na druhy piiklad. Mdame spocitat

lim (\/m2+x—x).

T—r—00

Zde trochu musime zbystiit, protoze x — —oo a vyskytuje se ve vyrazu pod sudou odmoc-
nina. Je vibec takové limita dobfe definovana? Snadno vidime, ze

1
lim (2?2 +2) = lim 2? <1+> =00-(140) = oo,
x

T—r—00 T—r—00
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tzn. vyraz pod odmocninou je pro dostateéné mald = kladné ¢islo, z ¢ehoz plyne, ze funkce
je definovand na néjakém R(—o0). Odmocnina tedy potiz nedéld, navic jsme také uréili, ze

lim V2242 =00
Tr—r—00

(to vlastné plyne z Véty |5.32)). Protoze pak

lim —xz = oo,
r—r—00

vidime, Zze nyni vibec nebojujeme s neuréitym vyrazem, ale piimo plati

lim (\/xQ—i—x—x):oo—i—oo:oo. O

Tr—r—00
Poznamka 5.53 Z Piikladu vysledku Cviceni a Véty plyne, ze pokud
limg s, f(z) € R*, kde zp € R*, pak plati

lim of @ — olimeag f(2)
T—T0

)

pritom pokladdme e™>° = lim, , o, e® = 0 a e = lim,_,, * = co. Prakticky si to muzeme
pamatovat jako tak, ze s limitou lze jit do argumentu exponencidlni funkce.
Piiklad 5.54 Dokazte

Vrg € R : lim sinz =sinxg, lim cosx = cos x,
T—T0 T—T0
Vxo € D(tg) : lim tgz = tg zg,
Tr—xQ
Vag € D(cotg) : lim cotgx = cotg xg.
T—IQ

Resend. Nejprve dokazme tvrzeni pro funkci sinus. Ukazme nejprve, ze pro viechna
Ve eR : |sinz| < |z|. (5.5)
Diikaz provedeme ¢asteéné geometricky. Necht z € (0, g) Z Obrézkusnadno nahlédneme,
ze
0 <sinz = |BC| < |AC| < z.

Protoze funkce f(x) = sinz a g(z) = x jsou liché funkce, pak pro x € (—g,O) plati
0 > sinz > z. Dohromady pro z € (=%, %) dostdvdme |sinz| < |z|. Je-li déle |z| >

) T
|sinz] <1< 5 < |z|.
Tim jsme tedy dokézali nerovnost (/5.5)). Koneéné dokazme, ze lim,_,, sinz = sin zg, tzn.

VeeR, e>030€R, §>0Vz eR, |[xr—x0| < : |sinz —sinzg| < e.

Zvolme ¢ € R libovolné. Pak staci zvolit § = €, protoze pro vSechna x € R, |z — 29| < 0
plati s vyuzitim nerovnosti ([5.5)), ze

T — X T + xg
cos
2 2

r — o
2

<2

=lr—zo| <d=ce.

|sinx — sinxg| = |2sin
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e

B A

Obrézek 5.6: Nerovnost sinz < 2 pro z € (0, 7).

S pomoci vzorce cosx = sin(f — x) pro viechna x € R, véty o limité slozené funkce

a predchéazejici ¢asti dostavame

. . . 7T . ™
lim cosz = lim sin <§ — w) = sin (5 — x0> .

T—T0 T—T0
S pouzitim Véty |5.43|(iv) dostdvame zbytek rovnosti. O
Piiklad 5.55 Dokazte, ze plati
. sinzx
lim =1.
z—0 X

Resend. Funkci sin jsme ,,definovali® geometricky, i zde budou nékterd fakta plynout z geo-
metrické tvahy. Nejprve ukazme, Ze pro vSechna x € (0, g) = R+ (0) plati nerovnosti
2

sinz < x < tga. (5.6)

Prvni nerovnost jiz vime z feSeni Piikladu[5.54 Dokazme nerovnost druhou. V Obrézku [5.7]
vidime, ze trojuhelniky AOBC a AOAD jsou podobné, tedy

BC AD sinx  AD

_ = =, tZIl. - T,

OB OA cosx 1
¢imz dostdvame AD = tg x. Protoze obsah kruhové vysece uréené body O, A a C' je mensi
nez obsah AOAD, plati

1
ix < itg:v, tzn. x < tgx.

Z nerovnosti (5.6) podélenim kladnym vyrazem sin z dostavame

T 1
1 < — < .
sinz  cosz

Tedy konec¢né

sin x
cosr < — <1
x

pro véechna x € R%(0). Z véty o tiech limitdch pak dostdvame, ze
2

. sin x
lim =1.
z—0+ X

Ze sudosti této funkce dostavame, zZe i limita zleva je rovna 1. O
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D
C
T
tgx
sinx
0 B A

Obrazek 5.7: K feseni Prikladu

Piiklad 5.56 Dokazte, ze

et -1
lim =1.
z—0 X
Resend. Dokazme nejprve, 7e
. e —1
lim =1.
z—0+ T

Uvazujme x € (0, %) Oznacme

12

tzn. n < % <n+1,n € N. Protoze z < %, plati, ze n > 2. Pak také

1 1
<zx< -—.
n—+1 n

Z této nerovnosti a Poznamky [3.103{(a) plynou nerovnosti

_1 1
<entl < <en <1+

1 .
+n—i—l n—1

Piitom z (5.7) také dostavame, ze

x < 1 14 1 - T
a .
r+1 " n+1 n—1 1—2x

Dohromady dostavame

x+1< <1—2x

pro vSechna x € (0, %) 7 véty o trech limitach dostavame pozadovanou identitu pro limitu
zprava. S pouzitim véty o limité slozené funkce dostavame

_ 1—e¥
. e’ —1 . e ¥V -1 . — . ey -1
lim = lim =— lim < = lim eV =1.
z—0— x y—0+ —y y—0+ Yy y—0+ Yy
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Priklad 5.57 Dokazte, ze
. In(1+2x)
lim ——=
z—0 X

=1

Resend. Provedeme substituci
y=In(l+z), tzn. z=e"—-1,

pritom kdyz x — 0, pak y — 0. Plati pak

In(1 1
T e ) R R S
z—0 x y—=0e¥ —1 y—0 %
kde posledni rovnost plynula z Ptikladu [5.56|a Véty Takto budeme bézné postupovat
pii pouzivani véty o limité slozené funkce (Véta [5.49)). Je ale vhodné zde presné popsat
pouziti této véty. Véta byla pouzita pro

Yy
ey —1’

g(y) = f(x)=In(1+=z), L =0, Ly=0.

Ovéite splnéni predpokladu této véty pro tyto konkrétni funkce a limity. Tieba fakt, ze
lim, o f(z) = 0 plyne ze spojitosti funkce In (viz déle Pozndmku [5.81)). O

Véta dohromady s Piiklady [5.55] [5.56] a [5.57] ndm ddva velmi uzitecné tvrzeni:

Dusledek 5.58. Necht zg € R*, lim,_,, f(z) =0 a ezistuje R(zo) takové, Ze
Vo € R(xzo) : f(x) #0.
Pak plati

g 0@, -1, RO @)
a—xo  f(x) e—zo  f(x) T=T0 f(x)

Piiklad 5.59 Vypoctéte

sin 22

lim
xz—0 xT

Resend. Nejprve uréime o jaky jde vyraz. Podle Poznamky [5.44{(iii) plat{

lim 22 = 0,
z—0
tzn. podle Véty také
lim sinz? = sin0 = 0,

z—0
tedy vidime, Ze jde o neurcity vyraz 0/0. Pokratit nijak nemuzeme. Pomoci ndm muze

Dtsledek podle kterého plati

Muzeme pak psat
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kde jsme v prvni rovnosti rozsitili vyraz vyrazem x/x. To bylo mozné diky Véteé Nyni
jiz miZeme pouzit Vétu protozZe jiz nejde o neuréity vyraz. Plat{ totiz

2 2

. sinx . sinx .
lim z = lim limz=1-0=0.
x—0 X x—0 X z—0

Piiklad 5.60 Vypoctéte

. tgx —sinx

lim —=——s—.

z—0  sin°x
Resend. U piikladii s goniometrickymi funkcemi je dobré si pamatovat goniometrické vzorce.
Podivame-li se na zaddni, jde opét o neurcity vyraz 0/0. Je potfeba néco zkrétit, nebo
vhodné pouzit vzorecek z Dusledku [5.58] Plati

. . 1 1
. tgx —sinz . sinx -1 ) —1 . 1 —coszx
llm g . 3 — llm (.CO’;I ) — llm COS.QI'/‘2 — llm —

z—0 sin” x z—0 sin®” x z—0 sIn“x z—0 sin

)
T COST

kde jsme pokratili vyrazem sinz a upravili. Znovu prozkoumejme, o jaky jde vyraz. Opét
jde o neurcity vyraz 0/0. Kazdopadné je jednodussi. To, ze je vyraz neurcity, je zpusobeno
celym ¢itatelem a ve jmenovateli pouze vyrazem sin’ z. Vyraz cosz jde pro x — 0 k é&islu
1. Muzeme psat

1 —coszx 1 1—cosz .. 1 . 1l—cosz . 1 1 —cosz

lim — = lim - . - = lim lim ——
z—0 sIn“ x cos z—0 COSxT sSIn“x z—0cosxr z—0 gsin“x z—0cosxr z—0 sin“x

Tim jsme provedli dals{ zjednoduseni. V pfredposledni rovnosti jsme pouzili Vétu[5.43] ovsem
nékdo by mohl oprdvnéné namitnout, ze jsme neovéfili platnost predpokladu zminéné véty.
Sice vime, ze

1
lim =1,
z—0 COS X
ale hodnotu limity
. 1—-cosx
lim ———

z—0 sin®x
jesté nezname! Kazdopadné je jasné, ze za predpokladu, ze druhd limita existuje, nemuze se
jednat o neurcity vyraz, tedy pouziti véty je korektni. Existenci druhé limity bude ovérena
néslednym vypoctem. Pokra¢ujme dale. Radi bychom néco pokratili. Muzeme si vzpome-
nout na vzorecek, kterému néktefi rikaji ,,goniometrickd jednicka“ a upravit ho:

2 2

sin“z =1—cos*x = (1 —cosx)(1 4 cosx).

Muzeme déle upravovat

. 1—coszx . 1—-cosx . 1
lim ———— = lim = lim ———.
=0 sin®z 2—0 (1 —cosz)(l+cosz) 2-014cosx

Zde jiz lze jen konstatovat, ze nejde o neurcity vyraz a s pouzitim faktu lim, ,ocosxz =
cos0 =1 a Véty dostavame

1 1

m-—— = —.
z—01 4 cosx 2
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Piiklad 5.61 Vypoctéte
lim (1 — z) tg —
z—1 & 2
Reseni. Rozmysleme si nejprve, o jaky jde vyraz. Ziejmé

lim(1—xz)=0.

r—1

Jde-li x k 1, pak vyraz wz/2 jde k /2. Vime ale, ze

lim tgx

us
=3

neexistuje, protoze

lim tgx =00 # —o0 = lim tgx.

-5 T3+
S trochou nepfesnosti muzeme vyraz v zadani piikladu prohldsit za neurc¢ity vyraz 0-(£o0).
Funkce tangens sice limitu nem4, ale limita celé funkce existovat muze. Zkusme tedy néjaké
upravy. Podle definice funkce tangens plati

T sin TF (1—z) . mx
lim (1 — = = lim(1 — 2 =i in —.
amn)te 5 = Il o) e = S g

Vidime, ze vyraz sin(%f) — 1 pro  — 1. Proto nezavisle na tom, jakou hodnotu ma limita
zbytku, muzeme psat
l—xz . mz . (1—2x)

— sin — = lim —.
z—1 COS -5 2 rx—1 COS 5

coz je neurcity vyraz 0/0. Vidime, zZe v ¢itateli je polynom a ve jmenovateli goniometrickd
funkce — to by nas mohlo vést k tipu, ze bychom mohli pouzit vzorecek z Dusledku Je
potieba rozmyslet, jak stavajici vyraz upravit do pozadovaného tvaru. Vidime, ze argument
cos se piiblizuje k 7/2. My potfebujeme naopak aby se tam vyskytoval sin jehoz argument
pujde k nule. Zde se hodi znat néjaky vzorecek pro goniometrické funkce. Neexistuje jedin
cesta. Zkusime pouzit tento

Va,b € R : cos(a+b) = cosacosb— sinasinb.

Nase a+b je rovno mx /2. Za a a b dosadime tak, aby jeden z vzniklych ,sinu“ mél argument
jdouci k nule. Napf. a = w(x — 1)/2, takze pak b = m/2. Potom plati

T m(x—1) 7 m(x—1) ™ . ow(z—-1) . 7
cos — =cos | ——= + = | = cos ——2>cos = — sin ———= sin —
2 2 2 2 2 2 2

7r(a:—1).
2

= —sin

Muzeme pokracovat ve vypoctu limity:

I 1—x _ 1—2 y x—1
im = lim ——— = lim —————.
ez—1cos Ty @l _gip 7?(932*1) a—1 gip 7T("L"Zfl)

Protoze 1
lim m =0,
r—1 2
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pak podle Dusledku [5.58] plati

w(z—1)
lim —2— =1.
a:l—>rnl sin 7"($2_1)

Hodnotu této limity pouzijeme v nasem vypoctu. Vyraz vhodné rozsitime a dostavame

1 w(z—1) 9 9
lim —> lim 2 —=—. O
=1 gin m(z—1) =1 gin 7"(332_1) s s
Piiklad 5.62 Vypoctéte
In(1 + ze”)

lim .
=0+ In(1 + Va3 + 22)

Resent. Nejprve vypoctéme limitu zprava. Opét jde o neuréity vyraz — typu 0/0. Vidime,
ze v citateli i jmenovali se vyskytuje vyraz ve formé In(1 + f(x)) a pfitom f(x) — 0. To by
nds meélo navést k pouziti Dusledku Rozsiiime zlomek vhodnymi vyrazy:

In(1 + ze®) ze® a3+ 2?2 In(1 + ze”) Vad + a2 ze®

= lim

lim Lo YE T ‘
w50+ In(1 + Va3 + 22) e’ /z3 22 a—0+  xe? In(1+ V23 +22) Va3 + a2

Pouzitim Dusledku [5.58] se zbavime logaritmu a dostdvdme

. xe®
lim ——.
T—0+ 4/ 3 —+ 2
Vidime, ze jde opét o neur¢ity vyraz 0/0, pfitom e* — 1 kdyz x — 0+, tzn. muzeme jesté
upravit

. re® 0 T . T

im ——==¢" lim —— = lim ——.
v=0+ /23 + 22 =0+ a3 + 22 220+ Vad 4+ 22
Tuto tpravu jsme nutné délat nemuseli, ale je dobrym zvykem udrzovat pocitany vyraz co
mozné nejjednodussi a tedy nejpfehlednéjsi. Co ted? Potiebujeme néco s nééim pokratit.
Vyraz ze jmenovatele 1ze upravit takto

Vad+ 22 = /22(z+1) = [z[Vr + 1 =2vVz +1,

kde je tfeba upozornit, ze |x| = x protoze x — 0+, tzn. x uvazujeme kladné. Plati tedy

z—04+ /3 + 12 z—=0+ /2 + 1
Podivejme se na limitu zleva. Jako u limity zprava jde o neurcity vyraz typu 0/0. Vypocet
bude identicky jako pro pravostrannou limitu s jedinym rozdilem a to, ze |x| = —z, protoze

x — 0—, tzn. x uvazujeme zaporné. Vysledek bude nyni —1 (ovéite). O
Poznamka 5.63 Zatim jsme se nezminili o limitach funkci ve tvaru

i g(z)
dm @)

kde ptredpokldddme, ze existuje R(xg) takové, na kterém jsou funkce f a g definované
a f(x) > 0 pro vSechna z € R(xg). S vyuzitim vzorecku

CLb — eblna
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a Pozndmky muZeme snadno problém pievést na vypocet limity

lim g(z)In f(x).
T—T0
Protoze
lim Inz = —oco, limlnz=00 a lim Inz=Inzy pro zg € (0, 00),
x—0+ T—00 T—TQ

(prvni dvé limity se daji ovérit piimo z definice, tieti vyplyva ze spojitosti funkce In — coz
teprve uvidime v Poznamce [5.81]) snadno pak uré¢ime hodnotu této limity. Pfitom neurcité
vyrazy jsou praveé tyto (ovéite!):

17° 0 a o’
Piiklad 5.64 Vypoctéte
1
lim (x + €*)=
z—0

Resend. Jde o limitu funkce ve tvaru mocniny, pfitom zéklad jde k 1 a exponent nem4 limitu,
i kdyz jeho absolutni hodnota jde k co. Postupujme stejné jako v Pozndmce Podle ni
muzeme upravit

1 1

lim (z +e%)s = lime=
z—0 z—0

In(z+e®) _ elimwﬁg % In(z+e®)
)

kde posledni rovnost plyne z Poznamky Stac¢i tedy spocitat limitu

1
lim — In (z + €%)
=0

a pak dosadit zpét. Zde jde ovsem zcela jasné o neurc¢ity vyraz typu 0/0. Vidime, ze Citatel
jde k nule, protoze argument logaritmu jde k jednicce. To by nas opét mohlo navést k aplikaci
vzorecku z Dusledku m Pottebujeme ale v ¢itateli vyraz In(1 4+ ...). Muzeme psat

In(x+e*) =In(l+z+e"—1),
pritom xz +e* — 1 — 0 pro z — 0. Odtud plyne

In(z+e*) z+e*—1 In(l4+z+e*—1) z+e*—1

lim = lim
z—0 T r+e?*—1 20 r+er—1 T
. ox+et—1
= lim ——.
x—0 €T

Opét sice mame neurcity vyraz typu 0/0, ale zbavili jsme se logaritmu. V ¢itateli plati x — 0
a e® —1 — 0, tzn. mohla by nas napadnout vzhledem k limité z Pfikladu uprava,

T 1 z 1 T 1
limmzlim<x—l—e ):lim1+lime = 2.

z—0 T z—0 \ T z—0 x—0 xT
Vysledek tedy je e2. O
Piiklad 5.65 Vypoctéte
Cout =1
lim ,
z—0 X

kde u € R, u > 0.
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Resend. Zadani by ndm mohlo pfipominat limitu z Piikladu a to nejen vzhledem, ale
i tim, ze jde o stejny neurcity vyraz, tzn. 0/0. Pokusme se nas piiklad prevést na pouziti
vysledku z Prikladu resp. jeho zobecnéni v Dusledku S pomoci vzorce a® = bl
mame

ut = emlnu.

Plati zInu — 0 pro x — 0, takze by se jevilo mozné pouzit jiz zminénou limitu z Dusledku
m To ale mozné neni, protoze neni splnén predpoklad tohoto dusledku pro funkei f(z) =
2 Inwu. Totiz pro hodnotu u = 1 je f(z) = 0 pro viechna x € R. Rozlisme proto dva piipady:

(a) Necht u = 1. Podivame-li se na zadén{ pifkladu, vidime, Ze vysledek ziskdme okamzité:

N S | Co1-1
lim = lim
x—0 X z—0 I

=lim0=0=1Inl.
x—0

(b) Necht u > 0, u # 1. Pak podle Dusledku muZeme psat

ut =1 exlnu_l Inu ezlnu_l
z—0 x—0 T Inu 2—=0 zlnu

Pro oba piipady muzeme jednotné napsat vysledek

Cout—1
lim
x—0 X

=Inu.

Piiklad 5.66 Vypoctéte

. (ux +® +wx>ﬂlﬂ
lim ( —— |
x—0 3

kde u, v, w € (0,00).

Resend. Jde o vyraz typu 1¥°°. Inspirovani fesenim Piikladu upravime

N N N . 11 u® + v® + w*
P im—-In————
lim —u tuvtw —erz—02 3 ,
x—0 3
tedy stac¢i urcit limitu
In u®+vr4w”®
lim 3
z—0 xT

Jde o vyraz typu 0/0 a opét vidime, ze argument logaritmu jde k jedni¢ce — pouzijeme
vzoretek z Dusledku [5.58 Plati

x X xT x xZ xT x xT xT x €T x
) In % +v3+w U +v3+w -1 ) In (1 4 U +v3+w o 1) (% +’u3+w -1
b — =T Jn, whwt x
. u® + % +wt —3 11, u® + vt 4+ wt -3
= 11m = — l1m .
z—0 3x 3 z—0 T

Posledni vyraz je opét 0/0. A to proto, ze u” + v* + w* — 3. Mohla by nds napadnout tato
Uprava
u + o'+ wt -3 =u"—-1+0" - 1+w" —1,



180 KAPITOLA 5. LIMITA A SPOJITOST FUNKCE

tzn. nds vypocet by pokracovat takto

U+t 4wt -3 1. (ux—l vt —1 wx—1>
lim = + + )
X

1
5 —0 T 3 2—0

Vzhledem k vysledku Piikladu je nas vysledek roven

1 1
g(lnu—l-lnv +Inw) = glnuvw.

5.4 Zakladni vlastnosti funkce spojité v bodé

Podivejme se nyni co lze fict o spojitosti. V této sekci budeme vyuzivat poznatku z predchozi
casti.

Véta 5.67 (spojitost v bodé a ohrani¢enost). Je-li funkce f : R — R spojitd v bodé xq, pak
existuje U(xo) tak, Ze f je na U(xo) ohranicend.

Diikaz. Ze spojitosti funkce plyne, ze existuje vlastni limita funkce f v xg. Pak podle Véty
5.25|(a) existuje R:(xp), na kterém je f ohrani¢end. Ziejmé je f ohranicend i na U.(xp). O

Véta 5.68. Necht f : R — R je spojitd v bodé zg € R. Jestlize f(xg) > 0, pak existuje
U(zo) takové, Ze

Vo € U(xo) : flz) > f(;O) > 0.
Podobne, je-li f(xo) <0, pak existuje U(xo) takové, Ze
Ve € U(xo) @ fz) < f(;vo) < 0.

Diikaz. Protoze limy_sz, f(x) = f(xo) € R, f(xo) > 0, pak podle Véty existuje Re (o)
tak, ze pro vSechna = € R.(x¢) plati

f(z) >

Ziejmé tyto nerovnosti plati i pro vsechna x € Ue (). O

Cviceni 5.69 Dokazte obecnéjsi tvrzeni: Jsou-li f,g: R — R spojité v z¢ a f(z9) < g(xo),
pak existuje U(xzg) takové, ze pro vsechna x € U(xg) plati f(x) < g(z).

Véta 5.70 (Heineova o spojitosti). Nechf f : R — R je definovand na néjakém U(xg).
Funkce f je v bodé zo spojitd prdvé tehdy, kdyz pro kaZdou posloupnost cisel {xn}oo | z
U(xo) takovou, Ze lim x, = xg plati lim f(x,) = f(xo).

n—oo n—oo
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Diikaz. (=): Necht f je spojitd v zg a {z, },o je takovd, ze lim z,, = x¢. Zvolme libovolné
n—oo

U:(f(z0)). K nému podle spojitosti f v g existuje Us(zo) tak, ze f(Us(xo)) C U(f(z0))-
K tomuto Us(xg) existuje ng € N tak, ze

VneN, n>ng: x, €Us(xg).
Tedy pro vSechna n > ng plati

flan) € f(Us(xo)) C U(f (w0))-

Dokéazali jsme tedy prvni implikaci.
(<): (sporem) Necht x, — ¢ implikuje f(z,) — f(xo) pro n — oo a piedpoklddejme, Ze
f neni v x( spojitd, tzn.

Jeo >0V >0 R, [z —zo| < A |f(z)— f(zo)] > 0.

To znamend, ze k jakkoliv malému 6 > 0 jsme schopni najit takové z, ze |z — zo| < ¢
a |f(z) — f(wo)| > 0. Volme postupné § = 1,1,%,... a dostévame posloupnost {z,}o>,
takovou, ze

VneN: z, ¢ U%(xo) A | f(xn) — fzo)| > €o.

Podle Cviéeniw pak lim z, = xg a zdroven lim f(zy) # f(zo), coz je zddany spor. O
n—00 n—00
Poznamka 5.71
(a) Z Vety mimo jiné plyne, ze funkce [ je v bodé g nespojitd pravé tehdy, kdyz

existuje posloupnost bodu {x,} 2, takovd, ze lim z, = x¢ a pfitom lm f(z,) #
n—o00 n—00

f(zo) (nebo tato limita vibec neexistuje).
(b) D4 se vyslovit a dokézat stejné i verze Véty pro spojitost zprava/zleva. Jen je

potieba vymeénit okoli bodu xy za pravé/levé okoli tohoto bodu.

Véta 5.72. Necht f,g: R — R jsou spojité v xg. Pak jsou v xg spojité funkce

Ifl, f+9, f—9, f-g

Je-li navic g(xg) # 0, pak je spojitd v xq i funkce 5.

Driikaz. Tato véta je vlastné piimym dusledkem Véty [5.43] O
Piiklad 5.73

(1) Polynom je funkce spojitd v kazdém bodé. Racionélni funkce R = 5 je spojitd
v kazdém bodé svého defini¢ntho oboru (tzn. v kazdém bodé, ktery neni kofenem
polynomu Q).

(2) Funkce sin, cos, tg, cotg jsou spojité funkce ve viech bodech svych definiénich oboru.

(3) Funkce mocninné, exponencidlni i logaritmické jsou spojité ve vsech bodech svych
defini¢nich oboru.
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Véta 5.74. Necht f je spojitd v zo, g je spojitd v f(xg). Pak go f je spojitd v xy.

Drikaz. Staci aplikovat Vétu pro L1 = f(x¢), pficemz je splnéna podminka (II) této
véty. Pak
lim (g o f)(z) = g(f(x0)),

T—T0

tedy g o f je v xp spojita. O

5.5 Kilasifikace bodu nespojitosti

Jak uz vime, funkce je v daném bodé spojita, pokud ma v tomto bodé vlastni limitu, ktera
je navic rovna funkéni hodnoté v tomto bodé. Pokud tomu tak neni, fikdme, ze funkce je
nespojita — pritom rozlisujeme tfi typy nespojitosti.

Definice 5.75 Nechf f: R — R, 29 € R. Rekneme, ze f mé v bodé z

(i) odstranitelnou mespojitost, jestlize existuje vlastni lim,_,,, f(x) a pfitom bud

(a) zo &€ D(f), nebo
(b) o € D(f) a zaroven lim,_,,, f(z) # f(zo0),

(ii) nespojitost prunitho druhu (typu ,skok®), jestlize existuji vlastni ale ruzné limity

limx%xof f(l‘) a limx%xg«k f(l‘),

(iii) nespojitost druhého druhu, jestlize jedna z jednostrannych limit funkce f v bodé zg
neexistuje nebo je nevlastni.

Priklad 5.76 (a) Funkce

je spojita v kazdém bodé az na 0, kde neni definovana. Pfitom v bodé 0 méa odstrani-
telnou nespojitost, protoze

lim f(z) =1€R.

z—0

(b) Funkce

sinz

SBE - pro x # 0,
glx) =4 °

0 proz =0

je opét spojitda ve vSech bodech, az na 0. Je sice v bodé 0 definovand, ale plati

lim g(z) =0 # 1 = ¢(0).

z—0
Funkce g ma v bodé 0 také odstranitelnou nespojitost.

(c¢) Funkce sgn je spojita ve viech bodech az na bod 0, protoze neexistuje limita v bodé
0. Existuji ale obé jednostranné limity, které jsou vlastni:

lim sgnx =1, lim sgnz = —1.
z—0+ z—0—

Proto ma funkce sgn v bodé 0 nespojitost prvniho druhu.
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(d) Funkce

1
k(z)=sin—, z€R
x

je opét spojitd v kazdém bodé, az na bod 0. Dokonce neexistuje ani jedna z jedno-
strannych limit funkce k& v bodé 0 (proc¢?). Funkce £ ma tedy v bodé 0 nespojitost
druhého druhu.

(e) Funkce cotg je spojitd ve vsech bodech az na body xg = km, kde k € Z. Protoze

lim cotgz = oo, lim cotgx = —o0,
r—km+ r—kT—

funkce mé v téchto bodech nespojitost druhého druhu.

5.6 Funkce spojité na intervalu

Definice 5.77 Rekneme, ze f : R — R je spojitd na intervalu I C D(f), jestlize
VielIVeeR, e>0eR, §>0Ve el |lz—2'| <6 : |f(z)— f(a)] <e.
Poznamka 5.78 Funkce je tedy spojitd na daném intervalu pravé tehdy, kdyz je spojita
v kazdém vnitinim bodé intervalu I a spojita z ptislusné strany v krajnich bodech intervalu

I, které do néj patii (tzn. zprava v levém koncovém bodé intervalu I nebo zleva v pravém
koncovém bodé intervalu I'). Dukazy spojitosti na intervalu se nékdy budou vést takto:

(i) Zvoli se bod z intervalu I, ktery neni pravy koncovy bod tohoto intervalu a dokaze
se, ze funkce f je v ném spojita zprava.

(ii) Zvoli se bod z intervalu I, ktery neni levy koncovy bod tohoto intervalu a dokaze se,
ze funkce f je v ném spojita zleva.

(iii) Z Vety pak plyne, ze funkce je v kazdém vnitinim bodé intervalu I spojita.

Véta 5.79. Necht f : R — R je ryze monoténni funkce na intervalu I C R a f(I) je
interval. Pak f je na I spojitd.

Diikaz. Necht f : R — R je rostouci na intervalu I C R. Ditkaz provedeme zpisobem, ktery
je popsan v Poznamce Necht xg € I neni pravy koncovy bod intervalu I. Dokazme, Ze
f je v zg spojitd zprava. Mame tedy dokazat, ze

VeeR, e>030€R, §>0Vz €U (x) : f(x) €Uf(0)).

Zvolme ¢ > 0 libovolné. Protoze xg neni pravy krajni bod intervalu I, existuje z; € [
takovy, ze xg < x1. Z monotonie pak plyne, ze

Vo € (zo,x1) : f(zo) < f(z) < f(z1). (5.8)

Mohou nastat dva pfipady: (a) f(zo) + € > f(z1) nebo (b) f(xo) + ¢ < f(z1).
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ad (a): Pak pro viechna z € (zo, 1) = R}, _,, (x0) plati

f(xo) —e < flwo) < f(x) < f(21) < f(z0) +,

tzn. pro viechna z € R _, (o) plati f(z) € U-(f(x0)).
ad (b): Protoze f(I) je interval, f(xo), f(z1) € f(I), pak také f(zo) +¢ € f(I). Odtud a
z faktu, ze f je rostouci na I plyne, Ze existuje xo € (xg,x1) takové, ze f(x2) = f(xo) + €.

Z (5.8]) plyne, ze pro vsechna x € (z9,x2) = R;;_xo (zo) plati
fzo) —e < fwo) < f(z) < flx2) = flxo) + &,

tzn pro viechna x € R, _, (xo) plati f(z) € U:(f(xo)). Ditkaz spojitosti zleva pro kazdy

To2—x0
bod ruzny od levého krajniho bodu intervalu se provede podobné. O

Poznamka 5.80 Pro uplnost je tieba dodat, ze tvrzeni Véty by platilo i kdybychom
predpoklad ryzi monotonie ve vété zeslabili na monotonii. Dikaz takového tvrzeni je o néco
delsi a navic nam v dal$im ryzi monoténnost bude zcela stacit.

Poznamka 5.81 Z Véty [5.79 a vlastnost{ nékterych elementdrnich funke{ plyne:

1) jellia € R, a >0, a# 1, pak log, = je spojita na (0, c0),

(1)

(2) je-li ¢ € R, pak z¢ je spojitd na (0, 00),

(3) arcsin, arccos jsou spojité na intervalu [—1, 1],
(4)

4) arctg, arccotg jsou spojité na intervalu R.

Véta 5.82. Necht f: R — R je spojitd na intervalu [a,b] (a,b € R, a < b). Pak
(a) f je ohraniéend na |a,b] (1. Weierstrassova véta),

(b) f nabyvd na [a,b] své nejmensi a nejvétsi hodnoty, tj. existuji o, 5 € [a,b] tak, Ze

fla) =max{f(z) ; z € [a,b]}, f(B)=min{f(z) ; z € [a,b]}.

Dukaz. ad (a): Dukaz provedeme sporem, tzn. predpoklddejme, ze funkce f je spojitd na
[a,b] a neni na [a, b] ohrani¢end, tzn.

VK € R 3z € [a,b] : |f(x)] > K,

tedy postupné pro K nabyvajici hodnot 1, 2, 3, ... existuji z1, 2, x3, ... z intervalu [a, ]
tak, ze
|f(zn)| > n pro vsechna n € N. (5.9)

Dostali jsme posloupnost {z,,},-, bodu z intervalu [a,b] tak, ze plati (5.9). Protoze [a, ]
je ohraniceny, je i posloupnost {z,} - ; ohrani¢end a podle Bolzanovy—Weierstrassovy véty
(Véta existuje z ni vybrand posloupnost {zy, }, -, kterd je konvergentni — oznac¢me
jeji limitu pismenem ¢, tzn. ¢ € [a,b]. Protoze f je spojitd na [a,b] a tedy i v ¢ (popf. jen

jednostranné, je-li ¢ = a nebo ¢ = b), pak podle Heineovy véty (Véta|s.70) je

Jim f(z,) = f(c)
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a tedy
Tim |f(zx,)| = |f(e)] < o0, (5.10)

Naopak, podle (5.9) plati

|f(zg,)| > kn >n — 0o, pron — oo,

neboli ILm |f(zk, )| = oo, coz je ve sporu s ((5.10]).
ad (b): Podle ¢ésti (a) je funkce ohranicend, tedy sup f([a,b]), inf f([a,b]) € R. Dokazme,
Ze existuje max f([a,b]). Oznacme

G = sup f([a,b]) = sup{f(z) ; = € [a, b]}.

Stac¢i tedy ukazat, ze G € f([a,b]). Podle Cviceni existuje posloupnost {y,},-, Cisel
z f([a,b]) takovd, ze lim y, = G. Podle definice mnoziny f([a,b]) existuje posloupnost
n—0o0

{zn},2, bodu z [a,b] takovd, ze f(z,) = yn pro n € N, tzn.

lim f(z,) =G.

n—o0

Protoze [a, b] je ohrani¢eny interval, je i posloupnost {z,, },- ; ohrani¢ena a podle Bolzanovy—

Weierstrassovy véty (Véta existuje z ni vybrand posloupnost {zy, } -, kterd je kon-
vergentni — ozna¢me jeji limitu pismenem d, tzn. d € [a,b]. Protoze f je spojitd na [a, b]
a tedy i v d (popf. jen jednostranné, je-li d = a nebo d = b), pak podle Heineovy véty (Véta
j

lim f(zy,) = f(d).

n—oo

[e.9]

Protoze { f(zr, )} -, je vybrana z konvergentni posloupnosti { f(zy)} -, mé stejnou limitu,

tzn. f(d) = G, z ¢ehoz plyne, ze
G € f([a,0]).

To dokazuje, Ze mnozina f([a,b]) mé nejvétsi prvek a ten je roven f(d). O

Poznamka 5.83 Predpoklad spojitosti funkce a uzavienosti a ohranicenosti intervalu [a, b]
je nezbytny. Uvazujme funkci

f(z)=—, x€(0,1].

Tato funkce je sice na (0, 1] spojita a interval je ohraniceny, ale funkce f ohrani¢end neni
(na kazdém pravém redukovaném okoli bodu 0).

Poznamka 5.84 Spojitost na funkce na intervalu zavisela na pravdivosti vyroku
VeelIVeeRe>0I€eR >0V €l |z —2a'|<d: |f(z)— f(a)] <e.

Zde evidentné volba § zavisi na volbé € i x € I. Co se stane, kdyz bude volba § nezavisla
na x? Dostavame novy pojem spojitosti.

Definice 5.85 Funkce f se nazyva stejnomérné spojitd na intervalu I C D(f), jestlize

VeeR,e>03WeR,6>0Ve, 2’ €l,|lz—2'|<d: |f(z)— f(2')] <e.
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Poznamka 5.86 (Geometricky vyznam stejnomérné spojitosti) Stejnomérnou spojitost
funkce muzeme otestovat pomoci jejiho grafu nasledujicim zptisobem. Funkce f : R — R je
stejnomérné spojita na intervalu I C R pravé tehdy, kdyz pro kazdé € € R, € > 0 existuje
0 € R, § > 0 tak, ze graf f nesmi protnout soucasné horni i dolni zakladnu obdélniku o sifce
d a vysce € pii jakémkoliv jeho umisténi (jeho strany jsou rovnobézné s osami x, y).

Piiklad 5.87 Dokazte, ze
(1) funkce sin je stejnomérné spojitd na R,
(2) funkece f(z) = 1 nenf na (0, 1] stejnomérné spojit4.
Regent. ad (1): Zvolme £ > 0 libovolné. Aby sin byla stejnomérné spojitd na R, je tieba
nalézt § > 0 tak, aby pro kazdé dve éisla x, 2’ € I takové, ze |z — 2/| < § platilo
|sinz —sina’| < e.

To ale plyne z nerovnosti
|sinz —sina’| < |z — 2/,

platici pro viechna z,2’ € R, tzn. staci zvolit 0 < § < e.
ad (2): Mame dokazat, ze

1 1
JeeRe>0VS€R,§>03z,2" €l |z —2'|<§ : ‘—, >e
T T
Oznatime-li x,, = 1, 2/, = 5-, pak
‘ AL 2-1/_ 1 _1
Tn—Th|=|———|= =— <=
oo n 2n 2n 2n n
a pritom
1 1
— ——|=n—-2n|=n2>1
Tn .

pro viechna n € N. Staci tedy vzit e = 1 a pak pro vSechna § € R, § > 0 existuje (podle
Archimedova axiomu) n € N tak, ze 6 > % A k tomuto pfirozenému ¢&islu existuje dvojice
T, z), € (0,1] tak, ze |z, — 2| <1/n<d a

>1l=e. O

Véta 5.88 (Heineova—Cantorova). Necht f : R — R je spojitd na [a,b] (a,b € R, a < b).
Pak f je na [a,b] stejnomérné spojitd.

Diikaz. (sporem) Predpoklddejme, Ze f je spojitd na [a,b], ale neni na tomto intervalu
stejnomérné spojita. To znamend, ze

Jep €R, e>0V5€R, § >0 3x,2" €[ab], [z —2'| <0 : |f(x)— f(a)] > eo.



5.6. FUNKCE SPOJITE NA INTERVALU 187

Postupnou volbou 6 = 1,%, %,..

z intervalu [a, b] takové, ze

. dostdvame dvé posloupnosti {xy,}oo; a {z,},—, ¢isel

o=l < A )~ S| 2 e

pro véechna n € N. Z Bolzanovy—Weierstrassovy véty plyne, Ze z posloupnosti {z,} - 1ze
vybrat konvergentni podposloupnost {xy, },-,, pfitom zase podle Véty plati, Ze tato
limita lezi v intervalu [a, b], tzn. lim,_ z, = « € [a, b]. Pak pro vSechna n € N plati

1
Og]a:;n—a]S|m§€n—xkn\+]azkn—a|<k—+]azkn—a|%0 pro n — oo.
n

Tedy z véty o tfech limitach také lim, . ), = a. Ze spojitosti a Heineovy véty (Véta[5.70)
plyne, ze
lim f(zp,) = lim f(x%n) = f(a).
n—o0

n—oo

Pak pro vSechna n € N plati
co < [f(zk,) = f(@p,)] < [ f(@k,) — fl@) + [f(e) = f(ak,)] = 0 pron — oo,
coz je spor s tim, ze g9 > 0. O
Véta 5.89 (1. Bolzanova). Necht f : R — R je spojitd na [a,b], f(a)- f(b) < 0. Pak existuje
c € (a,b) tak, zZe f(c) = 0.
Dikaz. Pro urcitost predpokladejme, ze f(a) < 0 < f(b). Polozme
M ={x € [a,b] ; f(z) <0}

Ziejmé a € M, tzn. M # 0 a M C [a,b], tzn. M je ohrani¢end shora. Odtud plyne, ze

sup M € R; ozna¢ime-li ho pismenem c¢, zfejmé ¢ € [a, b]. Dokdzeme, ze f(c) = 0. Existuje

posloupnost {xy, }>2 | ¢sel z mnoziny M (tzn. x, < c¢) tak, ze lim z,, = ¢ (viz Cviceni|3.50)).
—r OO

Protoze je f v bodé ¢ spojitd, pak podle Heineovy véty (Véta|5.70) plati le flzn) = f(e),

a podle Véty plati f(c) < 0. Dokazme rovnost f(c) = 0 — sporem. Necht f(c) < 0. Pak
¢ < b. A ze spojitosti f v bodé ¢ a z Véty (vlastné z modifikace této véty pro spojitost
zprava) plyne existence Ry (¢) = (c,c+ §) tak, ze

f(z) <0, pro viechna = € R{ (c).

To znamend, ze (¢,c+ 0) C M, coz je ve sporu s faktem ¢ = sup M. Opravdu tedy plati

f(e) =0. O
Poznamka 5.90

e Piedchozi véta predstavuje tzv. postacujici podminku pro existenci feSeni rovnice

f(z)=0.

Kdybychom navic pfidali podminku ryz{ monotonie funkce f, feseni rovnice f(z) =0
by bylo jediné.
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e 7 Bolzanovy véty také plyne, ze pokud funkce je na néjakém intervalu nenulova a spo-
jitd, pak tato funkce ma na celém intervalu bud’ vSechny funkéni hodnoty kladné nebo
vSechny jsou zdporné, fikame, ze ,funkce neméni na intervalu znaménko*. Toho se
Casto pouziva na stiedni skole pfi feSeni nerovnic. Uvazujme nerovnici

(z—2)(z+3) <0.

Nejprve se vyiesi prislusné rovnice. Kofeny této rovnice rozdéli mnozinu vSech redlnych
¢isel na intervaly; v tomto pfipadé to jsou: (—oo, —3), (—3,2), (2, 00). Pak se znaménko
levé strany nerovnice na jednotlivych intervalech ur¢i podle dosazeni jediné hodnoty
z toho kterého intervalu.

Véta 5.91 (2. Bolzanova). Nechf f: R — R je spojitd na intervalu I C R; x1,29 € I, 71 #
xg jsou takové, Ze f(x1) < f(x2). Pak ke kaZdému a € R pro které plati f(x1) < a < f(x3)
existuje ¢ leZici v (otevieném) intervalu s krajnimi body x1,xo tak, Ze

fle) =a.

Diikaz. Bez tjmy na obecnosti predpokladejme, ze x1 < x2 a f(x1) < f(z2). Definujme
pomocnou funkci
g@) = f@)—a, zel
Pak je funkce g spojitd na intervalu [z, x2] a
g(1) = f(z1) —a <0 a g(z2) = f(z2) —a >0,

takze ¢ splnuje predpoklady 1. Bolzanovy véty (Véta [5.89) na intervalu [z1,z3]. Podle ni
existuje ¢ € (z1, z2) tak, ze g(c) =0, tzn. f(c¢) —a = 0. O

Dausledek 5.92. Je-li f: R — R spojitd na intervalu I C R, pak f(I) je také interval.

Véta 5.93. Necht f: R — R je spojitd a ryze monoténni na intervalu I € R, D(f) = I.
Pak =1 je spojitd na intervalu f(I).

Diikaz. 7 ryzi monotonie plyne existence inverzni funkce. Pak ale i f~! je ryze monoténni.
Podle Diisledku|5.92je f(I) interval. Tedy f~! zobrazuje interval f(I) na interval f~1(f(I)) =
1. Pak podle Véty je f~1 spojitd na f(I). O

Lemma 5.94. Je-li f : R — R spojitd a ryze monoténni na otevieném intervalu (a,b),
a,b e R*, a <b, pak f((a,b)) = (¢,d) (tedy obraz je rovnéz otevieny interval) a plati
(a) je-li f rostouci na (a,b), pak

c= lim f(x) a d= lglle_f(x),

r—a+

(b) je-li f klesajici na (a,b), pak

c= lim f(x) a d= lim f(z).

r—b— r—a+
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Dikaz. Predpoklddejme pro urcitost, ze f je rostouci na (a,b). Z Dusledku m plyne, ze
f((a,b)) je interval. Podle Véty a plati

c= lim f(z)=1inf f((a,b)) <sup f((a,b)) = xhj& f(z)=d. (5.11)

T—a+

Kdyby ¢ € f((a,b), pak by existovalo z¢ € (a,b) tak, ze ¢ = f(xp). Vezmeme-li oviem
x1 € (a,x0), pak f(x1) < f(zo) = ¢, coz je ve sporu s tim, ze ¢ je infimum f((a,b)). Tedy
¢ f((a,b)). Podobné d & f((a,b)). Odtud okamzité plyne, ze

f((a;0)) (¢, d).

Plati i opa¢nd inkluze. Zvolme y € (c,d) libovolné. Pak podle (5.11)) existuje yo € f((a,b))
takovy, ze ¢ < yp < y, a také existuje y1 € f((a,b)) takovy, ze y1 < y < d. Z faktu, ze
f((a,b)) je interval plyne, ze y € f((a,b)). Tim je dokdzana i inkluze

(c,d) C f((a,b)).
Dohromady plati f((a,b)) = (¢, d). O

Véta 5.95. Necht f: R — R, z9, L € R*.

(a) Je-li f rostouci (resp. klesagici) a spojitda na néjakém Rgg (x0) alimy_yzo4 f(x) = L,
pak
lim f(y) = . lim 7 (y) = 20).
Mo ) — e (s T ) — a)
(b) Je-li f rostouct (resp. klesajict) a spojitd na néjakém Ry (x0) a limyz,— f(z) = L,
pak
lm f'(y) = . lim 7 (y) = 20).
MmN = (e T ) = )
(c) Je-li f ryze monotdnni na Rs,(xo), je spojitd na R;{J (z0) a Ry, (z0), limy—z, f(z) = L,
pak

lim f~(y) = xo.
y—L

Diikaz. ad (a): Protoze R;{) (x0) je otevieny interval, podle Lemmatu je f(R;{O (x0)) =
(L,dp), kde dg > L. Tedy f~! je definovdna na néjakém pravém redukovaném okoli bodu
L. Dokazme, 7e limita funkce f~! v bodé L zprava je rovna xg, tzn. mame dokazat, ze

VUs(xzo) IR (L) Yy € RI(L) = fH(y) € Us(zo).

Zvolme tedy Us(xo) libovolné. Pak podle Lemmatu m plat{ f(R;(acg)) = (L,d), kde
d > L. Pak existuje R} (L) takové, ze

RI(L) C (L, d).

Zvolme y € RY (L) libovolné. Pak také y € f(R{ (20)), tedy existuje z € R (z0) takové, ze
y = f(z). Tim je tedy dokézéano, ze

FH ) == € Rf (wo) C Us(xo).
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ad (b): Tvrzeni se dokdze podobné jako (a).
ad (c): Podle (a) a (b) mame

li -1 _ — 1
Jim f7y) =20 = Tim f7(y),

tedy s vyuzitim Véty je dukaz hotov. O

Definice 5.96 Funkce f: R — R se nazyvéa darbouxovska na intervalu I C D(f), jestlize

ma tuto vlastnost:
Pro kazdé x1,x9 € I, 1 # x2, f(x1) < f(z2) a kazdé v € (f(x1), f(z2)) existuje & lezici
mezi x1,x2 tak, ze f(§) = 7.

Poznamka 5.97
(a) Véta iikd, ze kazda spojita funkce na daném intervalu je na ném darbouxovska.

(b) Darbouxovské funkce nemusi byt spojitd, viz dale funkci f z Piikladu

(¢) Funkce sgnz neni darbouxovska.



Kapitola 6

Derivace funkce

Jednim z hlavnich duvodu, proc se zabyvat limitou funkce, bylo vytvofeni matematického
aparatu umoznujictho zavést pojem derivace funkce.
Uloha 6.1 (o okamzité rychlosti) Uvazujme hmotny bod, ktery se pohybuje po piimce.
Jeho pohyb je popsan funkci

x it x(t),
jejiz funkéni hodnota x(t) € R charakterizuje umistén{ hmotného bodu na pifmce v ¢asovém
okamziku ¢ € R (¢ od anglického time) — viz Obrazek

Emm—

| ° °
i L

0 z(to)  x(to+AOt) R
Obréazek 6.1: Hmotny bod na piimce.

Zajima nds, cemu se rovnd okamzita rychlost hmotného bodu v néjakém c¢asovém oka-
mziku ¢y € R.

Reseni. Uvazujme kladné (malé) redlné cislo At. Pak snadno lze vypocitat priimérnou
rychlost hmotného bodu v ¢asovém intervalu [tg, tg + At], coz je podil
z(to + At) — x(to)
At )
Ten se da chapat jako pribliznd hodnota okamzité rychlosti hmotného bodu v ¢ase tg, pritom
¢im je At mensi, tim je hodnota podilu blizsi okamzité rychlosti v ¢ase ty. Limitu
t At) — x(t
iy Elo+ A1) — z(to)
At—0 At

(pokud existuje) lze tedy prohlasit za okamzitou rychlost hmotného bodu. Tento vysledek
se da zobecnit pro pohyb hmotného bodu v prostoru (trojrozmérném). Staci si uvédomit,
ze polohu bodu v ¢ase lze charakterizovat pomoci soutadnic (viéi néjaké vztazné soustave)
jako usporadanou trojici funkei (1,2, z3). Nasi ivahu lze aplikovat na tyto tii souradnice
zvlast a dostavame tak jednotlivé slozky vektoru rychlosti hmotného bodu v ¢ase tg, coZ je

( . x1(to + Ot) — z1(to) lim xa(to + At) — za(to) lim x3(to + At) — xg(t0)>
At—0 '

]
rre At " AL At " ALS0 At
O
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Uloha 6.2 (0 tetné) Uvazujme funkei f : R — R a g € int D(f). Naleznéte tecnu ke grafu
funkce f v bodé (xq, f(x0)).

Resend. Ukolem je najit ptimku, kterd se ,dotyka“ grafu funkce v daném bodé. Hledame
tedy rovnici ptimky
t:y=kx+q.

Stac¢i najit hodnoty parametru k, ¢ € R. ProtozZe tecna obsahuje bod (g, f(z¢)), dosazenim
tohoto bodu do rovnice piimky dostavame

q = f(xo) — kxo.

Zbyva tedy urcit hodnotu parametru k — tzv. smérnici pfimky. Ta totiz udava, jaky ma
primka ,sklon“, presné receno:
k=tga,

kde o € (—%, g) je orientovany thel, ktery svird piimka s kladnou poloosou = (a = 0,
je-li pfimka rovnobéznd s osou x) — viz Obrazek K jednoznaé¢nému urceni piimky
potfebujeme mit dva body. Kde ale vzit druhy bod, kdyz ze zadéni spiS plyne, ze by méla
tecna prochdazet jen jednim bodem grafu funkce? Hlavni myslenka feseni tohoto zapeklitého
problému spociva v tom, ze za druhy bod si vezmeme bod grafu (z, f(z)) kde z € D(f),
T # x¢ a vySetfime co se déje pro x — x¢. Uvazujme pomocnou primku p prochazejici body
(xo, f(z0)) a (z, f(x)). Jeji smérnice je pak rovna podilu

by L) = o)

r — X

V8echno zavisi na predpokladu, ze ¢im blizsi je x k ¢islu xg, tim blizsi je l%(x) ke smérnici
tecny — viz Obréazek A nyni pfichdzi na scénu pojem limity funkce. Diky nému lze nasi

y f
P
f(z) t
f (:BL) a
—
% (S S

Obréazek 6.2: Hledani smérnice tecny: graf funkce f, te¢na ¢ a pomocnd piimka p.

uvahu presné vyjadrit rovnosti

k= lim k(z) = lim M.
T—TQ T—TQ €T — 3;'0

Piseme-li misto « vyraz xg + h, kde h — 0, pak limitu lze napsat také ve tvaru

lim f(zo+h) — f(l”o)'
h—0 h
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Obréazek 6.3: Teéna ke grafu funkce 22 v bodé (1,1).

Piiklad 6.3 Naleznéte tecnu ke grafu funkce f(z) = 22, x € R v bodé zg = 1.

Regend. Staci urcit koeficienty k,q € R rovnice tecny tak, jak bylo ukédzdno v Feseni
Ulohy Dostédvame

2 2
-1 Dz —1
k= lim 2 i EEDE=D
z—1 x—1 z—1 r—1 z—1

g=1-2-1=—1.

Hledand te¢na md rovnici

y=2zx-1,

viz Obrazek O

Definice 6.4 Necht f : R — R je definovana na néjakém U (zg). Rekneme, ze funkce f m4
derivaci v bodé xg, jestlize existuje
f(z) — f (o)

lim 2 00 eboli lim
T—T0 T — X h—0

f(zo+h) = f(zo)
h

Tuto limitu nazyvéame derivaci funkce f v bodé xy a znacime ji f'(zg), %(ZL‘O), <%(l‘)) ,
a=xo

(f(@))|2=ao- Je-li f'(x0) € R mluvime o vlastni derivaci, je-li f'(x¢) rovno oo nebo —oo
mluvime o nevlastni derivaci. Podil %ﬁ(&xo)’ resp. M se nazyva diferencéni podil;
f(z) = f(zo), resp. f(zo+h) — f(zo) se nazyva priristek funkce f; x — o resp. h se nazyva

prirustek nezavisle proménné.
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Definice 6.5 Nechf f : R — R je definovéna na néjakém Ut (xq) (resp. U™ (xg)). Rekneme,
ze funkce f ma v bodé z( derivaci zprava (resp. zleva), jestlize existuje

LGS R RN S 5]

r—=x0+ T — Zo T—=To— T —Xo

Tuto limitu nazyvédme derivaci funkce f v bodé zy zprava (resp. zleva) znacime f! (xo)

(vesp. fL(z0)).
Poznamka 6.6 Lze také psat
f(@o + h) — f(z0)

B) —
Potan) = g, FEEEED g o) gy TSR

Véta 6.7.
(i) Funkce md v daném bodé nejvyse jednu derivaci.

(ii) Funkce f md v xg derivaci pravé tehdy, kdyz md derivaci zleva a derivaci zprava, které
jsou si rovny. Existuje-li f'(xo), pak plati

f(@o) = fi(z0) = fL(x0).

Duikaz. Tvrzeni je dusledkem jednoznacnosti limity funkce a vztahu mezi limitou a jedno-
strannymi limitami. O

Piiklad 6.8 Vypoctéte f/(xg), kde
(a) f(z)=2% z0 €R,
(b) f(x)=sgnx, z0 =0,

(c) f(z)=|z[, zo = 0.
Resent.

(a) Snadno vidime, ze

o) = Ji, T = ) =22
(b) Plati
0 = g B = g 2=
sgnx — sgn0 1
10 = lig =g = iy =

z ¢ehoz plyne, ze f'(0) existuje a je rovna oo.
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(c) Ziejme
/ lz[ =10 _ . o1
HO =l e T e T
/ [z =0 oo
- (0) - 11%07 z—0 zli()f r xli%lf 1=-1,
z ¢ehoz plyne, ze f’(0) neexistuje. O

Véta 6.9. Ma-li funkce v bodé vlastni derivaci, je v ném spojitd.

Diikaz. Necht f : R — R md v bodé zy vlastn{ derivaci f’(zg). Chceme dokdzat, ze
limg_yq, f(z) = f(zo). Plati

lim (f(z) — f(a0)) = lim L) =S 120)

T—T0 T—T0 T — X

(x —m9) = f'(20) - 0= 0.

Tim je véta dokdzdna (vSimnéme si jak dulezity byl predpoklad, ze derivace je vlastni — v
opatném piipadé by predposledni vyraz byl neurcity!). O

Poznamka 6.10
(i) Obrécens implikace k implikaci ve Vété [6.9) neplati — viz Piiklad [6.8](c).
(ii) Véta bez predpokladu vlastni derivace neplati — viz Piiklad [6.8|(b).
(iii) Existuji funkce, které maji v daném bodé nevlastni derivaci a pfitom jsou spojité,

napf. /z (kterou lze definovat na celém R) v bodé zy = 0.

6.1 Vypocet derivace funkce v bodé

VVVVVV

ukol. Vzhledem k tomu, Ze budeme vétsinou potfebovat pocitat derivace elementarnich
funkci, bude ndm stacit umeét derivovat:

e nejjednodussi elementarni funkce,
e soucet, rozdil, soucin, podil funkci a
e slozenou funkci.

Derivace nékterych elementarnich funkci je tieba spocitat podle definice. Napt. derivaci
funkce x? v bodé xo jsme vypocitali v Piikladu Na ukézku si ukazme vypocet derivace
pro dalsi tfi elementarni funkce. Derivace ostatnich elementarnich funkei si ¢tenadi vybaven
dovednosti pocitat limity funkei muze jako dobré cviceni provést sam.

Piiklad 6.11 Vypoctéte derivaci funkce f v bodé zq, kde
(a) f=exp,, kdeaeR,a>0,a#1,

(b) f = sin,
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(¢) f = cos.

Resend. ad (a): Podle definice staéi vypoéitat limitu

. a*t —a%o
lim —.
T—=To T — X

Plati

a® — g%o T—To __ T _
lim ——— =4a" lim ——— = a™ lim
T—=T0 T — X T—=To T — X z—0 X

kde jsme vyuzili Piikladu a vétu o limité slozené funkce.
ad (b): S vyhodou zde pouzijeme vzorce pro goniometrické funkce ze Cviceni m Plati

=a"Ina,

) , . sinz —sinxg . 2sin % cos “’”‘gﬂ
(sinx)'|z=g, = lim ——— = lim
T—TQ Tr — X T—x0 T — X
i T—X
. Sin TO T+ x
= lim cos = COS Xg.
T—x0 T—T0o 2
2
ad (c): Postupujeme podobné jako v (b). Plat{
2si T+2To o1 T—T0
, . COST — COS T . —2sin 5 sin 5
(cosx) |g=go = lim ———— = lim
T—T0 T — X0 T—T0 T — X0
. sin T 4oz )
= — lim — sin = —sin x.
T—T0 L;O 2

K pocitani derivaci dalsich elementarnich funkci vyslovime dalsi véty.

Véta 6.12. Nechf f,g: R — R maji vlastni derivaci v xg € R, ¢ € R. Pak plati

(1) funkce c- f md v xo vlastni derivaci a plati
(cf)(wo) = cf'(w0),
(2) f+g, g majivxg vlastni derivaci a plati
(f £9)(x0) = f'(x0) £ (x0), (f-9) (x0) = f'(z0)g(x0) + f(20)g (20),
(8) pokud g(xg) # 0, pak 5 md vlastni derivaci v bodé xy a plati

Y _ f(xo)g(xo) — f(x0)g (20)
(9> (z0) = g2(zo) .

Driikaz. Predpoklddejme existenci vlastnich derivaci f'(x¢), ¢'(zo).
ad (1): Plat{

(Cf)/(ﬂfo) — lim Cf(IL') _ Cf($0) — ¢ lim f(l‘) B f(l’o) _

T—TQ Tr — X T—T0 T — X0
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ad (2): Plati

(f(z) £ g(x)) = (f(20) £ g(20))

(f £9)(x0) = lim

T—TQ T — X0
— lim <f(33) — f(20) + g(x) — g($0)> _ f/(ﬂfo) :I:g’(:vg).
T—10 T — Xo T — Tp

Dale plati

(fg) (o) = lim f(x)g(x) — f(xo)g(xo)

T—TQ T — X
i S@9() — f(20)g(@) + f(20)g(x) — f(x0)g(x0)
T—x0 T —xo
= Jim <W9<x> n f<x>W)
0 T — X T —

= f'(x0)g(wo) + f(x0)g' (x0),

kde je potieba zduraznit, ze posledni rovnost plati také vzhledem ke spojitosti funkce g v
bodé z, kterd zase plyne z Véty
ad (3): Plati

(f)’ (20) = Tim {@90) = S@0)g(a)
g a=wo (T — x0)9(2)g(70)
_ L F@)glee) — F(o)glwo) + fwo)g(wo) — Flxo)g(a)
g?(zg) z—z0 T — X
1 x)— f(x r)—g(x
N
_ ['(z0)g(x0) — f(20)g' (x0)
9*(o)

kde jsme opét vyuzili spojitosti funkce g v bodé xg. O
Priklad 6.13 Vypoctéte derivaci funkce tg v bodé zy € D(tg).

Resend. Protoze funkce tangens je definovans jako podil funkef sinus a kosinus, k vypoctu
staci pouzit vysledky z Prikladu a Vétu[6.12(3). Plati totiz

, sinz )’ (sin )| p=z, cOS Ty — sin xg(cos z)’|z=z,
tg' (w0) = le=a0 =

COS T cos? g
cos® xg + sin? x 1
cos? xg cos?zg

O

Véta 6.14. (o derivaci sloZené funkce) Necht f : R — R md vlastni derivaci v xg, g : R — R
md vlastni derivaci v bodé yo = f(xo). Pak go f md v xy vlastni derivaci a plati

(9o f)(xo) = g'(f(z0)) [ (x0).
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Diikaz. Podle predpokladii a Véty plyne, ze f je spojitd v xg, g je spojita v f(xg). Déle
podle Véty je g o f spojitd. Tedy f a go f jsou definované na néjakém Us(xg), g je
definovana na U, (f(xo)). Ma tedy smysl uvazovat existenci derivace go f v bodé xo. Mame
vypocitat limitu

L glf(@) — g(f (o))

T—T0 Tr — X0

Nabizi se jednoduchy standardni trik

9(f(x)) = 9(f(z0)) _ 9(f(2)) = 9(f(x0)) f(x) — f(@0)

T — X0 f(@) = f(zo) T —Zo

8

OvSem v prvnim zlomku je problém, protoze funkce

9(f(x)) — 9(f(x0))
f(x) = f (o)

T —

nemusi byt definovand na ziddném redukovaném okoli bodu zg (staéi uvazovat konstantni
funkci f), tedy nelze uvazovat limitu této funkce v bodé zp. Uvazujme tedy dva piipady:
(a) IRs(xo) tak, ze Vx € Rs(xp) plati f(z) # f(xg) nebo naopak (b) VRs(xo) existuje
x € Rs(wo) plati f(z) = f(zo).

ad (a): Za tohoto predpokladu muzeme pouzit navrhovany trik. Ozna¢me

Gly) = 2=y € Rys(a))

pritom zfejmeé lim,_,,,) G(y) = ¢'(f(wo)). Podle Véty [5.49(T) pak lim; .., G(f(x)) =
g (f(zg)). Tedy dohromady méme

(00 fY(mn) — tim D@D =0 @0) _ o F @) fao)

T—T0 xr — X T—T0 T — o

= ¢'(f (o)) f'(x0)-

ad (b): Z tohoto predpokladu plyne, Ze existuje posloupnost {z,} -, bodu z Rs(zo) ta-
kovych ze lim x, = ¢ a pro vSechna n € N plati f(z,) = f(x0). Z Heineovy véty (Véta

n—oo

5.34) pak plyne, ze

f'(zo) = lim fl@) = Flwo) = lim flan) = flzo) = lim 0=0.

T—x0 T — X n—00 Tn — X0 n—00

Protoze ¢'(f(x0)) € R, abychom dokézali nase tvrzeni, stac¢i dokézat (g o f)'(zo) = O.
Zvolme € € R, € > 0 libovolné. Z predpokladu existence vlastni derivace ¢'(f(xg)) a Véty
5.25(a) plyne, ze existuje Ry, (f(xo0)) C Ry(f(x0)) a K € R, K > 0 tak, Ze pro vSechna
Y € Ry (f(0)) plat

‘g(y) —g(f(xo))’ <K
y — f(zo)
Déle, protoze f'(xo) = 0, existuje Rs(xo) tak, ze pro vSechna x € Rs(xo) plati
f(@) = flzo) 0‘ £
T — X0 K
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Dohromady pro vSechna z € Rs(zg) plati

gqu»—gwww>_%: 0 je-li f(2) = f(a0),
z — 2 | gl || Lol Lo | et (@) # f(ao),
<{s jeli f(w) = f(wo),
K& =¢ jeli f(z) # f(zo).
Tim je dikaz hotov. u

Véta 6.15. (o derivaci inverzni funkce) Necht funkce f : R — R je spojitd a ryze monoténni
na néjakém U(xg) a existuje vlastni nenulovd derivace f'(xg). Pak funkce f~' md vlastni
derivaci v bodé yo = f(xo) a plati

—~1 / _ 1
(f (y)) |y:y0 - f/(mo)'
Dukaz. Plati
PN R S ()R A () B T—To 1 _ 1
IO = = Jim = — —— = im0y = M o = e

T—x0

kde jsme ve druhé rovnosti pouzili vétu o limité slozené funkce (Véta [5.49) a vétu o limité
inverzni funkce (Véta [5.95]). O

Priklad 6.16 Vypoctéte derivaci funkce arcsin v bodé yo € (—1,1).
Resend. Protoze jde o funkeci inverznf k funkci sin l[=x/2,7/2], 8 vyhodou Ize vyuzit Vétu
K zadanému yq existuje jediné x¢ € (—7/2,7/2) tak, ze sinzg = yo. Pak plati

1 1

. / . =
(arcsiny)’ |y=y, = (sin@)|p—p, cOSTQ

S pomoci goniometrickych vzorcu a faktu, ze cos zg > 0 muZzeme provést tupravy

cos Ty = \/COS2 Ty = \/1 — sin? xo.

Dostavame tak
1 1

VIsita, V-4

(arcsiny)' |y—yo =

6.2 Derivace na mnoziné

Definice 6.17 (derivace funkce) Necht f : R — R, M C R je mnoZina vech bodu = €
int D(f), pro kterd existuje vlastni f’(z). Funkci definovanou predpisem

M >z f'(x)

nazyvame derivaci funkce f na mnoziné M, znac¢ime ji f’. Rikdme pak, Ze funkce f md na
mnoziné M derivaci.
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Pozndmka 6.18 Rekneme-li, 7e funkce f mé na mnoziné M derivaci f', plyne z toho, ze
f ma v kazdém bodé mnoziny M vlastni derivaci.
Piiklad 6.19 Vypoctéte derivaci funkce 2.
Resend. Vyuzijeme vysledki z Prikladu [6.8] kde jsme zjistili, Ze pro kazdé o € R plati
f,(xO) = 2$0,

ozna¢ime-li f(z) = x2. Odtud tedy plyne, ze predpis funkce f’, coz je

f(z) =2z, zeR.

Pro jednoduchost budeme déle psat jiz jen

(xQ)/ =2z, z€eR O

Cviéeni 6.20 Z definice derivace funkce v bodé, popi. z Vét [6.12] 6.14] [6.15| odvod'te
nasledujici ,,vzorce“:

1. (z%) = ax® !, 2 € D(x*71), a € R, 10. (arctgz)’ = z €R,

1
14227
2. (@) = a"lna, z € R, a € (0,00), 11, (arccotgz)’ = —

specidlné pro a = e plati (e*) = 7,

1
T2 T ER,

12. (shz) =chz, z € R,

3.(10gm) = &,z € (0,0), a €
(0,1)uU ) specidlné proa = e plati  13. (chx) =shz, z € R,
(Inz) =
14. (thz) = Ch12 , T €R,
4. (sinz) =cosz, x € R,
15. (cthz) = ———, 2 #0,
5. (cosz) = —sinz, z € R, ( ) g £ 7
_ 1
6. (tgz) = COS%’ 2 € Ditg), 16. (argshz) = g T € R,
7. (cotgx) = 2 —, x € D(cotg), 17. (argchz)' = ﬁv z € (1,00),
8. (arcsinz)’ = \/1%7, z e (—1,1), 18. (argthz) = 5, 2| < 1,
9. (arccosz) = —\/1%7, z e (—1,1), 19. (argethz) = =, [z] > 1.

Daéle z Vét vyplyva ndsledujici:
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Dusledek 6.21. Nechf f,g:R — R maji derivaci na mnoZiné M C R, ¢ € R. Pak plat{

/ ’ — Al (@
o (f(»’ﬁ)) _ f(x)g(z)g(:){)( )9’ (x)

na mnoziné M.
Necht f,g : R — R maji derivace a jejich sloZeni f o g md derivaci na mnoZiné M, pak plati

(f(g(2))) = f'(9(x))g' (), =€ M.

S pomoci Cviceni a Dusledku lze pocitat derivace elemenéarnich funkci.
Piiklad 6.22 Podle predchoziho snadno spoéitame, ze plati

(2% — 3¢” + cos 2z + zsinz — Va2 + 1)
= (2% — (3¢®)" + (cos2z)' + (zsinz) — (Va2 + 1)
1
=2z — 3(e”) + (—sin2x - 2) +sinw + rcosx — ————21
SR ) 3/ (22 +1)2
2z

=2x — 3e®” — 2sin2x +sinx + zcosT —

Piiklad 6.23 Necht funkce f a g maji derivace, f je kladna. Vypoctéte derivaci funkce
Flpe).

Resend. Funkci umocnénou na funkci muzeme opét prevést na sloZzenou funkei:

(f(x)g(x)>/ — <eg(w) lnf(w)), — e9(2) In f(z) (9(z)In f(z))

— f(x (x) () In flx [L‘ill' .
= @ (@) f(0) + gle) 55 @)

6.3 Derivace vyssich radua

Protoze derivace funkce je funkce, nic nam nebrani uvazovat jeji derivaci v bodé i na mnoziné
— mluvime pak o druhé derivaci.
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Definice 6.24 Necht f : R — R mé na n&jakém okoli bodu U(zg) derivaci f’. Jestlize

existuje limita
/ el
o @) = o)
T—TQ r — X
nazyvame ji druhou derivaci funkce f v bodé xy a znatime f”(zy) (nebo také %(CEQ)).
M4-1i funkce f druhou derivaci v kazdém bodé mnoziny M # (), pak definujeme tzv. druhou
derivaci funkce f na mnozZiné M jako

z— f'(x), zeM
a oznacujeme ji f”.

Poznamka 6.25 Z piedchozi definice tedy vidime, Ze je-li f” definovand na mnoziné M,
pak plati

"=(f"Y na M.
neboli druhé derivace je derivaci prvni derivace.

Pochopitelné ndm nic nebrani derivovat dal a definovat treti, ¢tvrtou derivaci, atd.
Ptitom, jak uvidime v dalsich kapitolach, derivace vyssich fadi budou pro nas velmi uziteéné.
Inspirovéani Definici a Pozndmkou zadefinujme derivaci n-tého rddu.

Definice 6.26 Necht n € N a f : R — R rozumime n-tou derivaci funkce f derivaci jeji
(n—1)-n{ derivace (za piedpokladu, ze existuje) a znac¢ime ji £, tzn. definujeme induktivneé

f(n) — (f(nfl))/7
kde pokldddme f©) = f.

Poznamka 6.27 Z Definice plyne, ze f(")(xq) je uréena vztahem

FO)(ag) = tim 1) = F o)

T—rXTQ r — X

Z toho také je vidét, ze z existence f(™ (z) plyne i existence viech nizsich derivaci ve vech
bodech néjakého okoli bodu zg. Navic, je-li £ (zg) € R, pak f, f/, ..., f*=D, 0 jsou v
o spojité.

Priklad 6.28 Vypoctéte ¢tvrtou derivaci funkce

f(z) = 2® —sina® + 1.

Regend. Plat{

f'(x) = 32 — 2z cos 22,

f"(z) = 62 — 2cos x? + 4a? sin 22,
" (x) = 6 + 122 sin 2 + 82° cos 2%,
FD(z) = 12sin 22 4 4822 cos 2? — 16z sin 22

pro z € R. O
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6.4 Zakladni véty diferencialniho poctu

Zacnéme Fermatovou vétou, ktera zhruba fikd, ze nabyvé-li funkce své nejvétsi/nejmensi
hodnoty v bodé ve kterém ma derivaci, tato derivace je nulova.

Véta 6.29. (Fermatova) Necht f : R — R nabyjvd v vnitrnim bodé zo definiéniho oboru
funkce f nejvétsi nebo nejmensi hodnoty. Jestlize existuje f'(xo), pak f'(xo) = 0.

Drikaz. Necht f(xg) je nejvétsi hodnota funkce f, tzn.

Ve € D(f) : fla) > f(a).
Je-li z € RT (), tzn. & > x¢, pak f(x) — f(xg) < 0, z Eehoz po vydéleni kladnym &fslem

T — xo dostavame
f(x) = f(zo) _ 0.
x — Xo o
Odtud
f(@) = f(z0)

/ .
zo) = lim —————= <0.
f+( 0) r—xo+ T — X -

Podobné pro z € R™ (o) dostavdme nerovnost

f@) = flao)
r — X0
ze které opét vyvozujeme, ze
T—T0— r — o

Z existence f'(zg) dostavame
0> fi(zo) = f'(w0) = f(2z0) >0,

tedy f'(zo) = 0. O

Véta 6.30 (Rolleova). Necht f:R — R, a,beR, a<ba
(i) f je spojitd na |a,b],
(ii) Yz € (a,b) existuje f'(x) (vlastni nebo nevlastni),
(i) f(a) = f(b).
Pak existuje & € (a,b) tak, Ze f'(£) = 0.

Diikaz. Podle Véty [5.82|b) a predpokladu (i) plati, ze f nabyva na [a,b] své nejvetsi i
nejmensi hodnoty. Mohou nastat dva pifpady: (a) min(, ;) f = max, ;) f nebo (b) miny, 4 f <

max[mb] f
ad (a): Pak f je ziejmé konstantni na [a, b], tedy f'(£) = 0 dokonce pro vsechna £ € (a,b).
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ad (b): Funkce f nemuze oba extrémy souc¢asné nabyvat v krajnich bodech intervalu [a, b].
Kdyby ano, napt. f(a) = miny,y f a f(b) = max|, ) f, pak by muselo platit f(a) < f(b), coz
by bylo ve sporu s pfedpokladem (iii). Funkce f tedy nabyvé jeden z extrému ve vnitinim
bodé intervalu (a,b), ozna¢me ho &. Protoze podle piedpokladu (ii) existuje f(£), plati
podle Fermatovy véty, ze f'(£) = 0. O

Poznamka 6.31 (geometricky vyznam Rolleovy véty) Pro graf funkce f spliujici predpoklady
Rolleovy véty plati, ze k nému v néjakém bodé (jde o bod o soufadnicich (&, f(£))) existuje
teéna rovnobé&zna s osou x — viz Obrazek 6.4

Y

Obrézek 6.4: Geometricky vyznam Rolleovy véty.

Véta 6.32 (Lagrangeova). Necht f: R — R, a,b € R, a < b a jsou splnény predpoklady
(i), (ii) z Rolleovy véty. Pak existuje £ € (a,b) tak, Ze

Diikaz. Uvazujme pomocnou funkci g : R — R definovanou jako

g9(x) = f(z) —(z), € a,b],

kde ¢ : R — R je linedrni funkce, jejiz graf je piimka obsahujici body (a, f(a)) a (b, f(b)).
Snadno zjistime jeji predpis:

Uz) = f(b)_f;(“)(x —a)+ f(a), z€R

Podle ptredpokladu (i) je f spojita na [a,b] a ¢ jakozto linedrni funkce je také spojitd. Pak
musi byt spojitd na [a,b] i funkce g. Dale pro kazdé = € (a,b) plati

ﬂ@zfﬁﬁ—w@:f@g_ﬂg_f@'

Konecné plati
g9(a) =0=g(b).
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f(a)

“a & & b

Obrazek 6.5: Geometricky vyznam Lagrangeovy véty.
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Tedy funkce g spliuje predpoklady Rolleovy véty, podle niz existuje & € (a, b) takové, ze

1) = fa)

0=9'()=f)-———

Tim je dikaz hotov.

a

Pozndmka 6.33 (geometricky vyznam Lagrangeovy véty) Pro graf funkce f splaujici
predpoklady Lagrangeovy véty plati, ze k nému v néjakém bodé (jde o bod o soutadnicich
(&, f(€))) existuje tecna rovnobéznd s piimkou obsahujici body o soufadnicich (a, f(a)) a

(b, f(b)), viz Obrazek [6.5]

Poznamka 6.34 Rovnost v tvrzeni Lagrangeovy véty budeme pouzivat zejména ve tvaru

f®) = fa) = f(€)(b—a).

Casto totiz budeme potiebovat pracovat s rozdilem funkénich hodnot funkce f a Lagrange-
ovu vétu budeme moct pouzit v pripadech, kdy budeme cosi védét o derivaci funkce f na
intervalu (a, b). Napf. budeme-li predpoklddat, ze f ma kladnou derivaci na (a, b), Lagran-
geova véta ndm d4 informaci, ze f(b) — f(a) > 0, tzn. f(b) > f(a). Nebo vime-li, ze |f’| je

omezend na (a,b) shora konstantou M, pak z Lagrangeovy véty lze odvodit, ze

[f(0) = f(a)| < M(b— a).
Véta 6.35 (Cauchyova). Nechf f,g: R —-R, a,b€R, a<ba
(i) f,g je spojité na [a,b],
(ii) Yz € (a,b) existuje f'(x) a viastni nenulovd ¢'(x).

Pak existuje € (a,b) tak, Ze

Dukaz. Rozdélme nds dukaz do dvou ¢ésti.

KRrROK 1. Nejprve dokazeme, ze g(b) — g(a) # 0. Kdyby platila rovnost, pak by g spliovala
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predpoklady Véty ze které plyne existence & € (a,b) takového, ze ¢'(§) = 0 — to je ve
sporu s nenulovosti ¢'(x) pro vSechna z € (a,b).
KROK 2. Definujeme pomocnou funkei (inspiraci bereme z dikazu Lagrangeovy véty)

=

)
Pak h je spojitd na [a,b] a pro vSechna x € (a,b) existuje

(9(z) —g(a)) — f(a).

h(a) =0 = h(b).
Z Rolleovy véty plyne existence £ € (a,b) tak, ze

0="h'(§) = (&) -

Po jednoduché upravé dostavame tvrzeni véty. O

Pozndmka 6.36 Poznamenejme, ze Rolleova véta se dé chapat jako dusledek Lagrangeovy
véty a ta zase jako dusledek Cauchyovy véty. Témto tiem vétam se fika véty o stredni
hodnoté diferencidlniho poctu.

Pomoci piredchozich vét 1ze dokazat cela fada uziteénych vét.

Véta 6.37 (o limité derivace). Necht f: R — R je spojitd zprava v bodé xo € R a md na
néjakém Rgr(ﬁo) derivaci. Jestlize existugje lim+ f'(x), pak existuje také f' (zo) a plati
T—rT0

filzo) = lim f'(z).

T—T0+

Diikaz. Nejprve uvazujme libovolné x € R; (zo). Pak f spliuje na intervalu [xg, z] predpoklady
Lagrangeovy véty, tedy podle ni existuje & = £(z) € (xg,x) C R;(xo) takové, ze

Fetay) - F@) = ).

r — X0
Timto zptsobem je definovdna funkce & : Ry (z9) — R, o které navic vime, ze

lim &(z) = xo.

T—T0+
Pak plati
/ T f(x) - f(xO) T / T /
Fe(wo) = lim == === lim f(() = lm, f(z),
kde posledni rovnost plyne z véty o limité slozené funkce. O

Poznamka 6.38

(a) Tvrzeni Véty lze Tici i pro derivaci zleva a ,oboustrannou“ derivaci.
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(b) Vétal6.37ndm umoznuje efektivné pocitat jednostranné derivace v bodech, ve kterych
funkce derivaci nemé. Napf. pro funkei f(z) = {/(z — 1)? snadno uréime jeji derivaci,
¢imz je )

f'(@) = 301 " € R\ {1}.

Bez piedeslé véty bychom museli derivace f’ (1) a f’ (1) pocitat pomoci definice, coz

neni zrovna komfortni. Nyni ale snadno muzeme spocitat, ze

fi(1) = lim =00 a f(1)= lim —— = —c0.

2
z—=14+ 3 — 1

Nésledujici vétu vyuzijeme v kapitole o primitivnich funkcich.

Véta 6.39 (Darbouxova). Derivace funkce na daném intervalu je darbouzovskd.

Dikaz. Uvazujme funkci f : R — R majici na intervalu I derivaci f’. Mame dokazat, ze
f' je darbouxovskd na I. Uvazujme libovolné a,b € I, a < b. Predpoklddejme, Ze plati
f(a) < f(b) (v opacném piipadé staci uvazovat —f). Zvolme libovolné n € (f(a), f(b)).
Chceme najit & € (a,b) tak, ze f(§) =n. Uvazujme pomocnou funkci

F(z) = f(x) —nz, proz € [a,b].

Protoze F'(x) = f'(x) — n pro = € [a,b], je funkce F spojitd na celém intervalu [a,b]. Z
Véty plyne, ze F' nabyva na tomto intervalu svého maxima i minima. Protoze F| (a) =
fi(a)—n >0, pak z varianty Véty pro jednostrannou limitu existuje R* (a) takové, ze

F(z) — F(a)

Tr—a

>0

pro viechna z € R*(a), a tedy F(a) < F(x) pro vsechna x € R*(a). Odtud plyne, zZe
F(a) neni maximem funkce F' na [a,b]. Podobné, protoze F' (b) = f.(b) —n < 0, pak
existuje R~ (b) tak, ze F(b) < F(x) pro z € R™(b) (nakreslete si). Tedy ani F'(b) nemuze
byt maximem. Funkce F' tedy nabyva svého maxima v néjakém bodé £ € (a,b), z ¢ehoz
podle Fermatovy véty plyne, ze 0 = F'(£) = f/'(§) — n. O

6.5 IDI’Hospitalovo pravidlo

Pravidlo, které si nyni ukazeme, slouzi k efektivnimu poc¢itani limit — ovSem za predpokladu
znalosti derivovani.

Véta 6.40 (I’'Hospitalovo pravidlo). Necht g € R* a f,g : R — R maji vlastni derivace
na néjakém R(xg). Je-li splnéna jedna z podminek:

(i) limg_yz, f(z) =0 alimy_,, g(x) =0,
(“) limg 4, |g($)| = 00,

pak plati implikace

Tt L ert = 3 lim I®)

) A ) a je rovna L.



208 KAPITOLA 6. DERIVACE FUNKCE

Dukaz. Tento dukaz je pomérné dlouhy, protoze je potieba vySetfit spoustu specidlnich
piipada. Dokazme vétu za predpokladu platnosti (i) a pro xyp € R. Navic sta¢i tvrzeni
dokazat pouze pro jednostranné limity. Pfedpokladejme tedy, ze

lim f(z) = lim g(x) =0,

T—x0+ T—T0+

funkce f a g maji derivace na R (z¢) a

=)
e g@)

Méame dokazat, ze
x
lim M =1L
Protoze xg € R, muzeme funkce f a g ,spojité rozsifit“ na celé L{(;r(azo), tzn. funkee f,§ :
R — R definované piedpisy

x f(z) pokud x € Rf (z0), g(z) pokud z € RY (20),
flz) = g(z) =

0 pro x = xo, 0 pro x = xg,
jsou spojité na Z/{(gF (xg). Pro libovolné = € R; (zo) pak funkce f a g spliyji na intervalu

[zo, 2] piedpoklady Cauchyovy véty, podle niz pak existuje & = &(z) € (zg,z) C RY (20)
takové, ze

J(E=)  gl@) = glzo)
Odtud ovsem pro x € R{ (zo) plyne
FE@) _ @) _ @)= flwo) _ flz)
gE@) @)  g@)—alze)  glz)
Uvazujme tedy funkci £ : R — R (£ : x — &(x)),

FE@) _ Jla) — /(o)
g

x

T

o které dale vime, ze

acggéJrg( ) - o
Dohromady dostavame
/ /
b T@ _ o PE@) L @)
vzt g(x)  w=eot ¢'(E(x) 2ot g'(2)
kde v predposledni rovnosti jsme vyuzili vétu o limité slozené funkce. O

Poznamka 6.41
(a) Veéta se pouziva k vypoctu limit typu
1@
a0 g(x)
pro neurcité vyrazy % (piipad (i)) a 32 (piipad (ii)).
(b) Pfed pouzitim této véty je tfeba ovéfit platnost podminky (i) nebo (ii).

(¢) Tvrzeni je ve tvaru implikace! Opacnd implikace ve vété neplati, tzn. neexistuje-li

limg_,g, f/E ;, pak Véta[6.40| o limité lim,_,,, % nic neiikd — viz Piiklad [6.42(4).

(d) I'Hospitalovo pravidlo samoziejmé plati i pro jednostranné limity — viz Piiklad|6.42(3)
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Piiklad 6.42 Vypoctéte

222 — 3z — 9 3. lim (1 —z)ms
1. lim —— = ° : ;
205 22 1 20 — 15 70+
1 2% sin L
2. lim —, 4 lim———=z
T—00 I z—0 SInx

Resend. ad (1):
2x273x—9z/_}1, dr -3 9

32 £ 22— 15 ao322+2 8

ad (2):
. Inzyg o .
lim — = lim % = lim — =0.
T—00 I z—00 21 T—r00 21’2
ad (3): Plat{
. 1 . 1 _ . In(1—=) : In(1—x)
hm (1 —1‘) sine — hm esinmln(l LE) = llm e sinz = ellmm_)0+ sinx
z—0+ z—0+ r—0+

Tedy staci vypocitat limitu v exponentu, ale ta je ve tvaru podilu a jsou splnény predpoklady
pouziti I’'Hospitalova pravidla. Plati

In(l—2) v . (1) 1

lim , im ————— = lim ——— = —1.
=0+  sinx =0+ cosw a—0+ cosz(x — 1)

Poéitand limita je rovna e

ad (4):
2 1 o1 2 1 1 1 1
. axfsin- py . 2wsins 4+ x7cos - - (—=3) . 2xsin = — cos =
lim ———& = lim z z 27~ = lim z z
z—=0 sinx z—0 cos T z—0 cos
pricemz limita napravo neexistuje (dokazte). Ale pritom
~ 2%sin % . x o1
lim = lim ——azsin— = 0. O

z—0 sinx z—0 sin x x






Kapitola 7

Aplikace diferencialniho poctu

Nyni se podivejme, kde vSude je derivace funkce uziteéna. V této ¢asti se podivame, jak lze
pomoci derivaci nahrazovat slozité funkce polynomy a jak vySetfovat prubéh funkce a jeji
globélni extrémy.

7.1 Aproximace funkce

Konecéné se dostavame do ¢dsti vénované jedné z aplikaci diferencidlniho poc¢tu. Aproxi-
smyslu. Pro¢ bychom to délali? Napf. témér vSechny elementarni funkce jsou pomérné
slozité, protoze neumime vypocitat jejich funkéni hodnoty v libovolném bodé — vlastné
vSechny az na polynomické. Co ale délat, potiebujeme-li vypoéitat funkéni hodnotu funkce
sinus v bodé 1? Nebo chceme vykreslit édst grafu na néjakém intervalu. Resenim je najit
funkci, kterd sice neni sinem, ale je mu v néjakém smyslu dostatecné blizkd. V této kapitole
se néco dozvime o lokdlni aproximaci polynomy. To zhruba znamenad, ze k funkcim hledame
polynomy, které na néjakém okoli zadaného bodu maji ,dostateéné blizké*“ hodnoty.
Zacnéme nejprve nejjednodussim moznym piipadem — aproximujme funkci v okoli néjakého

bodu konstantni funkci. Tento problém nastava v pripadé, kdy potiebujeme piiblizné
funkéni hodnoty funkce f : R — R pouze z n&jakého okoli bodu zg, pfitom chceme nahra-
dit v8echny hodnoty funkce jedinou hodnotou. Za predpokladu, ze je funkce f v bodé xg
spojita, pak vime, ze je-li = dostate¢né blizko zg, pak f(x) se blizké f(xo). Tedy spojitou
funkci f v okoli bodu xp nahradime (aproximujeme) konstantni funkei

Po(z) = f(z0), z€R,

viz Obrazek [T.1al

Jak naSe ponékud nepresné pozadavky formulovat presné? Méjme déan bod xgp € R a
funkci f : R — R, kterd je v bodé zy spojitd. Najdéte konstantni funkci Py(z) = ¢, € R,
kterd spliuje podminku

f(wo) = Po(zo).
Vyteseni tohoto problému je snad jasné: Mame hledat takovou konstantu g € R, pro kterou
plati
f(@o) = Po(zo) = g

Tim je problém vyfteSen.

Sami ale nejspis citite, ze aproximace konstantni funkci je dosti nepfesnd. Ukazme to na
piikladu.

211
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f(zo) Py f(z0)

fy) Zo
(a) (b)

Obréazek 7.1: Aproximace funkce f v bodé xg konstantni a linearni funkci.

Piiklad 7.1 Uvazujme exponencialni funkci f(z) = e*, z € R a bod z¢ = 0. Podle nagich
uvah je nejlepsi konstantni funkce aproximujici f v zg funkce

Pyz)=e"=1, zeR.

A naopak, pokud je x vzdédlenéjsi od =z, pak f(z) se od Py(zr) muze lisit tak, ze

x | -1 -107Y —-1072 -10% 0 1073 1072 10! 1
e” 0.368  0.905 0.990 0.999 1 1.001 1.010 1.105 2.718

Py(x) 1 1 1 1 11 1 1 1
e® — Py(z) | —0.632 —0.095 —0.010 —0.001 0 0.001 0.010 0.105 1.718

Tabulka 7.1: Nékteré funkéni hodnoty exponencialni funkce a jeji konstantni aproximace v
bodé Tro = 0.

aproximace pro tyto hodnoty nemé smysl. O

7 Prikladu je vidét, ze aproximace funkce pomoci konstantni funkce mé smysl pouze
a jen v pripadé, kdyz funkce se v okoli tohoto bodu pfili§ neméni a to jesté na okoli o velmi
malém poloméru.
f:R — R abod xy € D(f). Nasim tikolem je najit linedrni funkci P;(z) = k(z — z9) + ¢,
z € R, kde k,q € R, kterd ,,co nejlépe vystihuje“ funkci f na okoli bodu xg. Z ptedchozich
poznamek tusime, ze budeme pozadovat po této linearni funkci aby f(z¢) = Pi(x¢). Z této
podminky dostavame

f(xo) = Pi(z0) = ¢

Zbyva najit druhou podminku k uréeni hodnoty koeficientu k. Muzeme k ni dojit tieba
touto tvahou: Pro x € R(xp) rozdil |z — z¢| vyjadiuje vzdalenost bodu x od xy a rozdil
|f(x) — Pi(x)| vyjadiuje chybu aproximace. Nasim cilem je aby chyba aproximace byla tim
mensi, ¢im mensi je vzdélenost x od zg. Vyjadieme proto podil chyby a zmény argumentu

[f(z) = Pi(z)| f(x)—k(:v—xo)—q‘: f(@) = flzo) —k(z —=o)| _ | f(2) = flzo) |

|z — x| - T — Tg T — Tg T — Zo
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Podil chyby a vzdalenosti od zg muze byt tedy nejméné nulovy — to odpovida situaci, kdy
chyba je oproti vzdélenosti |z — xg| nicotnd. Pfitom tento pfipad nastdva pouze v jediné

situaci, a to kdyz
o [F@ = 1)

T—rXTQ r — X

=0.

Tato rovnost je ale ekvivalentni s rovnosti | f'(zg) —k| = 0, tzn. k = f/(x¢). Tim jsme dostali
hodnotu parametru k. Kdyz si navic uvédomime, ze P|(x¢) = k, pak podminku, kterou jsme
hledali mtuzeme vyjadfit ve tvaru

f'(x0) = P{ (o).

Celkové tedy dostavame vzorec pro nejlepsi linedrni aproximaci v bodé zg € R funkce
f R —= R magjici vlastni derivaci v bodé xg a tim je funkce

Pi(x) = f'(z0)(z — x0) + f(x0).

Neprekvapi nas snad fakt, ze grafem této funkce je teéna ke grafu funkce f v bodé (g, f(xo)).

Priklad 7.2 Uvazujme opét exponencialni funkci f(z) = e*, z € R a bod 2y = 0. Podle
nasich 1vah je nejlepsi linedrni funkce aproximujici f v xg funkce

P(zx)=x+1, ze€R

(.2

T -1 —107' -102 -10%® 0 1073 1072 1071 1
e® 0.368  0.905 0990 0999 1 1.001  1.010  1.105  2.718

Py (z) 0 0.900  0.990 0999 1 1001  1.010  1.100 2
e — Pi(z) | 03679 5-107% 5-107° 5-1007 0 5-1077 5-107° 5.107% 0.7183

Tabulka 7.2: Nékteré funkéni hodnoty exponencidlni funkce a jeji linedrni aproximace v
bodé xy = 0.

Srovnanim prislusnych tabulek v tomto ptikladu a z Piikladu vidime, Ze s linearni
aproximaci dosahujeme daleko vétsi presnosti. Dobré srovnani mezi konstantni a linearni
aproximaci exponencidlni funkce ndm dava Obrazek kde lze vidét, ze konstantni funkce
nam dava dobré vysledky pouze pro velmi mald z, pfitom rozdily ve funkénich hodnotach
funkce €* a Py jsou pomérné malé i na o néco vétsim okoli bodu 0. Podivame-li se ale na
krajni sloupce Tabulky vidime, ze chyby, kterych se dopoustime pro z = +1 jsou tak
veliké, Ze nase aproximace pro tyto hodnoty jsou nepouzitelné. V dalsim uvidime, jak zvysit
presnost i tak daleko od xy. O

Nejlepsi linearni aproximaxi funkce f v bodé x( jsme tedy odvodili tak, ze jsme uvazovali
»chybovou funkci“

n(x) = f(z) - Pi(2),

kde Pi(z) = k(x — z9) + f(xo). Pfitom jsme zjistili, ze k urceni parametru k jsme nalozili
limitni podminku

lim n(z) =0.
T—=T0 T — X
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)
[ =exp
Py
Py
x

Obrazek 7.2: Graf funkce e* spolecné se svou konstantni a linedrni aproximaci v bodé 0.

7 definice n tedy ptimo muzeme psat, ze plati

f(z) — f(zo) = k(z — xo) + n(z), kde lim = 0.

T—To T — X(
Pfitom jsme zjistili, ze tato rovnost plati préavé tehdy, kdyz k = f’(x¢). Limitni podminka
nam iikda, ze pokud z je blizké x(, pak chyba které se dopustime je jesté mnohem mensi.
Tyto myslenky linearni aproximace nas vedou k pojmu diferencidlu funkce.

Definice 7.3 Necht f: R — R je definovédna na U(zg). Funkci f nazyvdme diferencovatel-
nou v bodé xq, jestlize existuje k € R tak, ze

lim f(wo +h) — f(wo) — kh

=0.
h—0 h

Linearni funkci h — kh nazyvame diferencidlem funkce f v bodé xy a znacime symbolem
df(xg), tzn. jde o funkci danou predpisem

df(zo)(h) = kh, heR.

Véta 7.4 (o existenci a jednoznacnosti diferencidlu). Funkce f : R — R je v bodé zp € R
diferencovatelnd pravé tehdy, kdyz f md v xo vlastni derivaci. V tom pripadé plati

df(wo)(h) = f'(zo)h Vh ER.

Drikaz. Nejprve dokazeme nutnost. Z definice diferencovatelnosti funkce f v bodé zg plyne
existence ¢isla k € R takového, ze

lim f(zo+h)— f(zo) — kh
h—0 h

takze po upravé dostavame
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To ale neznamend nic jiného, ze existuje f’(zg) a je rovna ¢islu k, tedy je vlastni.
Nyni dokdzeme nutnost této podminky. Z existence vlastni derivace
. zo+ h) — f(z
f/(wO) — hm f( 0 }31 f( 0)

h—0

plyne

lim fl@o+h) = flzo) — f'(zo)h _
h—0 h
coz podle Definice je ekvivalentni s tim, ze f je v xg diferencovatelnd a diferencidl je
dén predpisem

0,

df(@o)(h) = f'(zo)h VheR.

o
Y f
f(wo+h) ()
f(zo) + df (o)
df(zo)
f (o)
Lo xo+h v

Obrazek 7.3: Geometricky vyznam diferencidlu df(xg).

Poznamka 7.5 (diferencidl a vypocet pribliznych hodnot) Uvazujme funkei f diferenco-
vatelnou v bodé xg, tzn. pro funkci

7(h) = f(zo + h) — f(z0) — df(x0)(h) = f(wo + h) — f(w0) — f'(z0)h
definovanou na néjakém okoli bodu 0, plati

h
tim 7% _ g,

h—0 h
Tato limitni podminka vyjadiuje, ze hodnoty 7(h) jsou pro mriavé h jesté mnohem mensi.
To je dulezité v tom smyslu, ze 7(h) vyjadiuje velikost chyby, nahradime-li pfesnou hodnotu
rozdilu (tedy diference)

f(zo+h) = f(=o),
¢islem
df(zo)(h) = f'(zo)h.
Zde je dobfie vidét vyznam derivace: urcuje rychlost riustu funkénich hodnot funkce. To se

dé vyjadrit pribliznou rovnosti

f(@o 4+ h) = f(xo) = f'(z0)h,
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nebo chceme-li vypocitat f(zg + h), zndme-li hodnoty f(x¢) i f/(xo) pfibliznou rovnost

f(xo +h) = f(xo) + f'(x0)h,

pro h dostatecné blizké nule. Toto je ukdzdno na Obréazku [7.3] — je potieba si uvédomit,
ze pro h opravdu mald je hodnota 7(h) zanedbatelna. Provedeme-li substituci z = z¢ + h,
dostavame

fx) = f(zo) + f'(20) (2 — o),
pro x dostatecné blizké xg. Diferencidl funkce f v obecném bodé x znac¢ime symbolem
df(z), pfitom proménnou h nahrazujeme symbolem dzx.

Piiklad 7.6 Vypoctéte diferencial funkce
flz)=2% 42> +5
v bodé xy = 2.

Resend. Plati f'(x) = 322 — 8z, tedy f/(2) = 3-4—8-2 = —4. Odtud plyne df(2)(h) = —4h,
h € R. Mimochodem, diferencidl funkce f v obecném bodé x ma tvar

df(z) = (32* — 8z) dz.
O

Inspirovani témito jednoduchymi tlohami muzeme piejit k dalsimu zpfesnéni. Z piikladiu
jsme vidéli, ze konstantni aproximace byla vhodna pouze pro piipad, kdy potfebujeme
funkéni hodnoty velmi blizko bodu, ve kterém uvazujeme aproximaci. A také, ze u linearni
aproximace je interval, na kterém byly vysledky uspokojivé pfesné, o néco vétsi. Pocho-
pitelné se tedy muzeme ptéat, nezlepsi-li se vysledky aproximace, budeme-li aproximovat
polynomy vyssich stupnu. Navic otekavame, Ze s vyssim stupném polynomu bude i vyssi
presnost na vétsim okoli bodu zg.

Vznika otézka, jaké podminky klast na aproximujici polynomy? U konstantniho poly-
nomu (8lo o polynom nultého stupné nebo o nulovy polynom) byla kladena podminka jedna
a to rovnosti funkénich hodnot. U linedrniho polynomu (polynom nejvyse prvniho stupné)
jsme méli dvé podminky, a to rovnost funkéni hodnoty a derivace v bodé xg.

Zformulujme podminky pro polynom P,, stupné n aproximujici v okoli bodu zg funkci f
tak, aby pfedchozi konstantni a linearni aproximace byly specidlnimi piipady. Jako vhodné
se mohou jevit nasledujici pozadavky

Pu(x0) = f(x0), Pu(wo) = f'(z0), ..., PM™(wo) = f™(x0), (7.1)

samoziejmé za dodateéného predpokladu existence derivaci az do fadu n funkce f v bodé
xg. Ve zbytku této sekce si ukdzeme, Zze tyto podminky dévaji za jistych dodate¢nych
predpokladt dobrou aproximaci a ¢asto nejen na néjakém malém intervalu — viz dédle Vétu
a Priklady [71) [T18 721}

Nejprve je tfeba vyfesit otdzku, kolik polynomu spliiujicich podminky vubec exis-
tuje. Odpovéd je jednoduchd: existuje pravé jeden takovy polynom a dokonce umime
vypocitat jeho predpis.

Véta 7.7. Necht f : R — R md v bodé zg vlastni derivace aZ do ¥ddu n. Pak existuje jedini
polynom stupné nejvyse n, spliujici podminky (7.1) a je ve tvaru

f//(xo)
2

™) (g
(x—20)’+...+ fn('o)(a: — x0)".

Pp(x) = f(@0) + f'(z0)(x — @0) +
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Dukaz. Nejprve dokazme existenci: Fakt, ze zminény polynom P, spliiuje podminky ,
dokézeme pouhym dosazenim bodu z¢ do P, a jeho derivaci P’ ..., Py".

Nyni dokazme jednoznacnost: Uvazujme libovolny polynom P, stupné nejvyse n spliujici
. Dokézeme, ze bude mit stejny predpis jako ten z tvrzeni véty. Tim ukdzeme, ze zadny
jiny polynom tyto podminky nespliuje. Vzhledem k Lemmatu [4.35] existuji ag,...,a, € R
tak, ze

Po(x) = ag + a1(z — x0) + az(x — 20)* + ... + an(z — 0)" Zak x — x0)"

Dosazenim x = zy dostavame z (7.1]) rovnost ag = f(zp). Dosadime-li do derivace

Pl (x) = a1 + 2a2(x — 20) + ... + na,(z — 20)"

za x Cislo xg, dostaneme opét z ([7.1)) rovnost a1 = f’(x¢). Opakovanym derivovanim poly-
nomu P, dosazovanim x( a z podminek ([7.1]) postupné dostdvame

fxo) (@) EARICO)

2 ) 3_ 6 b AR an_ n!

ag =

Polynom ziskany ve Vété [7.7] je tak dulezity, ze m4 i svij ndzev.

Definice 7.8 Nechf f : R — R md v bodé xy derivaci az do fddu n € N. Taylorovim
polynomem stupné n funkce f se stredem v bodé xg se rozumi polynom

#(20)
2!

To(z; f,70) = f(0) + f(w0)(x — o) + (z—20)2 + ...+ L% (g — )"

f ( )(l'—.%‘(])k.

k!
k=0

Pokud je jasné, o jakou funkci f a jaky bod z( jde, budeme psat pouze T, (z).

Poznamka 7.9 Pro zg = 0 se Tayloruv polynom nazyva Maclaurinovym polynomem; je
tedy ve tvaru

(0 ™0
T, (z) = f(0) + fl(' ):c+...+ ! n'( )m”
Zbyva odpovédeét ,,jak dobte” T,, aproximuje funkci f — tzn. zjistit, jaké chyby se dopustime,
bereme-li T,,(z) ~ f(x) v okoli bodu .

Najit polynom majici stejné derivace v urcitém bodé jako néjaka funkce je jedna véc,
druhd véc je zjistit, zda to vubec k nééemu bylo. Nyni se budeme zabyvat tim, jak dobie
aproximuje Tayloruv polynom nasi funkci v bodé x.

Definice 7.10 Necht f : R — R mé v bodé zg derivaci az do iddu n a necht Tj, je jeji
Tayloruv polynom stupné n se stfedem v bodé xg. Ozna¢me R, (z) = f(x) — T,,(z). Pak
vyjadieni

f(z) = Ta(x) + Rn(x)
se nazyva Tayloriv vzorec pro funkci f stupné n se stredem v bodé xg. Funkce R, (z) se
nazyva zbytek v Taylorové vzorci po n-tém ¢lenu nebo také Tayloruv zbytek.
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Tayloruv vzorec tedy vyjadiuje aproximaci funkce f polynomem v okoli bodu xg, pfi¢emz
zbytek R, (x) vyjadiuje chybu, které se dopustime, kdyz misto piesné hodnoty f(z) vypoéitame
jeji pribliznou hodnotu T, (z).

Nasi pozornost nyni upieme ke zbytku R, (x), protoze pravé tim mérime to, jak je nase
aproximace dobra. Nez se pustime do obecnéjsich zavéru, motivujme nage tusili nasledujicim
piikladem, coz je pokracovani Piikladu a

Priklad 7.11 Aproximujeme funkci f = exp v okoli bodu xg = 0. Plat{
f®(z) =e" VEeNU{0},

z ¢ehoz plyne, ze f)(0) = 1 pro vsechna k € NU {0}. Pak

To(z) = f(z0) = 1,
Ti(x) = f(wo) + f'(wo)(x — x0) = 1 +x,

aes 332

Ty(x) = fa0) + F(@o)(z — 20) + 0 (@ —ap)? =12+ 2
x™ L
Tn(x):l—i—x—k...—{—az E

k=0

Podivejme se nyni na vyvoj chyb, kterych se dopoustime pfii aproximaci Taylorovymi poly-
nomy s rostoucim n: Je vidét, ze se postupné zpiesnuji i funkéni hodnoty v bodech z = +1.

z | -1 —10~! —102 —1073 10-° 10-2 107! 1
Ri(x) | 0.3679 0.005 5-107° 5-1007  5.1007 5-10°  0.005 0.7183
Ro(z) | —0.1312  —0.0002 —2-10"7 -2-1071° 2.1071° 2.10°7 0.0002 0.0218
Rs(z) | 0.0345 4-107% 4.1071% 4.107% 4.107% 4.107 4.107% 0.0516
Ry(z) | —0.0071 —-8-107% —8-1071 2.107'7 2.107'6 8-.107'% 8.107% 0.0099

Tabulka 7.3: Funkéni hodnoty zbytku R,,(z) = expx — T),(z;exp,0) ve vybranych bodech.

Zptesnovani probiha tim rychleji, ¢im blize jsme stiedu aproximace, tzn. bodu 0. Nicméné
porad nevime, jestli je to pravidlo nebo nahoda. O

V predchozim piikladé jsme vidéli, ze s rostoucim stupném Taylorova polynomu se
postupné zmensovala chyba, tzn. R, (x) pro konkrétni x bylo s rostoucim n mensi a mens.
Ovsem z jednoho piikladu nemuzeme vyvozovat obecné zavéry. Radi bychom dokézali, ze
R, (x) se neomezené zmensuje k nule pro rostouci n. Z jeho definice nic nevycteme, protoze
jde jen o rozdil aproximované funkce a Taylorova polynomu. Nasledujici véta nam ovSem
umozni napsat zbytek ve tvaru, se kterym se dobfe pracuje. Pravé pomoci této véty nakonec
zjistime, ze aproximovat funkci f pomoci podminek kladenych na derivace v bodé x¢ je v
mnoha piipadech dobry napad.
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Véta 7.12 (Taylorova o zbytku). Necht funkce f : R — R md na okoli U(xg) bodu
derivace az do Tadu n+ 1, kde n € NU{0}. Pak pro kazdé x € R(xo) existuje & lezici mezi
xo a x tak, Ze se Tayloriuv zbytek dd napsat jako

£

(n - 1)! )n—l—l‘

R, (x) = (z —xo

Tomuto tvaru se 7ikd Lagrangeuv tvar zbytku.

Duikaz. Dukaz Taylorovy véty je pomérné jednoduchy. VSe je postaveno na dvojici funkei
F a ¢ proménné ¢ definovanych na uzavieném intervalu s krajnimi body zp a = (pozor, z
zde nabyva pevné zvolené hodnoty — nejde o proménnou funkce!), majici predpis:

F(t) = f(x) = Tu(z; f,1),  @(t) = (z — )"
Dokéze se, ze tyto funkce (v uvedeném poradi) spliuji predpoklady Cauchyovy véty. Podle
ni pak existuje & lezici mezi zg a x tak, ze
F'(§) _ F(x) — F(xo)
= , (7.2)
'€ e(@) - e(o)

z ¢ehoz se po upravé dostava pozadovana rovnost. O

Poznamka 7.13 Véta na prvni pohled neffkd nic moc. Rikd nam, ze zbytek v Taylo-
rové vzorci lze vyjadrit jako soucin, ve kterém figuruje dokonce derivace (n + 1)-niho fadu v
néjakém nezndmém bodé. To v nds muze vyvolat pochybnosti, protoze vSechno to délame
proto, abychom byly schopni spocitat (a dokonce jen pfiblizné) funkéni hodnoty funkce f
v néjakém bodé x # xg. Jak uvidime déle, nebude konkrétni hodnota této derivace vibec
potieba, bude stacit védét, ze tato derivace je omezena funkce na néjakém okoli bodu xp.
Silu Taylorovy véty budeme ilustrovat v nésledujicim piikladu.

Priklad 7.14 V Piikladu jsme vypocitali Tayloruv polynom funkce exp v bodé 0
nejvyse n-tého stupné a vypocitali jsme chyby v nékolika bodech (uvédomme si, ze abychom
tyto chyby vypocitali, museli jsme uz znét ,presné“ hodnoty funkce exp). Obecné jsme ale
nemohli fict nic o rozdilu expx a T),(z;exp,0) pro z € R. VSechno méni Taylorova véta.

Uvazujme z € (0,00). Podle Véty existuje ¢ € (0, z) tak, ze

2 n 3
P14 2,0 z" _ & an
e f1+1!+2!+...+n!+Rn(x), Rn(@i(n—i—l)!w .
Pritom pro zbytek plati nasledujici
3 T
e e
R _ n+1 < n+1
Bnlo)l = Gt =

kde jsme vyuzili faktu, ze exp je rostouci. Z tohoto odhadu a véty o tfech posloupnostech
vidime, ze

nh_}rrolo |Ry(z)| = 0.
To ale znamend, ze lim,,_,o T),(z) = €*. Zduraznéme, Ze to plati pro vsechna x > 0. Ke
stejnému zavéru lze dojit i pro < 0. Proved'te! Kromé samotné konvergence lze dostat i
odhad chyby. Uvazujme napt. z € (0, 1]. Pak lze psét

‘m|n+1 < e’ < 3
“(n+1)! T (n+ 1)V

es

|Ry ()] = CE]
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Z tohoto odhadu muzeme urcit, jakého stupné ma byt prislusny Tayloruv polynom, chceme-
li aby priblizny vypocet mél chybu mensi nez zaddané ¢islo. Checeme-li naptiklad, aby chyba,
které se dopustime, byla mensi nez e = 1073, pak pro stupen n Taylorova polynomu musf
platit

3 3

Protoze 6! = 720 a 7! = 5040, posledni nerovnost plati pro n > 6. Tedy pro z € (0, 1] plati
) T z" e w1 n—3

exple—l—i—&—...—i—a s chybou mensi nez 10™°.

Specidlné pro x = 1 dostavame efektivni vzorec pro pfiblizny vypocet ¢isla e s chybou mensi

nez 1073,

Poznamka 7.15 Véta[7.12 ukazuje jeden ze zpusobu, jak vhodné vyjadrit Tayloruv zbytek.

Vsimnéte si, ze v tvrzeni se piSe, ze jde o Lagrangeuv tvar zbytku. Existuji totiz i jiné tvary

zbytku. Kdybychom v dukazu Taylorovy véty polozili

pak bychom dostali

Fr(e)
Ralz) = 2@ — o) - 0",
cemuz se fikd Cauchyuv tvar zbytku. PFitom tento tvar zbytku se Castéji pise

f(”‘H)(xo + 0(x — x0))
- n!

R (x) (z —z)" (1 - 0)",

kde jsme polozili £ = xo+ 0(x — ), pfitom 0 € (0,1). Dokonce lze Taylorovu vétu zobecnit
daleko vic. Za funkci ¢ lze vzit jakoukoliv funkci, ktera je spojitda na intervalu o krajnich
bodech = a xp a na jeho vnitiku mé vlastni nenulovou derivaci (tedy takovou funkci ¢,
abychom mohli v dikazu véty pouzit Cauchyovu vétu). Pak se z dé& odvodit obecny
tvar zbytku, a to

FD(E) () — (o)

n! ¢'(8)

R, (z) = (@—&"

Véta 7.16. Necht funkce f : R — R md na okoli Us(xq) derivace vsech rddi, které jsou na
tomto intervalu omezené stejnou konstantou, tzn. existuje M € R, M > 0 tak, Ze

Ve € Us(xo) Yne N = |f™(z)| < M.
Pak pro vsechna x € Us(xo) plati lim,_o Ry(x) = 0, tzn.

f(x) = lim T, (z; f, x0).

n—oo

Dukaz. Zvolme x € Us(xp), n € N libovolné. Podle Taylorovy véty dostdvdme existenci

¢ € Us(zg) takového, ze

n+1 — |f(n+1) (‘S)‘ |I’ — n+1
(n+1)!
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7 ptredpokladu ohrani¢enosti derivaci jedinou konstantou M pak dostavame

M
< < ",
0 < [Rn(a)| < o gyt

Vzhledem k jednomu z vysledkt Cviéeni [3.78 médme

571

nh_}rlgo (n+1)! =0
a podle véty o tiech limitdch dostavame, ze lim R, (z) = 0. ]

n—oo

Poznamka 7.17 Existuji ovSem ptipady, ve kterych aproximace Taylorovymi polynomu
nefunguje. Uvazujme funkci

B exp(—x—g) pro x # 0,
J@) = {O pro x = 0.

Pak plati
F™M(0)=0 pro viechna n € NU{0},

tzn. Ty, (z; f,0) = 0 pro vSechna n € N, z € R. Tedy pro kazdé € R\ {0} plati, ze
lim T,,(z; f,0) =0 # f(x).
n—oo

Piiklad 7.18 Pro kazdé = € R existuje £ € R, 0 < [{| < |z] tak, ze

' z 5 ) x2n—1
sinz = —.—f—l—f-i--.--i-(—l)n_ m‘f‘R%(x)v
kde

Rgn(ﬂf) _ (_1)n(2:;)j—£1)!x2n+1‘

Pfitom pro vSechna z € R plati ILm Ran(x) = 0.
n—oo
Piiklad 7.19 Pro kazdé = € R existuje £ € R, 0 < [{| < |z] tak, ze

.732 .CC4 116 :L,2n

— o o _ n_-
cosxz =1 51 + TR +...+(-1) n)] + Ropy1(x),
kde ¢
R — (_qyn+1__CO8 2n+2
Pfitom pro vSechna z € R plati lim Rgj,41(x) = 0.
n—oo
Piiklad 7.20 Pro kazdé = > —1 existuje £ € R, 0 < [{| < |z| tak, ze

2 w3

T T
111(14‘37):1—?4‘?—4-(—1)

n
n—12_

Ry (),
"~ + Ra2)

kde
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Priklad 7.21 Necht a € R. Pro kazdé x > —1 existuje £ € R, 0 < [§] < |z| tak, ze

(1+z)*=1+ (T)x—i— <g>m2+...+ <z>x”+Rn(az),

kde
n = 1
Bu(@) (n + 1> (1 ) (148"
Pfitom pro vSechna = € (—1,1) plat{ hm R, () Pfitom pro o € R an € N definujeme
a\  ala—1)(a—-2)...(a—n+1)
n) n! '

7.2 VySetrovani priubéhu funkce

Diferencialni pocet je skvélou pomuckou pro vysetieni nékterych dulezitych vlastnosti funkce.

7.2.1 Monotonni funkce

V této sekci nds bude zajimat, jak efektivné urcit intervaly, na kterych je dana funkce
monoténni. Klicova bude néasledujici véta.

Véta 7.22. Necht f: R — R md kladnou derivaci na intervalu (a,b). Pak f je na (a,b)
rostouci. Navic, je-li f spojitd na [a,b) (resp. na (a,b], [a,b]), pak je rostouci na |a,b) (resp.

a (a,bl], [a,b]).

Diikaz. Predpokladejme, ze f'(z) > 0 pro vSechna = € (a,b). Z Véty plyne, ze f je
na (a,b) spojitd. Dokazme, ze f je rostouci na (a,b). Zvolme x1,29 € (a,b), x1 < 29
libovolné. Pak f spliuje predpoklady Lagrangeovy véty na intervalu [z1, 23], tedy existuje
€ € (x1,x2) C (a,b) tak, ze

f(x2) = f21) = f1(§)(x2 — x1) > 0.
Tedy f je rostouci na (a,b). Necht navic f je spojitd na intervalu [a,b). Pak staéi uz jen

dokézat, ze pro kazdé x € (a,b) plati f(a) < f(x). Podle Lagrangeovy véty pro funkci f na
intervalu [a, z| existuje opét € € (a,x1) C (a,b) tak, ze

f(@) = f(a) = f'(§)(x —a) > 0.
Zbyvajici tvrzeni se dokazi podobné. O
Cviceni 7.23 Dokazte druhou ¢ast tvrzeni Véty bez predpokladu existence derivace.
Tedy dokazte, ze plati: Necht f : R — R je na (a,b) rostouci. Je-li f spojitd v a zprava
(resp. v b zleva), pak je rostouct na [a,b) (resp. na (a,b]).

Poznamka 7.24 7 definice monoténni funkce lze snadno ukazat, ze funkce f je na dané
mnoziné rostouci/klesajici prave tehdy, kdyz funkce — f je na dané mnoziné klesajici/rostouci.

Véta 7.25. Necht f: R — R md zdpornou derivaci na intervalu (a,b). Pak f je na (a,b)
klesajici. Navic, je-li f spojitd na [a,b) (resp. na (a,b], [a,b]), pak je klesajici na [a,b) (resp.

a (a,b], [a,b]).
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Diikaz. Uvazujme funkei g(z) = —f(x), € (a,b). Pak g ma kladnou derivaci na (a,b).
Podle Véty je funkce g rostouci a proto podle Pozndmky je f klesajici. O

Piiklad 7.26 Najdéte intervaly ryzi monotonie funkce

fz) =23 -3z, zcR.

Resent. Plati f/(z) = 322 — 3. Pak f'(x) > 0 pravé tehdy, kdyz 22 — 1 > 0 coz je zase
ekvivalentni s z € (—o0,—1) U (1,00). Podobné f'(z) < 0 pravé tehdy, kdyz 22> —1 < 0
coz je zase ekvivalentni s © € (—1,1). Funkce f je tedy rostouci na intervalech (—oo, —1)
a (1,00) a klesajici na intervalu (—1,1) (dokonce je diky spojitosti rostouci na intervalech
(—o0,—1] a [1,00) a klesajici na intervalu [—1, 1]). O

Poznamka 7.27

(a) Je dulezité poznamenat, ze obricené implikace z Vét a neplati, tzn. rostouci
funkce nemusi mit vsude kladnou derivaci (a duédlné: klesajici funkce nemusi mit vsude
zépornou derivaci). Napi. funkce f(x) = 23, x € R je rostouci na celém R ale piitom

f(0)=0

(b) Plati podobné tvrzeni jako ve Véteé — a to dokonce ve tvaru ekvivalence! Staci
nahradit kladnou derivaci nezépornou a rostouci funkei neklesajici.

7.2.2 Lokalni extrémy

S monoténnosti funkce souvisi pojem lokalniho extrému. Totiz, v piikladech, se kterymi se
bézné setkdme, body lokalnich extrému oddéluji intervaly s ruznym typem monotonie (daji
se ale nalézt piiklady tak ,osklivych* funkei, pro které toto neni pravda).

Definice 7.28 Nechf f : R — R, 2y € int D(f). Rekneme, ze f ma v bod¢ zg lokdlni
mazximum (resp. lokdlni minimum), jestlize existuje U(xo) tak, ze

f(x) > f(xo) (resp. f(z) < f(xo)) Vo€ U(zo).

Toto lokalni maximum (resp. minimum) se nazyva ostré, jestlize existuje R(zo) tak, ze

f(x) > f(xo) (resp. f(z) < f(z0)) V& R(wo)

(Ostra) lokdlni maxima a minima nazyvame souhrnné (ostrymi) lokdlnimi extrémy.

Poznamka 7.29

(a) Zduraznéme, ze bod lokélniho extrému je uvazovan pouze ve vnitinim bodé defini¢niho
oboru. Je-li tedy napf. defini¢ni obor dané funkce interval [—1, 1], pfi hledéni lokélnich
extrému ma smysl uvazovat pouze body z intervalu (—1,1).

(b) Pojem lokélniho extrému je lokdlni v tom smyslu, ze okoli, na kterém m4 platit ne-
rovnost z Definice [7.28| nen{ pfesné ddno — muze byt jakkoliv malé. Funkce muze mit
vice lokdlnich maxim (resp. minim), napf. funkce cos ma nekone¢né mnozstvi bodu
lokélnich maxim (jsou to préavé body z¢ = 2kw, k € Z) i bodu lokalnich minim (body
xo = (2k+ 1), k € Z). Zajimavé je vySetfeni lokalnich extrému funkce f(z) =sinl/x
— pokuste se najit vSechny body lokalnich extrému.
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Pii vysetfovani lokalnich extrému je zdsadni nédsledujici véta.

Véta 7.30 (Fermatova — nutnd podminka existence lokélniho extrému). Necht funkce f :
R — R md v bodé xy € R lokdlni extrém a existuje f'(xo). Pak f'(x0) = 0.

Dikaz. Je-li zp bodem lokélniho extrému funkce f, pak f(xg) je nejvétsi nebo nejmensi
funkéni hodnota funkce fly(zy), kde U(xo) je okoli z Definice Tvrzeni pak plyne z

Veéty O
Poznamka 7.31 Z Véty plyne, ze mé-li f v x¢ nenulovou derivaci, pak f nema v xg

lokalni extrém. Tedy jediné body z vnitiku definiéniho oboru funkce f jsou body, ve kterych
derivace neexistuje nebo je nulova.

Definice 7.32 Necht f : R — R md v bodé x¢ nulovou derivaci. Bod zg se nazyva sta-
ctondrni bod funkce f.

Poznamka 7.33 Véta tedy tika, ze bod lokalniho extrému dané funkce, ve kterém
m4 tato funkce derivaci, je staciondrnim bodem — naopak to neplati, napi. f(z) = 2® nem4
v g = 0 lokaln{ extrém, pfitom x( je stacionarni bod f.

Véta 7.34 (postacujici podminky existence lokélnich extrému). Necht f : R — R je spojitd
v xg € R a md derivaci na Rs(xo). Plati

(a) je-li f'(xz) > 0 Vz € Ry (20) a f'(z) < 0 Vo € R (x0), pak f md vz ostré lokdlni
maximum,

(b) je-li f'(z) < 0Vz € R (z0) a f'(z) > 0 Vz € Ry (z0), pak f md v zg ostré lokdini

minimum.

Dukaz. Dokézeme pouze piipad (a). Z predpokladu existence vlastni derivace v kazdém bodé
mnoziny Rs(zp) a spojitosti v o plyne spojitost funkce f na Us(xp). Déle z predpokladu
pak podle Véty plyne, ze f je rostouci na Uy (o) a f je klesajici na Z/{gr (o). Specidlné

Vo € Ry (z0) : f(z) < flwo) a VzeR{(z) @ flxo) > flz),

takze f(z) < f(zo) pro vSechna x € Rs(zo). O

Véta 7.35. Necht f:R — R md ve staciondrnim bodé zo (vlastni nebo nevlastni) nenulo-
vou druhou derivaci. Pak f md v bodé xy ostry lokdini extrém, a to

(a) mazimum, je-li f"(zo) < 0 nebo

(b) minimum, je-li f"(x¢) > 0.

Diikaz. Predpokladejme, ze plati f”(x¢) > 0. Pak podle Véty existuje okoli Rs(x¢)
takové, ze pro vsechna x € Rs(xp) plati
fz) _ f(z) — f'(z0)

= > 0.
T — X0 T — X0
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Tedy pro kazdé x € R (o) plati f'(z) > 0 a pro kazdé z € Ry (z¢) plati f'(z) < 0. Jsou
tedy splnény predpoklady (a) Véty podle niz mé f v bodé xg ostré lokdln{ minimum.
O

Priklad 7.36 Najdéte body lokdlnich extrému funkce

f(x) =22 — 32% — 122 + 5.

Resend. (podle Veéty [7.34)): Plat{
f(z) = 62% — 62 — 12,

takze f'(x) > 0 pravé tehdy, kdyz = € (—oo0,—1) U (2,00) a f'(z) < 0 prévé tehdy, kdyz
x € (—1,2). Ze spojitosti f v bodech —1 a 2 a Véty plyne, ze f md v x = —1 ostré
lokalni maximum a v = 2 ostré lokalni minimum.

(podle Véty [7.35)): Plati opét
f(z) = 62% — 62 — 12,

tedy f'(z) = 0 prave tehdy, kdyz 2 = —1 nebo = = 2. Nasli jsme staciondrni body funkce
f. Ovérime, zda v nich funkce nabyvé lokalnich extrému. Plati

f"(z) =12z — 6,
takze f”(—1) < 0, f”(2) > 0. Podle Veéty dostavame stejny vysledek jako predchozim
postupem. O
Poznamka 7.37 Vyhoda pouziti Véty oproti Vété spociva v tom, Ze lokaln{

extrém uréime i v bodech, ve kterych neexistuje derivace a navic ani nemusime pocitat
druhou derivaci. Problém s pouzitim Véty také nastane, pokud je i druhd derivace ve
stacionarnim bodé nulova. Toto ¢astecné fesi nasledujici véta.

Véta 7.38. Necht f: R — R md v xp (vlastni nebo nevlastni) derivaci ¥ddu n, n € N,
n > 2. Necht

f'(@o) = f"(x0) = .. = f" V(zo) =0
a f((xg) # 0. Pak plati

(a) je-li n sudé, funkce f md v x¢ ostry lokdlni extrém, a to

— je-li f™ (xo) > 0, pak jde o ostré lokdlni minimum,

— je-li f™)(x0) < 0, pak jde o ostré lokdini mazimum,

(b) je-li n liché, funkce f nemd v xo lokdlni extrém.
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7.2.3 Funkce konvexni a konkavni

Konvexnost a konkdvnost funkce nam podava jemnéjsi informaci o vyvoji funkéni hodnot
nez je monoténnost.

Definice 7.39 Rekneme, ze f : R — R je na intervalu I C D(f) konvexnd (resp. konkdvni),
jestlize Va1, x9,23 € I, 1 < xo < x3 plati, ze bod P» = (x2, f(z2)) lezi pod (resp. nad)
spojnici bodu P} = (z1, f(z1)), P3 = (x3, f(x3)) nebo na ni. Plati-li, ze P, lezi pod (resp.
nad) spojnici bodu P;, a P3, pak se f nazyva ryze konvexni (resp. ryze konkdvni) na I.

Poznamka 7.40

(i) Definice konkdvni a konvexni funkce je velmi popisna. Vyjadiuje jakousi ,,vypouklost
grafu funkce. Z néj snadno pozname, zda je funkce konvexni, konkavni ¢i ani jedno.
Na Obrazku [7.4] jsou zobrazeny grafy konvexnich, konkavnich funkei. Na Obréazku [7.5

Yy P
Yy 2
P 1 P1 P3
v Ps
! €z T
(a) Graf ryze konvexn{ funkce. (b) Graf ryze konkdvn{ funkce.

Obrazek 7.4: Konvexni a konkavni funkce

muzeme vidét piiklad grafu funkce, ktera je sice konvexni, ale neni ryze konvexni.

(ii) Je-li f konvexni (resp. ryze konvexni), pak funkce —f je konkdvni (resp. ryze konkavni).
7 toho plyne, ze se pii vySetFovani funkci stac¢i omezit na konvexnost, protoze konkdvnost
je dudlni vlastnost.

T

Obrazek 7.5: Graf konvexni funkce, ktera neni ryze konvexni.



7.2. VYSETROVANI PRUBEHU FUNKCE 227

Lemma 7.41. Necht f:R — R, I C D(f) je interval. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekviva-
lentni:

(i) f je ryze konvexni na I,
(ii) pro kazZdé x1,x9,x3 € I, x1 < x9 < x3 plati

f(x2) — f(x1) < f(zs3) — f(x1)

T2 — I I3 — o

)

(iii) pro kaZdé xi,xe,x3 € I, x1 < x9 < x3 plati

flag) = f(1) _ flag) = f(z2)

T3 — X1 xr3 — T2

)

(iv) pro kazdé x1,x9,x3 € I, 1 < 29 < x3 plati

f(x2) — f(x1) - f(z3) — f(x2)

T2 — X1 T3 — T2

Dukaz. Méjme tii libovolné body x1, 22,23 € I, 1 < x5 < x3. Pak s vyuzitim znaceni z
Definice [7.39] pfimka prochdzejici body P; a P ma rovnici

f(xs) — flx1)

T3 — 1

y=[fle) + (z — z3)

a podminka, ze P» lezi pod touto pfimkou je splnéna praveé tehdy, kdyz plati nerovnost

flzs) = f(@)

T3 — 1

fx2) < fla1) +

(g — x3).

Jednoduchym cvi¢enim je ovéfeni, Zze posledni nerovnost se da upravit na kteroukoliv z
nerovnosti z tvrzeni (ii), (iii) a (iv). O

Poznamka 7.42

(a) Nerovnosti v Lemmatu maji jednoduchy geometricky vyznam. Staci si uvédomit,
ze diferencéni podil
f(zi) = f(z))

xi—mj

je smérnice piimky prochéazejici body
Py = (z, f(zi)) a Py =(xj, f(z))),
proi,j =1,2,3, 1 # j, viz Obrazek[7.6

(b) Pro ryzi konkavnost plati podobné tvrzeni jako Lemma — ovSem s opacnymi
nerovnostmi. A také pro konvexnost i konkdvnost — nerovnosti jsou pak neostré.

Konvexnost /konkavnost diferencovatelnych funkef 1ze pekné charakterizovat pomoci teény
ke grafu a monoténnosti prvni derivace.
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P Py Py

Py Py P3

| P " | Py " | Py "

(a) Podminka (ii). (b) Podminka (iii). (c) Podminka (iv).

Obrazek 7.6: Geometricky vyznam nerovnosti z Lemmatu

Véta 7.43. Necht f: R — R md na intervalu I C D(f) derivaci. Pak ndsledugici podminky
jsou ekvivalentni:

(a) f je na I ryze konvexnd,

(b) pro kazdé xy,x € I, o # x plati nerovnost
f(@) > f(xo) + f'(20)(z — x0),

(c) [ je rostouci na I.

Diikaz. (a) = (b): Podminka (b) je ekvivalentni s touto
f(@) — f(=o) f(z) — f(zo)

> fl(xg) Voel, x>z a ———"2< f(wg) Vaxel, < x.
Tr — X0 r — X0
(7.3)
Definujme pomocnou funkci
F@) = f@o) o rel w4 m,
g(z) = T — T
' (xo), pro x = x.

Tato funkce je spojitd na I. Dokazme, zZe je také na I rostouci — tim dokdzeme (7.3) a tedy
i (b). Necht x1, 29 € I, 79 < 71 < x2. Pak z podminky (iii) Lemmatu dostavame

f(x1) — f(zo) < f(z2) — f(20)

r1 — X0 T — X0

g(z1) = = g(x2),
tedy g je rostouci na intervalu I N (zg,00). Podobné, necht 1,z € I, 11 < 12 < x0. Pak z
podminky (iii) Lemmatu dostavame

o(z1) = f(z1) - flzo) _ f(zo) - flzy) _ f(xo) - flaz2) _ [fla2) - flxo) _ o),
T ZTo Zo T i) xT9 X9 i)

tedy g je rostouci na intervalu I N (—oo, zg). Protoze g je v bodé xg spojitd, dostavdme s
vyuzitim vysledku Cvicenf ze g je rostouci na celém 1.

(b) = (c): Necht xy,z9 € I, 71 < z2. Z podminky (b) plyne, Ze plati nasledujici dvé
nerovnosti (dosadime za xg a x nejprve x; a x2 a pak naopak)

f(@2) > f(x1) + f'(z1) (22 — 21)
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f(x1) > f(x2) + f'(z2) (21 — 22).

Sec¢tenim téchto dvou nerovnosti dostavame

flxa) 4 f(z1) > f(21) + flx2) + (f (1) — f(22))(x2 — 21),

coz je ekvivalentni s
0> (f'(z1) = f'(22)) (22 — z1).
Tim dostdvdme, ze f'(x1) < f'(z2). Funkce f’ je rostouci na I.
(¢) = (a): Staci dokdzat platnost vyroku (ii) z Lemmatu Zvolme x1,x9,23 € I,
r1 < x9 < xg libovolné. Uvazujme pomocnou funkei

g(m)zw, xel, x> .
— T

Dokazme, 7e g je rostouci. Necht x € I, x > x1 je libovolné. Pak f splituje na intervalu
[x1, x] predpoklady Lagrangeovy véty, podle niz pak existuje £ € (x1,x) takové, ze

f@) = f@1) = f(O)(z — 1)
Proto plati

f@) (@ —z) = (f(2) = fz1)) _ fl@)(@—a1) = f(O@—21) _ f(x) = (§)

g'(z) = (z — 21)2 - (z — 21)2 T —ax

> 0,

kde posledni nerovnost plyne z toho, Ze £ < z a f’ je rostouci. Z Véty plyne, ze funkce
g je rostouci na intervalu I N (z1,00). Protoze x9,x3 € I N (z1,0) a x9 < x3, dostdvame

g(w2) < g(x3),

jinymi slovy

f(z2) — f(21) - f(z3) — f(x1)

Tro — T r3 — I

Ekvivalence pak vyplyvé z opakovaného vyuziti tranzitivity implikace (viz hypoteticky sy-
logismus z Tabulky |1.8)). O

Poznamka 7.44

(a) Podivejme se na geometricky vyznam tvrzeni z Véty Podminka (b) vlastné zna-
mend, ze tetna ke grafu ryze konvexni funkce lezi pod jejim grafem (a ma s nim
spole¢ny jen ten bod dotyku), viz Obrazek a). Podminka (c) je také dobie pocho-
pitelnd. Rik4, ze pro ryze konvexni funkci f na intervalu I a body z1, 22 € I, 21 < 29
plati ze f'(z1) < f'(z2), tedy, ze s rostoucim x se smérnice tecen ke grafu funkce f
v bodech (z, f(x)) zvétsuji — viz Obrézek [7.7(b). To se d4 chépat tak, Ze se rychlost
zmény funkénich hodnot zvétsuje.

(b) Opét lze vyslovit dudlni tvrzeni k Vété [7.43]i pro ryze konkdvni funkei (v (b) se zméni
nerovnost v opacnou a v (¢) se rostouci zaméni za klesajici). A dokonce lze podobné
tvrzeni fict i pro konvexni a konkdvni funkci (nerovnost v (b) je pak neostrd a v (c)
je f’ pouze monoténni, nikoliv ryze monoténni).
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Yy
! f
f ~
t T
T ‘ T xTo
(a) ,,Graf nad tecnou*. (b) Rostouci smérnice tecen.

Obrazek 7.7: Ekvivalentni podminky ryzi konvexnosti

Véta 7.45. Necht f:R — R md druhou derivaci na intervalu I C D(f). Pak
(a) f je ryze konvexni na I, je-li f"(x) > 0 pro kazdé x € I,
(b) [ je ryze konkdvni na I, je-li f"(x) <0 pro kazdé x € I.

Diikaz. 7 piedpokladu a Véty plyne, Ze f’ je rostouci na I. Z Véty piimo plyne,

ze f je ryze konvexni na I. O
Piiklad 7.46 Urcete intervaly konvexnosti a konkavnosti funkce

f(x)=2®—2% xR

Resend. Plati f'(z) = 322 — 2z, f"(x) = 62 — 2. Pak

1
f"(x) >0 <« z> 3, f"(x) <0 < z <3,
tzn. f je ryze konvexnf na intervalu (1, 00) a ryze konkdvn{ na intervalu (—oo, 1). O

Definice 7.47 Nechf f : R — R, 2o € int D(f). Rekneme, Ze xg je inflexni bod funkce f
(neboli f md v bodé xg inflext), jestlize plati

(i) existuje f'(zo),

(ii) existuje Rs(zo) tak, ze
Vo € Ry (w0) = f(z) < fzo) + f'(z0)(x — x0) &
Vo € R (zo) : f(z) > f(zo) + f'(z0)(z — o),

nebo naopak
Vo € Ry (z0) : f(z) > f(=o) + f'(z0)(z —z0) a
Vz € Rf(zo) : f(z) < f(zo) + f'(z0)(z — zo).

Poznamka 7.48 Podminka (ii) v definice inflexniho bodu vypadd ponékud slozité. M4
ovSem velmi jednoduchy geometricky vyznam. Napft. vyrok

IRs(z0) Vo € Ry (z0) = f(z) < f(wo) + f'(z0)(z — z0)

iiké, ze graf funkce na néjakém levém okoli bodu zg lezi pod tetnou ke grafu funkce f v

bodé (xg, f(xo))-
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Véta 7.49. (nutnd podminka existence inflexe) Necht xq je inflexni bod funkce f: R — R
a existuje f"(xo). Pak f"(xz¢) = 0.

Diikaz. (sporem) Predpoklddejme, ze naopak f”(xg) # 0. Uvazujme piipad f”(zg) > 0
(piipad f”(x¢) < 0 se provede podobné). Pak

o £@) = £'(o)

T—X0 T — X0

>0

a odtud existuje Rs(zp) takové, ze pro viechna x € Rs(xo) plati

f'(@) = f'(x0)

T — X0

> 0.

Odtud plyne, ze je-li z € Rf (o), pak z — 29 > 0 a také f'(z) — f'(z0) > 0 a podobné je-li
z € R} (x0), pak © — g < 0 a také f'(z) — f'(z0) < 0. Tedy

jeli 2,y € Ry (s0), pak ('(y) — F'(z0))(@ — 70) > 0,
jeli 2,y € RE (o), pak (/'(y) — f'(0)) (& — 0) > 0.
Z predpokladu vyplyva spojitost funkce f na celém Us(zp). Uvazujme libovolné = € Rs(xo).

Funkce f proto spliiuje na intervalu s krajnimi body xg, x predpoklady Lagrangeovy véty,
tudiz existuje mezi témito body & € Rs(xp) takové, ze

f(@) = f(xo) = f/(€)(x — x0).-

(7.4)

Odtud plyne, ze
f(x) = [f(zo) — f(w0)(x — x0)] = f(x) = f(x0) — f'(2x0) (2 — 20)
= f'(&)(x — x0) — f'(x0)(x — x0) = (f'(&) = f'(x0))(x — 20) >0,

kde posledni nerovnost plyne z (7.4) a faktu, ze je-li x € R{ (20), je také & € R (o) a
podobne, je-li x € Ry (zg) je také & € Ry (xg). Plati tedy pro viechna x € Rs(xo) a pro
v8echna x € Rs(zo) nerovnost

f(@) > f(zo) + f'(z0)(z — z0),
kterd je ve sporu s predpokladem, ze g je inflexnim bodem funkce f. O

Poznamka 7.50 Funkce f muze mit inflexni body jen v nulovych bodech f” nebo bodech
v nichz druhd derivace neexistuje. Je-li ale f”(xg) = 0 neznamen4d to, ze x¢ je inflexni bod
f, napi. zg = 0, f(z) = 2*. Viimnéte si analogie s lokdlnimi extrémy.

Véta 7.51 (postacujici podminka existence inflexe). Necht f : R — R md na Us(xo) druhou
derivaci. Plati-li

Vo € Ry (o) : f'(z) >0 a VzeRL(z) : f'(z) <0,

nebo
Vo € Ry (z0) : f'(x) <0 a VzeR(z): f'(z)>0,

pak xg je inflexnt bod funkce f.
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Dikaz. V prvnim piipadé je podle Véty m funkce f ryze konvexni na Ry (x9) a ryze
konkdvni na Ry (20). Tedy pro viechna x € R (z¢) plati

f(@) > f(@o) + f'(xo)(z — z0)
a pro viechna z € R} (z¢) plati
f(@) < f(@o) + f'(z0)(z — 0),

tzn. xg je inflexni bod funkce f. O

Véta 7.52 (postacujici podminka existence inflexe). Necht f : R — R md v bodé xq treti
derivaci. Je-li f"(xg) =0, f"(xg) # 0, pak xq je inflexni bod této funkce.

Diikaz. Necht f"(x¢) = 0 a pro uréitost f"”(z¢) > 0. Pak
7 o
)~ ()

T—T0 T — X0

> 0,

tzn. existuje Rs(xo) takové, ze pro véechna = € Rs(x) plati
f"(x)
Tr — X0

Pro kazdé z € R{ (o) plati f”(x) > 0 a pro kazdé = € R (o) plati f”(z) < 0. Z Véty
plyne, ze x¢ je inflexni bod funkce f. O

> 0.

Piiklad 7.53 Najdéte inflexni body funkce
f(z) =2 —62° + 2 +4.
Resend. (podle Veéty [7.51)): Plat{
fl(z) =42® =120+ 1, f"(x) =122% — 12 = 12(z% — 1).

Druhé derivace je tedy kladnd na intervalech (—oo,—1), (1,00) a zdpornd na intervalu
(—1,1). Ke zméné znaménka druhé derivace dochdzi v bodech —1 a 1, tzn. podle Véty
jde o inflexni body.

(podle Véty [7.52): Plati f"”(z) = 24a, tedy f"”(—1) = —24 # 0 a f”(1) = 24 # 0. Podle
Véty [7.52] jsou body —1 a 1 inflexnimi body funkce f. O

Véta 7.54. Necht f:R — R md v xg vlastni nebo nevlastni derivaci #ddu n, n € N. Necht

fl(@o) = f(wo) = ... = f" D(wo) =0,  F(wo) #0.
Pak plati
(i) je-li n sudé a

(a) je-li () (x0) >0, pak f je v g ryze konvexnd,

s

(b) je-li f)(x0) <0, pak f je v xo ryze konkduni,

(ii) je-li n liché, pak f md v xo inflexi.
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7.2.4 Asymptoty

Také néds zajima chovani funkci v hrani¢nich bodech defini¢niho oboru. Konkrétné nés
zajima, jestli se v takovych bodech graf funkce nechova témér linedrné — tedy zda graf
funkce v redukovaném okoli hrani¢nich bodu definiéniho oboru témér splyva s néjakou
primkou — budeme ji fikat asymptota.

Definice 7.55 Ma-li funkce f : R — R v bodé gy € R jednu z jednostrannych limit
nevlastni, pak pfimku v rovnici = zg nazyvame vertikdlni asymptotou funkce f.

Priklad 7.56 Funkce In ma vertikalni asymptotu o rovnici z = 0 (osa y). Déle funkce tg
mé dokonce nekonecné mnozstvi vertikalnich asymptot: majf rovnice x = 5 + km, k € Z.

Definice 7.57 Necht f : R — R je definovéana na intervalu (a,00), kde a € R (resp.
(—00,b), kde b € R). Piimku o rovnici y = kz + ¢ nazyvadme asymptotou (se smérnici)
funkce f v bodé oo (resp. —o0), jestlize

lim [f(2) — (kz +¢)] = 0 (resp- im [f(z) = (kz +q)] = 0) :

Véta 7.58. Primka o rovnici y = kx + q je asymptotou funkce f v bodé oo (resp. —o0)
prdvé tehdy, kdyz existuji vlastni limity

b=t T 0= 1)~ ko)
<resp. k= IEIPOO f(xx), q= xgrzloo[f(m) - k‘:v]) .

Diikaz. Necht pifmka o rovnice y = kx + ¢ je asymptotou funkce f v bodé oo, kde k,q € R,
tzn.

lim [f(z) — (ke + )] =0,

T—300
Pak i .
dim —[f(2) = (kz +q)] =0,
tedy
lim [f(x)—k—q] —0.
T—00 X X
Odtud plyne
lim @ =k
r—0o0 I

7 rovnosti

plyne také
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Y= Y Y=

X

Obrézek 7.8: Graf funkce v2 — 1 se svymi asymptotami.

Necht naopak existuji vlastni limity

k= lim M, ¢ = lim [f(x) — kx].
T—00 I T—00
Pak
Tim [f(2) — (ko + )] = lim [(f(2) ~ ke) —q) =g — g =0,
tzn. y = kx + ¢ je rovnice asymptoty funkce f v bodé oco. O

Poznamka 7.59 Pokud nékterd z limit z Véty neexistuje nebo je nevlastni, pak
asymptota neexistuje.

Priklad 7.60 Urcete asymptoty (pokud existuji) funkce

v bodech +o0o.

Resend. Funkee f je definovdna na mnoziné (—oo, —1] U [1, 00). M4 tedy smysl pokouset se
vySetfit obé asymptoty se smérnici pro x — oo i £ — —oo. Plati

V=1 . 2 -1
k= lim —— = lim \/—5— =1,
T—r00 T T—00 T

2 2
L 5 1)~ e Z —1—x _
Q—mhm (\/1: 1 :U) mhm 7@‘1'1' 0.

Tedy asymptota v bodé oo existuje a je dana rovnici y = x. Dale plati

2_1 2_1
k= lim YT~ lim /T =1,
T——00 T T——00 T
& 2 2
r—1—-z
et 1 2 _ et 1 D —
q IEEHOO( o IJ””) xg@oom_x 0.
Tedy asymptota v bodé —oo existuje a je ddna rovnici y = —z. Graf funkce s asymptotami
lze vidét na Obrazku [7.8 O

Piiklad 7.61 Vysetiete asymptoty funkce z2.
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Resend. Tato funkce je definovana na celém R a mé proto smysl se ptat po asymptotéch se
smeérnici pro x — Fo0. Dostavame

_a?
k= lim — =00
T—00 I
a rovnez )
k= lim — = —o0.
r—00 I
Funkce nema zaddnou asymptotu se smérnici. O

Piiklad 7.62 VysSetiete asymptoty funkce In.
Resend. Tato funkce je definovana na (0, oo) a mé proto smysl se ptat po vertikdlni asymptoté

(ktera existuje a md rovnici = 0) a asymptoté se smérnici pro z — co. Dostdvame

1
k= lim X —0eR,

r—o0 I
coz vypada nadéjné, oviem

¢g= lim (Inz —0-2) = occ.
T—00

Funkce nemad zadnou asymptotu se smérnici. O

Véta 7.63. Necht pro f : R — R existuje vlastni limita

lim f(z) = g (resp. lim f(w)=d>-

T—r00 T—r—00

Pak y = q je rovnice asymptoty funkce f pro x — oo (resp. © — —0).

Dukaz. Podle Véty staCl vypocitat limity

N AC R
r—00 I o0
a
¢ = lim (f(z) =0-z) = lim f(z)=q.
Podle stejné véty je rovnice asymptoty y = q. O

7.2.5 Doporuceny postup vySetieni prubéhu funkce

V této chvili uz zndme vsechny dulezité pojmy potiebné k tomu, abychom si udélali dobrou
predstavu o prubéhu funkce. Prubéh funkce je doporucovan provadét zhruba v nasledujicim
poradi:

1. D(f), parita a periodicita (tim si lze v dalsim uSetfit praci),

2. spojitost f, body nespojitosti a jejich typ, limity v krajnich bodech definiéniho oboru
a nasledné i asymptoty se smérnici a vertikalni asymptoty,
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3. f', D(f’), podle znaménka f’ uréime intervaly monotonie a ndsledné i body lokalnich

extrému (z Véty ,

4. ", D(f"), podle znaménka f” uré¢ime intervaly konvexity /konkavity a ndsledné i body

inflexe (z Véty ,

5. funkéni hodnoty ve vyznaénych bodech (tzn. v bodech lok. extrému a bodech inflexe
— v téch i hodnoty prvni derivace),

6. nacrtnuti grafu funkce f (popt. H(f)).

Priklad 7.64 VySetfete priubéh funkce
2

x2—1

fz) =

Resend. (1): D(f) = R\ {£1}. Bod z = 0 je jediny nulovy bod funkce. Protoze D(f) je
symetrickd mnozina vzhledem k nule, ma smysl ptat se na paritu funkce. Plati

(—1})2 .7:2
f(—fL'): (_:C)Q_l = 2 1 :f<.ili‘) V.’L’ED(f),

tedy funkce f je sudd. Neni lichd ani periodicka.
(2): Funkce je spojitd na intervalech (—oo,—1), (—1,1), (1,00). Funkce mé nespojitosti v
bodech z = —1 a x = 1. Plati

: 2 : z?
lim — =—o0, lim — = 00,
z—=1— g4 —1 z—=1+ 24 — 1
a pirimo ze sudosti funkce lze urcit, ze
. 2 . 2
lim — = 00, lim — = —00.
z—=—1-g% —1 z——1+ 32 -1

Tedy funkce f ma v bodech x = 1, £ = —1 nespojitosti druhého druhu. Navic z hodnot
limit plyne, ze funkce f mé vertikdlni asymptoty x = —1, z = 1.
(3): Plati
2x
, e —
f (.’L’) - (.’L‘2 . 1)27

D(f’) = D(f). Uréime, na jaké mnoziné je funkce rostouci, tj. fesime nerovnici f/(z) > 0,
coZ je
2z

———>5 < 0.
@ =17 °

Tato nerovnice je ekvivalentni s
<0 Az # -1

Funkce je tedy rostouci na intervalech (—oo,—1) a (—1,0), klesajici na (0,1) a (1,00)
(vSimneéme si, ze intervaly monoténnosti a jejich typ souhlasi se sudosti funkce). V bodé
x = 0 je funkce spojitd tedy nabyva v ném ostrého lokalntho maxima, f(0) = 0.
(4): Plati
322 +1
1 — 27
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Obrazek 7.9: Graf funkce ¥

a ziejmé D(f") = D(f). Uréime na jaké mnoziné je funkce konvexni, tj. fesime nerovnici
" (x) >0, coz je

322+ 1
ZW > 0.
To je ekvivalentni s
1
7(;32 BEE >0,
coz se da zjednodusit na
2 —1>0
neboli
|z| > 1.

Funkce je tedy konvexni na intervalech (—oo,—1) a (1,00) a snadno se presvédéime, ze je
konkdvni na intervalu (—1,1). Funkce neméd inflexni body (jediné mozné inflexni body —
vzhledem k nenulovosti druhé derivace — by byly + = 1 a x = —1 — v téch ovSem funkce
neni definovand).

(5): Hleddme asymptotu pro x — oo. Pokud existuje asymptota o rovnici y = kx + ¢, pak

b= tim I g T
T—00 I z—o00 x4 — 1
a
: o a?
1=l k)= ey =t

Tedy y = 1 je rovnice asymptoty funkce pro x — oo. Ze sudosti funkce plyne, ze y = 1 je
rovnice asymptoty funkce i pro x — —oo. Z téchto idaju jiz muzeme snadno nacrtnout graf
funkce — viz Obrazek O

7.3 Globalni (absolutni) extrémy

Castou tlohou byvé vysetieni nejvétsi resp. nejmensi funkéni hodnoty funkce na néjaké
mnoziné — takovym hodnotam fikame globdlni extrémy.
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Definice 7.65 Necht f: R — R, @ # M C D(f). Jestlize existuje xg € M tak, Ze

f(zo) = max{f(x) : x€ M} (f(xo)=min{f(z): =z € M}),

fikdme, ze f nabyva v xg globdlntho mazima (minima) na mnoziné M. Souhrnné hovoiime
o globdlnich extrémech funkce f na M.

Véta 7.66. Necht f: R — R je spojitd na [a,b]. Pak f nabjvd na [a,b] globdlniho extrému
a to bud v bodech lokdlniho extrému nebo v krajnich bodech intervalu |a, b).

Dukaz. Podle Véty nabyvéa funkce obou globédlnich extrému na intervalu [a, b]. Necht
f nabyva v xg € [a,b] globdlniho maxima. Zfejmé pak bud zy = a, o = b nebo zg € (a, b).
Kdyby xg € (a,b), pak s ohledem na Definici jde o bod lokdlniho maxima. Podobné
lze argumentovat pro globalni minimum. O

Poznamka 7.67 M&-li funkce f : R — R (spojitd na intervalu [a,b]) navic derivaci na
(a,b), pak muze svych globalnich extrému nabyt pouze v bodech = = a, x = b nebo ve
stacionarnich bodech. Z toho plyne postup pii hledani globalnich extrému funkci majicich
derivaci: Vypocteme funkéni hodnoty funkce f v bodech x = a, x = b a ve stacionarnich
bodech. Pak uré¢ime jejich nejvétsi a nejmensi hodnotu — to jsou globalni extrémy.
Piiklad 7.68 Z ¢tvercového kartonu o délce strany 18 cm jsou v rozich vyfiznuty ¢tverce
a ze zbytku je sestrojena krabice ve tvaru hranolu. Jak velkd musi byt strana vyfezanych
¢tverct, aby objem vzniklé krabice byl maximalni?

Resent. Necht z je délka jednoho z vyfezanych Gtvercii (viechny tyto vyfezané ctverce jsou
samoziejmé stejné velké). Pak snadno spocitdme, ze objem piislusného hranolu bude roven
¢islu
z(18 — 22)(18 — 2x) = (18 — 2z)*
piicemz pro x plati 0 < x < 9. Definujeme funkci f piedpisem f(x) = 2(18 — 22)? na
intervalu [0,9] a budeme hledat jeji nejvétsi hodnotu (uzavieny interval bereme proto, ze
podle Véty globaln{ maximum uréité existuje). Nepfekvapi nds, ze f(0) =0, f(9) = 0.
Dale
f(z) =12(9 — 2)(3 — x).

Dostédvame stacionarni bod = = 3, f(3) = 432.
Zaveér: Vystiihneme-li étverce o délce stran 3 cm, dosdhneme maximalniho objemu 432 cm?.

O



Kapitola 8

Primitivni funkce

V predchozich kapitolach jsme se kromé jiného dozvédéli, jak k zadané funkci urcit jeji de-
rivaci. Uvazujme opacnou ulohu: Najdéte funkci, jejiz derivace je zadand funkce. Naptiklad,
je-li zadand funkce

f(z) =2z, z€eR,

snadno uhodneme, ze hledanou funkci je
F(z) =2% 2zcR,

protoze F'(x) = f(x) pro vSechna x € R. Viimnéme si, ze feSeni nas{ dlohy nen{ jediné. Je
jim také kazda funkce
Fo(z) =2 +C, zcR,

kde C' je libovolné realné ¢islo.

Nez pujdeme dél, zduraznéme, ze urceni funkce F' neni jen takovd matematickd hiicka.
Tato tloha se ukéaze jako naprosto klicova pro efektivni feSeni praktickych tloh, zejména
ur¢ovani obsahu rovinnych obrazcu ¢ objemu téles. Pomoci ni budeme schopni spocitat
presny obsah ruznych rovinnych obrazcu s ,kiivou hranici“, napf. budeme schopni odvodit
vzorec pro obsah kruhu.

Tato tloha je tak dulezitd, Zze pro jeji feSeni mame nazev: primitivni funkce.

8.1 Definice a zakladni vlastnosti

Definice 8.1 Nechf f,F : R — R, I C R je interval. Rekneme, 7e funkce F je primitivni
k f na intervalu I, jestlize

Veel: F'(z)= f(x).
Poznamka 8.2

(a) Je-li z krajnim bodem intervalu I patiici do tohoto intervalu, pak vyrazem F'(z) se
v Definici [8.1] rozumi piislusnd jednostrannd derivace.

(b) Z Definice okamzité plyne, ze primitivni funkce méa derivaci a je tedy spojitd (na
piislusném intervalu).

(¢) Z Definice také plyne, Ze je-li ' primitivni k f na intervalu I, je F' primitivni k f
také na kazdém podintervalu intervalu I (proc?).

239
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(d) Uvédomme si, ze ,funkce F' je primitivni k funkei f na intervalu I #ikd to samé co
vyrok ,funkce f je derivaci funkce F' na intervalu I“.

Po zavedeni pojmu primitivni funkce ihned vznikne nékolik otdzek:
e Existuje pro kazdou funkci na libovolném intervalu primitivni funkce?
e Pokud existuje, kolik jich je, a jak vypadaji (jak je uréime)?

V nasledujicim ptikladu odpovime na prvni otdzku zdporné.

Priklad 8.3 Funkce sgn nemé na R primitivni funkci (pfesnéji: na zadném intervalu, ktery
obsahuje nulu). Dokazte!

Resend. Neexistence primitivni funkce vlastné plyne z Véty a faktu, ze sgn neni dar-
bouxovskéa. Pokud bychom Darbouxovu vétu neznali, muzeme provést dukaz sporem: Pred-
pokladejme naopak, ze F' : R — R je primitivni funkce k sgn na R, tzn.

F'(z) =sgnz, z€R,

takze F'(z) = 1 pro z > 0 a F’(0) = 0. Podle Pozndmky [8.2b) je F spojitd na celém R.
Také proto funkce F' spliuje predpoklady Lagrangeovy véty na intervalu [0, z] pro libovolné
x > 0. Tedy pro x > 0 existuje &(x) € (0,z) (tzn. £(x) > 0) tak, ze

F(x) = F(0)=F'(¢(x))(x—0)=1 -z ==z.

Pak . 70
F' (0) = lim (z) = F(0) = lim — = lim 1=
z—0+ T z—0+ 2 z—0+
To je ale ve sporu s tim, ze F'| (0) = F'(0) = 0. O

Pozndmka 8.4 Jak se dozvime v kapitole |§| (Vétal9.52), kazdd funkce md primitivnd funkci
na kazZdém intervalu, na kterém je spojitd. Neni proto ndhodou, Ze neexistenci primitivni
funkce k funkci sgn jsme dokézali predevsim kvtli jeji nespojitosti v bodé 0. To ale nezna-
mend, ze nespojita funkce nemuze mit primitivni funkci.

Piiklad 8.5 Uvazujme funkci

F2) z?sin 1, prox € R\ {0},
€Tr) =
0, pro x = 0.

Pak pro = # 0 plati

1 1 1 1 1
F'(z) = 22 sin — + 2” cos — <—2> = 2z sin — — cos —,
x x x x x

2 i 1
. x°sin= . 1
F'(0) = lim L = lim zsin — = 0.
z—0 X z—0 x

Odtud vidime, ze funkce F' je primitivn{ k

fz) =

Qa:sin% — cos%, pro z # 0,
0, prox =0

na R. Pfitom f nent spojitd v bodé 0 (ovéite!). O
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Co se tyce otdzky mnozstvi primitivnich funkci, odpovéd ndm déva nésledujici véta.

Véta 8.6.

(a) Necht F je primitivni k f na intervalu I, C € R. Pak funkce F + C je také primitivni
kfmnal.

(b) Jsou-li F, G primitivni k f na intervalu I, pak F — G je konstantni na I, neboli

ACeR Vel : F(z)=G(z)+C.

Dikaz. ad (a): Uvazujme primitivni funkei F' k f na intervalu I a C' € R je libovolné redlné
¢islo. Pak plati

(F(z)+C) = F'(z)+ 0= F'(z) = f(z) pro viechna x € I,

tzn. F' 4 C je primitivni k f na 1.
ad (b): Uvazujme dvé funkce F, G, které jsou primitivni k f na intervalu I. Oznacme
H=F—-G. Pak

H'(z) = (F(z) — G(z)) = F'(z) = G'(z) = f(z) — f(x) =0 pro viechna z € I.

Dokazme, ze H je konstantni na I. Nechf x,% € I, x < & jsou libovolné. Protoze H spliiuje
na intervalu [z, Z] predpoklady Lagrangeovy véty, pak podle ni existuje £ € (x, &) tak, ze

H(a") — H(z) = H'(§)(Z — ) =0,

kde jsme vyuzili faktu, ze H ma na I nulovou derivaci. Tedy H(x) = H(Z) pro libovolnou
dvojici bodu x,Z € I, coz znamend, ze H je konstantni funkce na I. O

Odtud dostavame téméf tiplnou odpovéd na otdzku mnozstvi primitivnich funkef a jejich
predpisu.

Dausledek 8.7. Md-li funkce f na intervalu I primitivnt funkci F', pak kazZdd dalsi primitivni
funkce k f na I md predpis

Fez)=F(z)+C, xz€l,

kde C € R (Fikdme, Ze libovolné dvé primitivni funkce k téze funkci na tomtéz intervalu jsou
stejné az na aditivni konstantu).

Vzhledem k Dusledku B.7 mé dand funkce na daném intervalu nekoneéné mnozstvi
primitivnich funkei (a nebo nema zadnou primitivni funkei). Pro mnozinu vsech primitivnich
funkci mame néazev: neurcity integrdl.

Poznamka 8.8

(a) V dukazu Véty [B.6[b) jsme potfebovali, aby I byl interval. Tento piedpoklad nelze
vynechat. Uvazujme mnozinu I = (0,1)U(1,2) (nejde o interval) a dvé funkce na této
mnoziné definované:
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Vidime, ze F'(z) = G'(z) = 0 pro vSechna z € I. Vidime, Ze obé funkce maji stejnou
derivaci (tedy F' a G jsou primitivni k nulové funkci na obou intervalech (0, 1) a (1, 2)).
Jejich rozdil ale neni konstantni funkce! Z toho divodu primitivni funkce definujeme
pouze na intervalech.

Z Dusledku plyne, Ze mnozina primitivnich funkei k f na I je bud prézdnd nebo
nekone¢na. V druhém pripadé jde pak o mnozinu

{FC;CER}a

nazyvame ji neurcitym integrdlem funkce f a znacime ji

/f(a;) dz.

Protoze neurcity integrél je mnozina funkci lisicich se o aditivni konstantu, zndme-li
jednu z primitivnich funkei (kteroukoliv) zndme pak i cely neurcity integral. Proto se
pro jednoduchost zapisu vzilo stejnym symbolem oznacovat také jednu z primitivnich
funkei. Jesté jednou: symbol

[ faas

budeme pouzivat pro oznaceni jedné z primitivnich funkci k funkci f na daném inter-
valu.

Predpis primitivni funkce sta¢i urc¢ovat pouze na otevieném intervalu. Totiz, je-li
napiiklad funkce F' primitivn{ funkei k funkci f na otevieném intervalu (a,b) a vime,
ze funkce f mé primitivni funkci dokonce na celém intervalu [a,b], pak vzhledem
k Poznédmce [B.2(b) musi byt tato primitivni funkce spojitd na celém [a,b]. Odtud
plyne, ze funkce

F(x) pro z € (a,b),
R = { Jim P o=

lim F(z) prox=1b

r—b—

je primitivni k f na [a, b]. Struéné feceno, najdeme-li predpis primitivni funkce pouze
na otevieném intervalu (a,b) (a vime, Ze tato existuje na celém [a, b)), staci ji spojité
dodefinovat na [a, b].

Procesu hledani primitivni funkce rikame integrace.

Zakladni metody integrace

Jak ke konkrétni funkci na konkrétnim intervalu nalézt primitivni funkci? Neni to uz tak
jednoduché jako nalézt derivaci funkce. Jde vlastné o inverzni proces k derivovani. Nagi
cestu k hledani primitivnich funkci rozdélime do nékolika fézi. Postupné si ukazeme jak
integrovat

nékteré elementarni funkce,

soucet, rozdil funkci a nasobek funkce a konstanty,
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e soucin funkeci,
e slozenou funkci.

Bohuzel na posledni dva ptipady nebudeme mit k dispozici tak jednoduché postupy jako
tomu bylo u derivovéni.

Nejprve naleznéme primitivni funkce k vybranym elementarnim funkceim — to provedeme
s pomoci vzorcu pro derivovani. V nésledujici piikladech ukdzeme par odvozeni.

Priklad 8.9 Naleznéte vsechny primitivni funkce k nulové funkci na intervalu R.
Reseni. Vime, ze
(0) = 0.
Podle Dusledku [8.7] plat{
/ 0dz=C, CeR. O

Piiklad 8.10 Naleznéte vSechny primitivn{ funkce k funkci
flx)=1, zeR

na R.

Resend. 7 tabulky derivaci elementarnich funkei snadno zjistime
() =1, z€R

Proto podle Dusledku [8.7) dostdvame

/1d$:x+C, C eR.

Poznamenejme, ze misto [ 1dx se Casto zkrdcené piSe jen [ dz. O
Priklad 8.11 Naleznéte vSechny primitivni funkce k funkci

", reR,
kde n € N.

Resend. Z¥ejmé plati
(") = (n+1)2", VreR

J;nJrl /
( +1> =z", VreR
n

a snadno uhddneme, ze

Podle Disledku [8.7] tedy plati
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Piiklad 8.12 Naleznéte vSechny primitivni funkce k funkci
%, 1z € (0,00),
kde a € R.

Resent. Inspirovani Pifkladem snadno uhadneme, ze

xa+1 / N
(a+1> -t

pro kazdé x > 0 a o # —1. Pro nékteré hodnoty parametru « je interval, na kterém
dostdvdme primitivni{ funkei §irsf, viz Pozndmku [1.52{iv). Pro a # —1 je

ma+1
/x“dw— +C, CeR
a+1

na kazdém intervalu, ktery je podmnozinou defini¢ntho oboru funkce .

Podivejme se na piipad @ = —1. Mdme najit primitivni funkci k funkei 1/x. Jelikoz jeji
defini¢ni obor nen{ interval, musime hledat primitivni funkei k této funkci zvlast na intervalu
(—00,0) a na intervalu (0, 00). Opét pohled do tabulky derivaci elementdrnich funkci nam
prozradi, ze

1
(Inz) = -, Vz € (0,00).
x
Tedy podle Disledku [8.7] méme

/1dx:lnaz—|—C’, CeR
T

na intervalu (0, 00).
Ted se podivdme na primitivn{ funkci na intervalu (—oo,0). Plat{

(In(~2))' = —(~1) = -

~, Ve (—00,0
— — Yz € (=00,0),

tedy podle Véty mame
1
/dx:ln(—x)—l—c, CeR
x

na intervalu (—oo,0).
Dohromady piseme

/x_ldx:ln]xH—C, C eR,

a chapeme takto: Funkce s predpisem In|x| + C je primitioni k funkei x~! na intervalech

C_OOJD a(O,oo). ()
Piiklad 8.13 Naleznéte vSechny primitivn{ funkce k funkci

a®, T €eR,

kdea>0aa # 1.
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Reseni. 7 tabulky derivaci elementérnich funkei snadno zjistime, ze
(@®) =a®”lna, VreR.

Protoze In a je nenulové konstanta, pak

T /
(a) =a*, VreR.
Ina

Odtud a z Dusledku [8.7] plyne, ze

/awdz‘:aJrC, C eR.
Ina

O

Priklad 8.14 Naleznéte vSechny primitivni funkce k funkci

sinz, ze€R.
Resend. Opét z tabulky derivaci elementarnich funkef snadno zjistime, ze
(cosz) = —sinz, VreR.
Odtud
(—cosz) = —(—sinz) =sinz, VreR,
tedy podle Dusledku plati
/sinxdzv =—cosx+C, CeR.
Podobné uréime piedpis primitivni funkce k funkci kosinus na R. O

Poznamka 8.15 Podobné miizeme odvodit ¢ uhadnout predpisy primitivnich funkei k nékterym
dalsim elementdrnim funkcim (kontrolu lze provést pouhym zderivovanim):

1. [0dz=C, 10. f\/%:arcsinxjtc,
2. [z*dx = ::11 +C,proa e R a# 11. mgdj_’l = arctgz + C,
_17

12. [shazdz =chz +C,

3. [a7ldz =In|z| + C,
13. [chazdz =shz+C,
4. Tdx = x—|—C,
Jetduv=e 14. fs}‘ljf = —cotghz + C,

5. [a®dxr =+ C,proa >0, a#1,
/ foa 15. fch2 — tgha + C,
6. [coszdx =sinz+ C,
16. =In(z +Vva?+1)+C,
7. [sinzdz = —cosz + C, / v 2+
dz 1. |1+
8. COSQ =tgx +C, 17. 1_fc2—§ln‘ﬁ

9. [-d2 — _cotgz +C, 18. fJ}'((j; dz =In|f(z)| + C,

s~ x
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19. [ flaz +b)dz = 1F(az 4+ b) + C, jellia,beR, [ f(z)de = F(x),

Jsou zde uvedeny predpisy primitivnich funkeci na takovych intervalech, na kterych jsou
integrované funkce definované.

Pochopitelné se setkame i s potfebou najit primitivni funkce k dal§im funkcim. Potfebujeme
k tomu znét dalsi vlastnosti primitivnich funkei a metody jejich vypoctu. Jak uvidime, najit
primitivni funkci nebude tak pfimocaré jako najit derivaci funkce.

Véta 8.16 (linearita integrace). Necht f,g9,F,G : R — R, F, G jsou primitivni k f, g na
intervalu I a o, € R. Pak oF + BG je primitivni k af + Bg na I, neboli

[as@)+ 9@ do=a [ fiz)dz+5 [ g(o)da.

Dukaz. Tvrzeni véty snadno plyne z linearity derivace. Totiz, za uvedenych ptredpokladu
snadno pomoci Dusledku dostavame

(aF(z) + BG(z)) = aF'(z) + BG'(z) = af(x) + Bg(x) pro viechna x € I,

tedy podle definice je aF' + G primitivni k af + Sg na I. O

Matematickou indukci snadno dokazeme nésledujici vétu.

Véta 8.17. Necht fi,...,fn, F1,...,F, : R — R, Fy,...,F, jsou po fadé primitivni
k fi,..., fn na intervalu I, c1,...,¢c, € R, n € N. Pak c1F1 + ... + ¢, F,, je primitivni
kcifi+...+cnfn nal, neboli

/clfl(a:)+...+cnfn(:c)da::cl/fl(x)dz+...—|—cn/fn(az)dx.

Ukazme si jeji pouziti.
Piiklad 8.18 Urcete predpis funkce

/(1 + 522 — 323) d.

Regend. Plat{

3 4
/(1+5x23x3)dx:/1dx+5/:p2dx3/x3d1;:g;+5§3Z+C

na R, C € R, kde jsme prvni rovnost dostali z Véty a druhou rovnost z Pozndmky
(vzorec ¢islo 2). O

Jak je to s integraci sou¢inu funkci? Na vypocet primitivni funkce souc¢inu dvou funkei
bohuzel vzorec neexistuje. Mtzeme si ale pomoci nasledujici ivahou: Uvazujme dvé funkce
u,v : R — R majici na intervalu I derivace v/, v’. Pak

(uw) =v'v 4w’ nal,
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tzn. wv je primitivni k funkei w'v + wv’, coz muzeme zapsat jako (budeme vynechévat
argumenty x)

uv = /(u’v +uv') da.

uv:/u’vdzx+/uv'dx
/uv'dx:uv—/u’vdx.

Posledni rovnost iikd, ze rozdil funkce uv a primitivni funkce k funkci u/v je primitivni k
funkei wv’, ¥kdme ji metoda integrace per partes (po édstech). Zformulujme tento poznatek
v nasledujici véte.

Podle Véty pak

a tedy

Véta 8.19. (integrace per partes) Necht u,v : R — R maji na intervalu I derivace v, v'.

Je-li F: R — R primitivnd k v'v na I, pak uv — F je primitivni k uv' na I, neboli

Diikaz. Plati (wv — F) =v'v +uwv' — F' = v/v 4w’ —v/v = wv’ na I. O

Podivame-li se na tento ,vzorec“, vidime, Ze neni uplné takovy, jak bychom si prali.
Pouze prevadi problém nalezeni primitivni funkce k funkci wv’ na problém nalezeni pri-
mitivni funkce k funkci v'v. Pokud Vétu pouzijeme bez premysleni, muZeme naopak
vypocet zhorsit (takzvané z louze pod okap), viz Priklad (a).

Piiklad 8.20 Vypoctéte
(a) /xex dz, (d) /$k In" z dex, (g) /ex sinz dz,

) [ Palajer s, @ [meds o [

(c) /Pn(:c) cos z dz, () /Pn(a:) arctg z dx,

kde k,n € N, P, je polynom stupné n € N, a € R, a > 0.

Resend. ad (a): Jde o nalezeni primitivni funkce k funkci ve tvaru sou¢inu. Metoda integrace
per partes nam diva na vybér — jednu funkci polozime jako funkci w a druhou jako v'.
Nevhodnou volbou muzeme situaci jesté zhorsit. Ukazme nejprve nevhodnou volbu: Zvolime

Pak u/(z) = e® a napi. v(z) = 2%/2 (nebo v(z) = 22/2 + C, kde C je jakdkoliv vhodn4
konstanta — my jsme vzali C' = 0). Vypocet zapisujeme takto

T / T 2 2
u=¢e* u =e x T

zedr = | 2| =—=e"— | —e"da.
v=x v=7F 2 2
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VVVVVV

nyni spravnou volbu funkef u a v':

_ r_
/xeﬂ’dm: [u—x v _1} :xem—/erdx:xex—em+0, C eR.

vVV=e" v=2¢"

Zaklad uspéchu spocival v tom, zZe jsme u a v’ volili tak, abychom jiz byli schopni primitivni

funkci k v/v uréit, nebo alespoin abychom situaci zjednodusili.

ad (b): Uvaha je podobna jako v pfedchozim pfipadé. Spravnd volba je takova, Ze bu-

deme derivovat polynom P,, protoze bychom méli védét, ze derivace polynomu je polynom

o jednicku nizsiho stupné. Tedy
/Pn(x)ex qo o 0= Py,(z) u' = P)(z) =: Py—1(x)

v = e’

e’ v =
= P,(x)e" — /Pn_l(:v)ex dz,

kde P,_1 je polynom stupné n — 1. Stojime tedy pfed podobnym problémem, ktery také
podobné vyiesime — opét metodou per partes. Zvolime u = P,_1 a v = e*. Tento po-
stup opakujeme, az zderivujeme polynom na konstantu. V té chvili stac¢i pouzit Vétu [8.16]
a vzorec 4 z Pozndmky

ad (c): Opét volime metodu per partes. Derivovat budeme polynom, integrovat budeme
kosinus, tzn. u = P,, v' = cos. Problém pfevedeme na 1lohu hled4dni primitivni funkce

/ P! (z)sinz dx.

To zase TreSime metodou integrace per partes tak, abychom snizovali derivovanim stupen
polynomu, tzn. derivujeme polynom, integrujeme sinus.

ad (d): Zde vidime opét funkei ve tvaru soucinu. Protoze funkei In"™ z integrovat neumime,
budeme muset zvolit konfiguraci u(z) = In" z a v'(z) = z¥. Plati

n—1
u=In"x o ="z 2 n" g n _
2 In" zde = , f K| = — ¥ In" ! 2 de.

Jestlize n = 1, pak vypocet kon¢ime pouzitim vzorce 2 z Pozndmky Pokud n > 1,
opakujeme nas postup do té doby nez snizime mocninu logaritmu na nulu a muzeme pouzit
vzorec 2 z Pozndmky

ad (e): Jde vlastné o funkci, jejiz funkéni predpis bychom ocekédvali v zakladni tabulce
vzorcu. Bohuzel neni tak jednoduché predpis uhddnout. Ulohu vyTesime metodou per partes.
Nage tivaha spoc¢iva v tom, Ze se na Inz muzeme divat jako na soucin 1 - Inz. Mame tedy

/lnxdx:

ad (f): Pokud mame vyftesit tento piiklad metodou integrace per partes, budeme muset volit
za u funkci arctg, protoze v opacném piipadé bychom museli zjistit jeji primitivni funkci,
coz v této chvili neumime. Nutné tedy

u=Inz =1
X
V=1 v==x

:xlnx—/ldx::vln:v—a:—l—a

= r— 1
u = arctgx (Al e

/Pn(x) arctgz dr = v' = Py(z) v=[Py(z)de = Pui1(2)

P,
= Pyy1(z) arctgz — / 1”:_1;:2) dz,
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kde P, 11 je polynom stupné n+1. Funkci P, 11(z)/(14+22) budeme integrovat tak, e nejprve
provedeme podil (s piipadnym zbytkem). Vysledek je tedy prim. funkce k polynomu (ktery
hravé zintegrujeme — viz Ptiklad [8.18]) a zbytek, coz je obecné

/A:L'+B
———dz,
1+ 2

kde A, B € R jsou néjaké konkrétni konstanty. Tento vyraz upravime s vyuzitim Véty

na
Az + B T dx
— _—dz=A4 d B | ——.
/1+a:2 o /1+x2 T /1+x2

Uhddnutim nebo s pomoci 1. véty o substituci (o ni jsme jesté nemluvili, je to Véta [8.21))
mame

T 1 9

a predpis druhé primitivni funkce vidime hned ze vzorce ¢islo 11 z Poznamky

ad (g): Podivame-li se na pfedchozi piiklady, budeme chvili vdhat, nez u¢inime konkrétni
volbu. Derivovanim i integrovanim funkce exponencidlni dostdvame ji samotnou a deri-
vovanim i integrovanim funkce sinus budeme poidd dostdvat plus/minus funkci sinus a ko-
sinus. Takze to vypadd, ze by se nas vypocet dostal do nekonecéné smycky, ze které reSeni
neziskame. Tato primitivni funkce se hledd opakovanym pouzitim metody integrace per par-
tes a to tak, ze v obou piipadech se za funkci u vezme goniometricka (sinus nebo kosinus)
a za v’ se vezme exponencialni (nebo presné naopak). Plat{ tedy

/e‘”sinwdaﬁ =

u=cosxr u =—sinzx
v =e" v=¢e"

uw=sinx u =cosz

;. . | =e"sinx — [ e’ cosxdr
vV =e v=e

=¢e*sinz — e¥ cosT — /em sin x dx
Dostali jsme tedy rovnost
/exsinxdx =e"sinz — e¥cosz — /exsinxdx.

K obéma strandm této rovnosti pricteme [e”sinzdz a podélime ji dvéma. Je potfeba
piipomenout, ze symbol [e®sinzdxz je jen jedna z primitivnich funkef k funkei e”sinz,
tzn. na levé a na pravé strané muze tento symbol znamenat jinou funkci! Nastésti to nevadi
(proc?). Dostavame kyzeny vysledek

. e’ .
/e‘” sinzdr = 5(smx —cosx).

ad (h): Podobné jako v piikladu (e) si integrovanou funkci predstavime jako vyndsobenou
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jednickou, tzn.
dx
Fu(a)= [ ——s =
(z) / (22 + a?)"
_ T 49 / 2 dz
T @rad)r ") @y et

2 2 2
T r“+a° —a
T @2+ a2)n +2n/ (22 + a2)nH dz

u= (22 +a®>)™ o = -—n(2®+a?) " 122
v =1 v=2x

T 49 / dz 9 2/ dx
= n | ———— —2na —
(22 + a2)n (22 + a2)n (22 + a?)nt1
x
Po uprave dostavame rekurentni vzorec
T 1 1
ﬂ“wzmwwwﬁw+&0_%)ﬂ@

pro vSechna n € N. Mame-li tedy vypocitat Fy(z) aplikujeme pro n = 3 ziskany vzorec,
kde se na pravé strané objevi oviem F3(z). Na to aplikujeme stejny vzorec ale pro n = 2.
Takto postupujeme az do chvile, kdy se ndm vyskytuje na pravé strané Fj(z), tzn. zbyvé

jesteé urcit
dx
F = | —.
() / x2 + a?
Pomoci 1. véty o substituci (viz déle Piiklad [8.23(c)) zjistime, ze
1
Fi(x) = — arctg L O
a a

Také bychom radi integrovali slozené funkce. Podobné jako tomu bylo u sou¢inu, zadny
jednoduchy vzorec neexistuje. Budeme mit k dispozici tzv. dvé véty o substituci.

Véta 8.21 (1. véta o substituci). Necht F je primitivni funkce k funkci f na intervalu
I CR, ¢:R — R md na intervalu J C R derivaci a p(J) C I. Pak F o ¢ je primitivnd
k(fop): ¢ naJ neboli

, x€J
t=p(x)

[ He@)e@ = [ foa

Duikaz. Predpokladame, ze
F'(t)=f(t) Vvtel.

Z predpokladu ¢(J) C I plyne, ze F oy a f oy jsou definované na celém intervalu J. Podle
véty o derivaci slozené funkce plati

(F o) (x) =F'(ex)¢(z) = fp(x))g'(x) Vel

Tim je dokdzéno, ze F o ¢ je primitivn{ k funkei (f o ¢) - ¢’ na I, neboli

[ et @de = Fetw), we -
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Poznamka 8.22

e Ve Véte je z praktickych duvodu vyhodnéjsi misto F psdt [ f(¢)dt (bohuzel se
zde nevyhneme zépisu jeji proménné, kterou jsme oznacili jako t). Nésledné funkéni
hodnotu funkce F' v bodé ¢(z) (tzn. vyraz F(p(x))) zapisujeme symbolem

JEGL

e Vzorce 18 a 19 z Poznamky lze odvodit pomoci Véty ale ovérit jejich platnost

Ize prostym zderivovanim.

t=p(x)

Piiklad 8.23 Naleznéte funkéni predpisy primitivnich funkci

(a) /xer dz, (b) /cos2xdx, (c) /:L‘Q(—ii—xaQ’

kde a € R, a > 0.

Reseni. ad (a): Vidime, ze integrovand funkce je ve tvaru soucinu, takze zacdtecnik by
pravdépodobné nejdiive sdhl po metodé integrace per partes (zkuste to). Spravnou volbou
v tomto piipadé je ale véta o substituci (Véta [8.21f). Polozme

f)=e, teI=R, o¢x)=—2* zcJ=R.

V tom ptipadé
Flo(@)g (z) = e (—22) = —22z¢ %", z € R,

coz ale neni presné funkce, k niz hledame primitivni funkci. To ale nemusi byt diky Vété
zddny problém. Plat{ totiz

Podle vzorce 4 z Poznamky plati

1
—2/etdt

a kone¢né mame vysledek. Takto rozvlaénym zpusobem ovSem nepocitame. Tento vypocet
by spis ve sbirce feSenych piikladu vypadal néjak takto

2
2, | t=-—c
/xe dx_‘dt:—Qazdx

Ve skutecnosti jde o velmi jednoduchy ptiklad, ktery by jiz mél trénovany student vypocitat
trividlné, tzn. feSeni by mél uhadnout.

t=—x2 t=—x2

1 1 1
= —Q/tht = —iet +C = —ie_r2 +C
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ad (b): Slo by pouzit metodu integrace per partes, ale rychlejsi bude pouziti prvni véty
o substituci. Pouze je tfeba si pamatovat goniometricky vzorecek

Va eR : cos2a:w.

Muzeme tedy psét

1 1 1
/COSQ.%'dx:2/(1+C052x):2/1d1‘+2/00821‘dx.

Prvni primitivni funkci vypoéteme okamzité ze vzorecku 2 z Poznamky a na vypocet
toho druhého pouzijeme prvni vétu o substituci. Nasleduje jen zkraceny zapis vypoctu:

t=2x
/cosde:c— ’dt:de

_1 2 2d—1 tdt—l't—1'2
=5 [ cos2z T =75 [ cos = g sint = Zsin2z.

Dohromady tedy méame
1 1
/COSQ.%dl‘ = 517 + Zsin2x + C,

kde C' € R je libovolné konstanta.

ad (c): Integrovand funkce by ndm mohla pfipominat vzorec 11 z Poznamky tzn.
vysledkem by byl néjaky arkustangens. To nam ale komplikuje parametr a. Radi bychom
meéli misto néj jednicku. Neni nic jednodussiho, nez konstantu vytknout ptred integracéni

znameni, plati totiz
/ dr 1 dx
22 +a?>  a? % +1

Na prvni pohled se muze jevit, Ze jsme si moc nepomohli. Ale plati

=00
a? al ’

Plati

/ dz _1/ dz _la/ Ldx _1/ dt
2 +a2 a2 %+1_a21 (%)2+1_a 2 +1

1 1
= —arctgt+ C = farctgf—kC’.
a a a

O

Poznamka 8.24 Pii meditovani nad nejvhodnéjsim (nebo alespon spravnym) zpusobem
fesenf Prikladu [8.23|(a) nds mohla napadnout metoda integrace per partes (asi pro u(z) =
ey (z) = x), ale to se ukaze jako slepa ulicka. Pfi uvahach nad pouzitim véty o substituci
je potreba mit tip na funkci ¢. Zde to je celkem jednoduché, témér se to nabizi:

p(r) = —a7,
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a to proto, ze pak se vyraz e’ zjednodusi na ef. To ale jesté neznamend, ze substituci
lze tispésné pouzit. Jeji pouziti je umoznéno tim, ze ¢'(x) = —2x se vyskytuje v integro-
vané funkci (az na multiplikativni konstantu —2, tu lze libovolné vytykat pied integracni
znameni). Napf. na celkem nevinné vyhlizejici priklad

/ e dz

zminénou substituci nelze ispésné pouzit — pravé proto, ze tam neni vyraz ¢'(x) (pro p(z) =

2 Ty L, e e, . . . . .
—1z%). Dokonce bylo dokdzano, ze jeji primitivni funkce (ackoliv existuje) se nedd zapsat
pomoci elementdrnich funkci. Tedy hleddni predpisu takovéto funkce je predem odsouzeno
k netspéchu. Mimochodem, tento priklad je péknou ukazkou krasy matematiky. Vime, ze
funkce existuje, prestoze nejsme schopni najit jeji funkéni predpis (a dokonce vime, ze to ani
nejde). Funkéni hodnoty této funkce 1ze pak pocitat analyticko-numerickymi ¢i numerickymi
metodami.

Véta 8.25 (2. véta o substituci). Nechf f: R — R je definovdna na intervalu I; ¢ : R — R
md na intervalu J derivaci takovou, Ze pro viechna x € J plati ¢'(z) #0 a o(J) = I. Je-li
F : R — R primitivni k funkci (f o p)¢’ na J, pak F o o~! je primitivni k funkci f na
intervalu I, neboli

[ 1@ = [ rem)e o

t=p~1(z)

Diikaz. Podle Darbouxovy véty (Véta je ¢’ darbouxovska na J. To spolu s faktem, ze
¢’ nemé nulovy bod implikuje, Ze je bud’ ¢’ kladnd na J nebo je to zdpornd funkce na J.
Tedy podle Véty funkce ¢ je bud rostouci na .J nebo klesajici na J. V obou pifpadech
je na J prosta. Protoze navic ¢(J) = I, existuje inverzni funkce ¢! takova, ze D(p~1) = I
a H(¢~ ') = J. Podle predpokladu pro viechna ¢ € .J plati

F'(t) = fle(t)#'(?).
Pak pro kazdé = € I plati

o —1y/ ) = /e —1 ) - 1
(Fop™)(z) =F(¢ (x)) 1@
_ 1) - o L))t
= flele™ (2)) - ¢ (¢ (2)) o) f(@),
kde jsme vyuzili vétu o derivaci inverzni funkce (Véta . O

Podobné jako v tvrzeni Véty znaci-li F primitivni funkei k (f o ) - ¢/, pak vyraz
F(p~1()) zapisujeme symbolem

/ F((t)' (1) dt

t=p~! ()

Prakticky to znamend, ze nejprve spocitdme funkéni predpis [ f(¢(t))¢’(t) dt a poté viechny
vyskyty symbolu ¢ nahradime vyrazem o~ !(z).
Priklad 8.26 Vypoctéte primitivni funkci

/ V122 da.
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Resent. Tento pifklad lze fesit i metodou integrace per partes — zkuste to (ndvod: pouzijte
znamou fintu v'(z) = 1). My si na ném ale ukdzeme pouziti druhé véty o substituci. To jiz
vyzaduje vice premysleni a opatrnosti, nez tomu bylo u véty prvni. Nejprve zjistéme defini¢ni
obor integrované funkce. To je zfejmé interval [—1, 1]. Ale staci hledat tuto primitivni funkei
pouze na otevieném intervalu (—1,1), viz Pozndmku [8.2(d). Pouzijeme tedy Vétu

pricemz
flx)=vV1-2% xel=(-1,1).

Zbyva vyfesit otdzku, jak zvolime funkci . U prvni véty o substituci jsme moc moznosti
volby neméli — bylo to dano tim, ze se tato funkce vyskytovala v integrované funkci. Nyni
se ale v vyskytuje napravo, tzn. volime si ji sami. A to tak, aby se situace zjednodusila —
podobné jako u integrace per partes! V tomto pripadé je vhodné zvolit
. T
o(t) =sint, teJ= (—5, 5) .
Oveéime ale nejprve, ze Véta tuto volbu vubec pripousti. Evidentné ¢'(t) = cost >
0, t € (—m/2,7/2) a ¢ zobrazuje interval J na interval I, viz Obrazek Zde je pékné

X

¥
1

ol

I

Obrézek 8.1: Graf funkce ¢ z Piikladu
vidét, ze nelze uvazovat tuto substituci na celém intervalu [—1,1]. Podle Véty tedy

plati
/\/1 —z2dx = / V1 —sin?tcostdt,

kde na pravé strané po vyjadieni predpisu primitivni funkce dosadime misto proménné ¢
vyraz ¢~ !(x), v tomto piipadé arcsinz. Nyni hledejme primitivni funkci k v/1 — sin ¢ cos t
na intervalu (—m/2,7/2). Protoze pro t € (—m/2,7/2) plati cost > 0, muzeme upravit

/\/ 1 —sin®tcostdt = /\/cos2tcostdt = / | cost|costdt = /cothdt.
Z Prikladu [8.23(b) jiz vime, ze
) 11,
cos“tdt = —t+ —sin2t 4+ C,
2 4
kde C' € R je libovolné konstanta. Po dosazeni ¢t = arcsin x dostavame

1 1
/ V1—2?2dz = 3 arcsinz + 1 sin(2arcsinz) + C,

coz ale neni zrovna nejjednodussi predpis. Muzeme vyraz zjednodusit, protoze pro vSechna
t € (—n/2,m/2) plati

sin 2t = 2sintcost = 2sintVcos?t = 2sint\/ 1 — sin? t.
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Po dosazeni t = arcsin x nyni dostdvame (téméf) koneény vysledek

1 1
/\/1—x2dfc:2arcsin:r:+2m\/l—a:2+0.

Nekomentovany vypocet primitivni funkce by asi vypadal takto:

2.v.0s.
T =sint
/\/1—a:2dx: dx = costdt :/\/1—sin2tcostdt:/\/cos2tcostdt
te(—n/2,m/2)

t = arcsinx

1
:/]cost]costdt:/cos2tdt:2/(1+cos2t)dt

1 1 1 1
:7t+zsin2t+0:§t+§sint\/1—sin2t—i—(§'

2
1 1
=3 arcsinx + 5:13\/ 1—224C,

kde C' € R je libovolna konstanta. Dodejme, Ze jsme primitivni funkci hledali pouze na
intervalu (—1,1). Nalezeny predpis mé ale smysl na celém [—1,1], a je to predpis spojité
funkce (opét na tomto intervalu). Nalezli jsme tedy soucasné i predpis primitivni funkce na
celém intervalu [—1,1]. O

P1i pouziti 2. véty o substituci nemusime vzdy najit primitivni funkci na zddaném inter-
valu. Jak uvidime v nékterych piikladech, pomoci zminéné véty o substituci jsme schopni
nalézt primitivni funkci na dvou intervalech (a, ¢) a (¢, b), pfitom bychom rédi nasli predpis
primitivni funkce na (a,b) (pokud navic vime, ze takova funkce vubec existuje). S timto
problémem se setkdme v Piikladu a obecné tvrzeni si zformulujeme ve Vété [8:28]

Piiklad 8.27 Vypoctéte primitivni funkeci
3
/ 3& dx.
Va? +1

Resend. Je vidét, ze integrovand funkce je definovang a spojitd na celém R. Podle Pozndmky
kazda funkce, ktera je na daném intervalu spojitd, ma na ném primitivni funkci. Uloha
tedy zni nalézt primitivni funkci k zadané funkci na celém R. Zkusime druhou vétu o sub-
stituci. Samoziejmé polozime

WV
N RN

Jako vyhodna by se mohla jevit substituce

f(x) rel=R.

o(t) =13, teJ=R,

protoze po dosazeni se tloha zjednodusi (zbavime se téch odmocnin) a navic p(R) = R.
Maéme ovSem jeden problém a to s nenulovosti derivace, totiz

'(t) =3t teR,
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kde ¢'(t) = 0 pravé pro t = 0. Definiéni obor funkce ¢ proto rozdélime na dva intervaly
J1 = (—00,0) a Jy = (0,00). Pritom

I =p(J1) =(—00,0) a Iy=p(J2)=(0,00).

Druhou vétu o substituci tedy pouzijeme dvakrat: pro stejny predpis funkce ¢ ale dva razné
intervaly I; a Is. Nejprve tedy hledejme primitivni funkci na intervalu ;. Mame

2.v.0s.
3
3 r=t 3
t t
va?+1 teJy = (—00,0) * +
= Y

Mame integrovat racionalni funkci. Obecny postup integrace takovych funkei si ukazeme az
v dalsi kapitole. V tomto jednoduchém piikladé se bez néj ale obejdeme. Podélime polynom
polynomem, coz lze realizovat i nasledujici upravou:

2 B4t—t 1) —t t

2+1  £2+1 241 241"

3/t3dt—3/tdt—3/tdt
24+1 2417

Na vypocet prvni primitivni funkce pouzijeme vzorecek 2 z Poznamky a na druhou 1.
vétu o substituci, konkrétné substituci s = t> + 1 a to proto, ze ds = 2tdt. Proto médme

l.v.os.
t 1 2t 1 /1 1 1
/ dt =|s=t>+1 :/ dt:/d8:21n|s|:2ln(t2—|—1)
s

2 2
t“+1 ds — 2t dt 2) t=+1 2

Daéle

(absolutni hodnotu v argumentu logaritmu jsme vynechali, protoze t> +1 > 0). Dohromady
dostavame

2.v.0S.
Iz z =4 3, 3 3 3
Vat+1 teJy = (—00,0)
t= Yz

Uréili jsme tedy primitivni funkci na intervalu I7. Naleznéme ji nyni na intervalu Is. Pohled
na predchozi vypocet ndm ovSem prozradi, ze jsme nikde nevyuzili faktu, ze hleddme pri-
mitivni funkci na tom ¢ onom intervalu. Vypocet bude tedy tplné stejny a tedy i predpis
primitivni funkce bude stejny jako na intervalu I;. Dostali jsme tak predpisy (vlastné jen
jeden predpis) primitivnich funkci na intervalech Iy a I,. My ale hleddme ptedpis funkce,
kterd je primitivni k f na celém R. Problém je s nulou. Oznacime

3 : 3 :
F(z) = 5\/3 x? — iln(\/3 x2 4+ 1).
Doposud jsme tedy zjistili, ze F' je primitivni k f na intervalech (—o0,0) a (0,00), jinak
receno

F'(z) = f(z) Vx € (—00,0)U(0,00).
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K tomu, aby byla F' primitivni k f na celém R, staci pouze ovéfit, ze F'(0) = f(0). Snadno
spocitame (tfeba podle definice derivace s pouzitim 1’'Hospitalova pravidla), ze F’(0) =
0. Pouhym dosazenim do pfedpisu funkce dostdvame také f(0) = 0. Muzeme tedy jiz
slavnostné napsat nas vysledek

Ve _ 3y 3 3/ 2

(na celém R) kde C € R je libovolnd konstanta. O

Jak jsme vidéli v pfedchozim piikladu, nékdy najdeme primitivni funkci na dvou inter-
valech majicich spoleény jeden krajni bod (u jednoho levy a druhého pravy). V Piikladu
8.27| jsme nasli primitivni funkce na intervalech (—o00,0) a (0,00) a ty jsme pak ,slepili®
abychom tak ziskali primitivni funkci na celém R. Neni to ndhoda, viz nasledujici vétu.

Véta 8.28 (o slepovani primitivnich funkcf). Necht f,F1,Fo R - R, a<c<b, a,b,c €
R*. Je-li Fy primitioni funkce k f na intervalu (a,c) a Fy je primitioni k f na intervalu
(c,b), f je spojitd v bodé ¢ a existuji vlastni limity

A= lim Fi(z), B= lim Fy(z).

Tr—rCc— T—rCc+

Pak funkce F : R — R definovand predpisem

Fi(x) pro x € (a,c),
Flz)=<(A pro r = c,
Fy(z) — B+ A prox € (¢,b),

je primitioni k f na (a,b).

Diikaz. Médme dokdzat, ze pro vSechna z € (a,b) plati F'(z) = f(x). Pro vSechna z € (a, )
plati

F'(z) = Fi(z) = f(2)

a pro vSechna x € (c, b) plati

F'(z) = (Fa(x) — B+ A)' = Fy(x) = f(2).
Jediné co zbyva dokdzat je, ze existuje F’(c) a je rovna f(c). Protoze f je v bodé ¢ spojitd
a existuje lim,_,. F'(x) = lim,_. f(z) = f(c), pak podle Pozndmky a) plati F'(c) =
f(e). =
8.3 Integrace racionalnich funkci

Racionalni funkce jiz zname z kapitoly [4l Jsou to funkce s predpisem

kde P a @ jsou polynomy.
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Je-li deg P > deg Q, pak 1ze podélit (se zbytkem), tzn. existuji polynomy P; a P, takové,

ze

kde deg P, < deg Q. Pak

/ggg dx:/Pl(x) dx+/22((;”)) da.

lomené funkce. Tu ovSsem umime rozlozit na parcialni zlomky, tzn. vyjadrit jako jejich soucet.
Diky Véte nakonec vypocitdme primitivni funkce k parcidlnim zlomkum, tzn. uréime

funkéni predpisy funkci
/A dz, /M dz,
o=z @2+ pr g

kde p? — 4q < 0, tzn. kvadraticky polynom z? + pz + ¢ nem4 redlné koteny (je tzv. ireduci-
bilni v R).

Vypocet primitivnich funkei k parcidlnim zlomkum ukazme v nésledujicich piikladech.
Piiklad 8.29 Urcete predpis funkce

Reseni. Nejprve vyuzijme linedrni substituce t = x — xq, tzn. pocitame

kde A,zg € R, n € N.

1. v.os.
A
/dm: t=x— xg :A/dt:A/t_"dt.
(= z0)" at = dz o

Pro n =1 je vysledek
c.o=Aln|t|+C=Aln|x — x|+ C

a pro n > 1 je vysledek

s A A
e e P A e § Yy L ) O

Piiklad 8.30 Urcete predpis funkce

Bx +C
I R nd:v,
(22 + px +q)

kde p,q, B,C € R, p? —4¢g < 0, n € N.

Resend. Kvadraticky dvojélen ve jmenovateli si prevedeme na ,,iplny étverec, tzn. pouzijeme
standardni stfedoskolskou tpravu

P2 4pr+qg=...=(x—x0)*+d?
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kde

g =

Bx+C Bx +C
/dx :/ dz
(2 + px + q)" [(z — x0)? + a?|?

Nyni pouzijeme linearni substituci ¢ = x — xg, tzn. x =t + ¢ a dostavame tak

2 .

Dostavame tak

l.v.os.
Bz +C B(t C
/ vt zdr=|t=x—x¢ (t+20) +
((x — z0)% + a?) df — da (2 +a?)n

t dt
—B [ _at+(B S
/(t2+a2)"dt+( $0+O)/(t2—|—a2)”

S prvni primitivni funkci si poradime néasledovné
1. v.os.

t 1 2t 1 1
/Mdt:2/t22ndt: S:t2+a2 :2/nd37
(8 +a?) (# +a) ds = 2t dt s

s ¢imz si dale poradime stejné jako v Piikladu Pro vypocet zbyvajici primitivni funkce
si odvodime rekurentni vzorec, ktery ihned opakované pouzijeme, viz Priklad h). O

Ukazme si nyni konkrétni ptiklady.
Piiklad 8.31 Vypoctéte

62+ —2 / dz
b .
(&) / xt — 223 dz, (b) (x+1)(x2+z+1)2

Reseni. ad (a): Vidime, Ze nejde o ryzi racionalni funkci, tedy ¢dsteéné podélime. Dostdvame

tak
/x4+6x2+w—2 /ld +/2x + 622 +x—2d
x.
xt — 223 x3(x —2)

Nyni muzeme provést rozklad na parcidlni zlomky (coz uz umime z kapitoly '

23:3+6:r2+x—2_é+5 C+ D
x3(x — 2) oz a2 a3

2’

pricemz po chvili po¢itani nalezneme A = —3, B =0, C =1, D = 5. Dostavame

/:c4+6:c2+x—2 / 3 1 5
doe =z + —f—l—f%—i dx
x4 — 223 —

1
:x—3ln|x|—2—2+5ln|x—2|+0,
x

kde C' € R (na kazdém intervalu neobsahujicim 0 a 2).
ad (b): Zde jde o ryzi raciondlni funkci, tedy muzeme piimo provést rozklad na parcidlni

zlomky:
1 A Bz +C Dx+ E

(x+1)(m2+a:+1)2_x+1+a;2—|—x+1 (22 + 2+ 1)%
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Po chvili poé¢itani dojdeme k A=1, B=-1,C =0, D = -1, E =0. Tedy mame

/ dz _/ dx _/ rdzx _/ zdz
(x4+ D22 4+2+1)2 ) z+1 24+ x+1 (2 4+ 2 +1)%

Mame nyni k poc¢itani t¥i primitivni funkce. Prvni uréime jednoduse, sta¢i pouzit prvnf vétu

o substituci; plati
dx
=In|z + 1|.
z+1
Nyni se podivejme na urceni piedpist primitivnich funkei

/ rdx . / zdz
22+x+1 (@2 +z+1)%

V obou piipadech jde o specidlni piipad zadani z Piikladu [8.30] Ukazme si alternativn{
postup: dvahy budeme pouzivat stejné, jen v jiném poradi. V obou piipadech bychom radi
pouzili 1. vétu o substituci, konkrétné

t=x?+x+1, tzn. pak dt = (2z +1)dz.

To je problém, protoze v ¢itateli mame pouze x. Kyzeny vyraz tam ale muzeme propasovat
nasim oblibenym trikem:

/ xdz 1/2a:+1—1d 1/ 2z + 1 q 1/ 1 q
- =z | 57—/ ———dr=7 | 5————dor— - | ———dz.
2+z+1 2) 224+2x+1 2) 224+x+1 2) 224+zx+1

U prvni primitivni funkce pouzijeme zminénou substituci, druhou se budeme snazit vhodnou
substituci prevést na arkus tangens. Mame

2z +1 9

U druhé budeme teprve hledat vhodnou substituci. Upravime nejprve jmenovatel do vhod-
néjsiho tvaru (tzv. doplnéni na ¢tverec a néco navic)

2
P rr+1= m-i—l 2—1+1— x—i—l 2+§—§ x—i—% +1
N 2 4 N 2 4 4 @
3 <2x—|—1>2+1
4 V3 ’
1 4 dz
o173 7
T+ <2x+1> 11

Pouzitim linearni substituce

Pak

20+ 1 2
t= , tzn. dt = —dz,
V3 V3
dostavame
/dw_4/dx_4¢§/5§dw_2/dt
?+z+1 3) (241\?,, 32 w12, 4 V3J t2+1
(25) +1 (25) +1

2x + 1

V3

2 2
= —arctgt = — arctg

V3 V3
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Druhé primitivni funkce ma tedy predpis

/ rdx 11(2+ +1) 1 ¢ 2z +1
——— =—-In(z"+=z — — arctg ——.
?2+r+1 2 V3 & V3

Zbyva najit predpis primitivni funkce

/ zdx
(22 + 2+ 1)%

Stejné jako v piedchozim bychom radi substituci t = 22 + = + 1. Toho dosdhneme stejné,
tzn. upravime

/ zdx 1/ 20+ 1 d 1/ dx
_-—— e — —_—Ar — — -—_——
(x24+2+1)2 2 ) (22+z+1)2 2) (224ax+1)2
Dostavame

/ 20+ 1 - t=ax2+x+1
(2 +z+1)2 7 |dt=(2z+1)dz

[l 1 1
et 22441

U druhé primitivni funkce jesté budeme hledat vhodnou substituci. Pouzijeme predesly
vypocet a mame

/ do _16/ dz B t=2§§1 _16V3 dt
2Zrz+12 9 2 27 |dt==%dz| 9 2 t241)%

Na posledni vyraz pouzijeme rekurentni vzorec odvozeny v Piikladu [8.20[(h). Podle néj plat{

/ dt = t + 1—1 / i _ t —i-}arctt
CESRE RS 2)) 21" 20+  27Bn

Dosazenim za t pak dostaneme

dz V3 1 2x + 1
——=...= + — arctg ———
/(5324‘517‘1'1)2 9 (2x+1>2+1 2 V3
V3
V3 2z 41 1 2z +1
= ——5——— + ;arctg .
8 224+x+1 2 V3
Tieti primitivni funkce ma tedy ptredpis
/ rdz 1 1 V3 2241 1 2z + 1
— = —— - — + = arctg .
(22 +x+1)2 2224+2x+1 162242+1 4 V3
Dohromady dostavame
dx 1 1 2z +1
=In|z+1|— =In(z® + 2+ 1) + — arct
/($+1)(m2—|—x+1)2 | | 2 ( ) V3 & V3

1 1 V3 2z+1 1 2z + 1
- ——————— — —arctg

2224+2x+1 1622+2+1 4 V3

kde C € R (na kazdém intervalu neobsahujicim ¢islo —1). Vysledek jde jesté zjednodusit.

O

+C,
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8.4 Specialni substituce

Nasleduje pouze souhrn nékterych substituci s ukdzkami pouziti téch komplikovangjsich
(zejména tam, kde je nutné slepovani — viz Vétu . Podrobnéjsi popis zde zminénych
a dalsich substituci mize ¢tenaf najit napt. v [4]. Resené pitklady lze nalézt v [447]. Velkym
mnozstvim piikladi oplyva svétozndmd sbirka piikladu [5].

8.4.1 Iraciondlni funkce

s1 Sk
/R x, ar+b Y ar+b dz,
cx+d cx+d

kde k € N, s1,...,8, € Q, d, a, b, ¢c € R, ad — bc # 0. Oznacime s nejmensi spolecny
jmenovatel zlomku s1, ..., s, a volime substituci (2. v. 0 s.)
ar +b
cx+d
a tedy
b — dt®
T = .
ct® —a

8.4.2 Eulerovy substituce

Tyto substituce pouzivame na vypocet primitivnich funkci tvaru
/R(m, Vax? + bx + c¢)dz.

Mame celkem tfi substituce (2. v. o s.):

e 1. Eulerova substituce: Je-li a > 0, pak volime substituci

Vaxr? +br +c= £yax + 1,

kde mdme moznost volby znaménka podle situace.
e 2. Eulerova substituce: Je-li ¢ > 0, pak volime substituci
Vax? + bz + ¢ = at £ /e,
kde médme moznost volby znaménka podle situace.
e 3. Eulerova substituce: Ma-li axz? + bx + ¢ redlné kofeny a, 3, pak lze psat
az® + bz + ¢ = a(z — a)(xz — B)
a klademe

r—«

x—f

\/ax2+bx+c:\x—ﬁwax_a.
z—p

t=14/a

Pak
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Priklad 8.32 Urcete

1
/ dx.
1++vV1—2x—x2

Resend. Nejprve uréeme interval, na kterém mé smysl primitivni funkci hledat. Definiéni
obor integrandu je [—1 — /2, —1 + /2] (ovéite), pfitom je na ném i spojity. To je tedy
hledany interval. Mtzeme pouzit druhou Eulerovu substituci, protoze polozime-li

ar’? + b +c=1- 2z — 22,

je splnéna nerovnost ¢ > 0. Podle navodu tedy pfejdéme k nové proménné t, pro kterou

plati
V1—2z—22=gxt+1.

Vidime, ze zde mame svobodu volby znaménka u ¢isla 1 — v tomto piipadé zvolime s vyhodou

minus. Nyni rovnost
V1-2z—a22=uat-1
umocnime na druhou a po upravé dostavame
—2(2+z) = x(xt® - 2t).

V této chvili podélime rovnici proménnou x, coz neni tak iplné v poiradku, protoze x nabyva
hodnot z intervalu [—1 — v/2, —1 + /2] obsahujici ve svém vnitiku pravé nulu. Déle tedy
musime predpokladat, ze x # 0, tedy

ze[-1-v2,00U(0,—1+ 2.

Jak za chvili uvidime, povede to k hledani primitivni funkce pravé na téchto dvou interva-
lech. Pokracujme déle v nasem vypoctu. Po upravach dochazime k rovnosti

t—1

=2
o 241

(= (1),
coz je kyzena substituce. Snadno jiz dostavame

P2+

do = dt.
v (2 + 1)2

Pro tplnost dodejme, Ze nyni budeme hledat primitivni funkeci zvlast na intervalech
L=(0,-1+V2 a L=[-1-+20)

se stejnym predpisem = = ¢(t), kde ¢ probiha intervaly

(ot + e[

viz druhou vétu o substituci. Mame

1 1 242t +1 24241
/ FPRY (S N S SOV k. 2 S
1+vV1—2z— 22 1+ 2425t —1 (t2+1) (t2 + 1)t — 1)
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Substituce splnila svij 1cel, pfevedla tlohu na integraci racionalni funkce. Po provedeni
rozkladu na parcidlni zlomky déle plati

—t2 4+ 2t+1
dt dt—2 | ——dt
/(t2+1)(t—1 / +/t—1 /t2+1

t —
=—Inft|+In|t — 1|+ —2arctgt =1n

1
‘ — 2arctgt.

Vratime se nyni k pivodni proménné x pomoci vztahu

V1—-2z—z2+1

T

t =

a dostavame

VIi—22—224+1-x V1—2z —a22+1
.=1In ror T — 2arctg rorT = Fy(x).
V1—2r—a22+1 x

To je predpis primitivni funkce pouze na intervalech I; a I>. Nasim cilem ale bylo najit pri-
mitivni funkci na celém definié¢nim intervalu zadané funkce. To muzeme provést ,slepenim*
ve smyslu Véty protoze

lim Fo(z) =7 a lim Fy(z)=—7

z—0— z—0+
a integrand je spojita funkce v bodé 0. Hledand primitivni funkce méa tedy pfedpis
Fy(z) pro x € [-1 —+/2,0),

Flx)=<}m7 pro x = 0,
Fo(z) +27 proz € (0,1 —+/2].

Vsechny primitivni funkce pak maji samoziejmé piedpis tvaru F(z) 4+ C, kde C € R, se
stejnym definiénfm oborem, kterym je interval [—1 — /2, —1 4+ v/2]. O

Priklad 8.33 Urcete

1
/ dx
T4+ 2vV—x2+ 3z -2

Resend. Nejprve uréeme interval, na kterém je integrand spojity. Jeho definiéni obor je [1,2],
pritom je na celém tomto intervalu spojity. Protoze kvadraticky polynom pod odmocninou
mé dva redlné koreny, muzeme pouzit treti Eulerovu substituci. Pro x € (1, 2] lze upravit

V—x? + 3z — —\/—(x—l)(x—Q)—\/—M(x—Z)—(x—l) 2_$.

r—1 z—1

Substituci podle ndvodu volime
2—=x
x—1

Protoze x probiha interval (1,2] (v8imnéme si, Ze ndmi zvolend substituce nefunguje na
celém intervalu [1,2]), pak ¢ probihd cely interval [0, 00). Vyjddreni

=14+ —-—
o +t2+1
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snadno dostaneme ze vztahu mezi ¢t a z. Odtud jiz snadno vypocitdme

2t
do = —— =0 _dt.
T T )

Muzeme se jiz pustit do samotného uréovani predpisu primitivni funkce. Plati tedy
1 —2t

. dx
242 1 12 +1)2
t2+1+2<1+t2+1_1)t ( )

[ /
dx =
4+ 2vV—22+3z—2

B _/ —2t &
) @+ +2t+2)

Po provedeni rozkladu na parcidlni zlomky dédle mame
1 [-2t—4 1 2t+8
== —dt+ - | 5—————=dt
5/t2+1 +5/t2+2t+2
1 2t 4 1 1 2t+2 1 6
=—f— | 5—dt—= | 5—dt+=- | V——dt+- | ———dt
5/t2+1 5/t2+1 +5/t2+2t+2 +5/t2+2t—|—2

1 4 1 6
=—: In(t* +1) — carctgt + ¢ In(t? + 2t 4+ 2) + - arctg(t + 1)

1 t?+2t+2 4 6
= 5ln;7+;— — garctgt+ 5arctg(t+ 1).

Vratime-li se k puvodni proménné x, pak po tpravé dostdvame

1 v 22—z 6 2=z B
...—5ln(:c+2 %+ 3z —2) 5arctg $_1+5arctg x—1+1 =: Fy(x).

Dostédvame tak pouze predpis primitivni funkce na intervalu (1, 2]. Protoze ale

47 6 s
m Fy(z) = —or 428 =7
Jm Fo(r) =55+ 55 =5

a definujeme-li
Flz) = z pro xz =1,
Fo(z) proz € (1,2],

pak v8echny hledané primitivni funkce maji pfedpis ve tvaru F'(z) + C, kde C' € R. O

8.4.3 Binomické integraly

Jde o primitivni funkce ve tvaru
/xm(a + bz")P dx

kde m,n,a,b,p € R. Volime nésledujici substituce pro nasledujici pripady:

e pcZ,m,n € Q, pak je substituce

z =t°

kde s je spoleény jmenovatel ¢isel m,n,
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° mgl € Z, p € Q, pak je substituce
a—+ bx" =1t°

kde s je jmenovatel ¢isla p,

° mT‘H—I—pEZpakméme
ax” " +b=1°

kde s je jmenovatel ¢isla p.

8.4.4 Goniometrické funkce

Nyni se budeme bavit primitivnimi funkcemi ve tvaru
/ R(sinz, cosx) dx.

Volime nésledujici substituce (pii vybéru zachovéavejte uvedené poradi!):
e R(sinz, —cosz) = —R(sinz, cos ), pak je substituce

t =sinz (1. véta o subst.)

e R(—sinx,cosz) = —R(sinz, cosx), pak je substituce

t =cosz (1. véta o subst.)

e R(—sinx,—cosz) = R(sinz,cosz), pak je substituce
t=tgz (2. véta o subst.).

Pouziti této substituce je ale komplikovanéjsi, protoze (viz 2. vétu o substituci) je
mozné ji pouzit pouze na intervalech

ze (—g+k‘7r,g+k‘7r>, keZ.

Pak plati
1
r =arctgt+ kw, dx= 52 dt.
Odtud lze vyjadrit
.9 sin? x tg2 €T 2
sin“r = —; 5 =3 =
sin“x +cos?zx tgcx+1 t-41
a
9 cos? 1 1
cos“z =

sinz + cos?x tg?x +1 ZE

Pro provedeni substituce integrujeme vzniklou racionalni funkci.
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e Univerzalni substituci je
x
t=tg 3 (2. véta o subst.).

Pouziti této substituce je ale komplikovanéjsi, protoze (viz 2. vétu o substituci) je
mozné ji pouzit pouze na intervalech

x € (—m+ 2km, 7w+ 2kn), ke€LZ.

Pak plati
2
x =2arctgt + km, dx= mdt.
Odtud lze vyjadrit
sin £ cos £ 2t
sinx:2sin§cos£:2_ 5 2 2_ — 5
2 2 sin § +cos?§ 2 +1
a
ot . ox cos?E—sin®f 12
cosx = cos® — —sin® — = = .
2 2 sin? Z4+cos?t  t2+1

Jak jiz bylo fe¢eno, u poslednich dvou substituci muze nastat problém pravé s tim, ze pri-
mitivni funkci nenalezneme na celém intervalu, na kterém primitivni funkce ve skuteénosti
existuje, ale pouze na zminénych otevienych intervalech (popi. jejich podintervalech). To
se vyiesi opét ,slepovanim®.

Ukazme si pouziti druhé véty o substituci na nasledujicim ptikladu.
Priklad 8.34 Naleznéte predpis funkce

1
1+ sin“x

Resend. Integrovana funkce je spojitd na celém R, m4 tedy smysl hledat jeji primitivnf funkeci
na tomto intervalu, viz Pozndmku Jde o integraci goniometrické funkce ve tvaru

1
R(sin z, dz, kde R(x,y)= .
/ (sinz,cosx)dx e R(z,y) T2
7 navrhovanych substituci se rozhodneme pro tieti, tzn.
t=tgx, (8.1)

pricemz pouzijeme druhou vétu o substituci. Nejprve si ujasnéme, pro jaké funkce f, ¢
a intervaly I a J pouzijeme Vétu [8.25] Zrejme

1
r)=——u—.
f( ) 1+sin?z

Zbyvajici zjistime ze vztahu ({8.1]). Uvazujme restrikci funkce tg na interval I = (—7/2 +
km,m/2+ k), kde k € Z. Je to rostouci (tedy prostd) funkce, a tedy k ni existuje inverzni
funkce. Protoze pro kazdé = € I plati

™ T
_k (_7)7>7
T e 579
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-
Yy
y V
V _z s 3r T
2 2 5
7 - A z 3m T ’
2 o 2 o

(a) Nespojitd funkee Fp. (b) Vysledna primitivn{ funkce F.

Obrazek 8.2: Tvorba primitivni funkce slepovanim v Piikladu

pak rovnost
t =tgx =tg(zr — kn),

plati pravé tehdy, kdyz
x — km = arctgt, tzn. x = arctgt+ km.

Proto muzeme polozit

o(t) = arctgt + kr, teJ=R a I:¢(J):<—§+k7r +k7r>

Nyni pfistupme k samotnému provedeni substituce. Plati

1
/
t) =
o (1) 1+ t2
a jak uz vime, plati

2
sin?z = t .
2 +1

Pak

1 1 1 1 1
/,de:/ Zdt:...:/ﬁ:/dt
1+sin?z 1+ 14t 1+ 2t 1+ (V2t)2

t2+1

ﬁ arctg V2t = 7 arctg (\ftg x)

Dostali jsme tak primitivni funkci k funkci 1/(1+sin? z) na intervalech (—m/2+4km, 7/2+k)
pro k € 7Z; oznac¢me ji Fy. Jde o m-periodickou funkci definovanou na sjednoceni vsech
intervalu ve tvaru (—7/2 + km,7/2 + km), kde k € Z a plati

T T
lim  Fy(z) = —, lim — Fy(z) = ——+=,
> (Z+kr)— 2vV2'  ams(Ztkr)+ 2v/2

pro vSechna k € Z, viz Obrézek [8.2a]

PouZijeme nyn{ stejny trik slepovani jako v Piikladu Zacéneme nalepovat na in-
tervalech (—m/2 + km,7/2 + km) postupné pro k = 0,1,2,... a pak k = —1,—-2,.... Tedy
funkci Fy nechdme na intervalu (—m/2,7/2) (interval odpovidajici k = 0) tak, jak je. Na
intervalu (m/2,37/2) (odpovidajici k = 1) pfi¢teme k predpisu Fy(x) ¢islo

1. =
V2
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Na intervalu (37/2,57/2) (odpovidajici k = 2) pfi¢teme k pfedpisu Fy(z) ¢islo
o
NG

Obecné na intervalu (—m/2 + k7, 7/2 + kr) predefinujeme Fy(z) tak, ze piicteme konstantu

2.

T
7

Podobné pro intervaly odpovidajici ¢islim k& = —1,—2,.... Dostavame tak novou funkci
(ozna¢me ji symbolem F), ktera je spojitd v R az na body /2 + km, kde k € Z, pricemz
v nich m4 odstranitelné nespojitosti. Neni nic jednodussiho, nez je v téchto bodech vhodné
dodefinovat. Pak vzhledem k Vété [8.28 muzeme fict, ze funkce

k-

1 s s s
Fa) = % arctg(v2tgx) + kﬁ pro x € (—5 +km, 5+ k:Tr) ,
T+km, ke,

ﬁ + k3, pro z =
je funkce primitivni k zadané funkci na celém R. Jeji graf je nac¢rtnut na Obrazku O

V souvislosti s Fourierovymi fadami se také setkdme s primitivnimi funkcemi ve tvaru
/ sinmx cos nx dx
kde m,n € N. Tyto muzeme snadno ur¢it s pouzitim pomoci ,,vzorce“ ze Cviceni m(l 1).

8.4.5 Funkce tvaru [ sin”zcos" zdx

kde p,v € Q.
o Je-li y,v € Z, jde o pfedchozi ptipad.

e Je-li p celé liché, pak volime substituci ¢ = sinx; je-li v celé liché, volime substituci
t = cosz; je-li pu+ v celé sudé, volime substituci ¢t = tgx nebo t = cotgx. Substituce
vede na binomicky integral.

e Je také mozno volit substituci

t=sin’z (=1 —cos’z), dt=2sinzcoszdz.

Pak

1 v -
/sin”xcos"’xdx =...= 2/t 21(1 —t)uTldt
a opét dostavame binomicky integral.

8.4.6 Hyperbolické funkce

Primitivni funkce typu

/ R(shz,chz)dez,

kde R je raciondlni funkce, feSime podobné jako integrace goniometrickych funkei:
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e je-li R(shz, —chx) = —R(shx,chz), pak volime substituci ¢ = shx;
e je-li R(—shx,chz) = —R(shx,chz), pak volime substituci ¢ = chz;

e je-li R(—shx,—chz) = R(shz,chz), pak volime substituci ¢t = tghx. Pak

dt
=1"p
a snadno lze odvodit 2 .
sh?z = (vl ch?z = 2
e Univerzalni substituci je
t=tghx, dz= %,
a snadno lze odvodit, ze
2
shx = %, chzx = %

Pouziti téchto substituci je podobné jako u integrace goniometrickych funkci. Zasadné se
pak také pouziji obdobné vzorce, viz Cviceni

8.4.7 Funkce tvaru [sh”zch”zdzx
kde p,v € Q. Tento typ vySetfujeme podobné jako v sekci|8.4.5

8.4.8 Exponencialni funkce

Uvazujme spojitou funkci f : R — R. K uréeni primitivni funkce

[ feas @0
pouzijeme 1. vétu o substituci, konkrétné

t=e*, dt = e dx.

/f(eax>d$=é/f(;?aeazdx:;/fit)dt.

Pak



Kapitola 9

Riemannuv integral

Pojem integralu je pomérné stary a ptivodné vznikl jako odpovéd na otdzku hodnoty obsahu
rovinnych dtvaru, jejichz hranice (okraj) nemusi byt slozen z tsecek. Pod rovinnym ttvarem
si zde pfestavujme ruzné obrazce slozené z trojihelniki, ¢asti kruhi, vseéi parabol, kruhu
apod. Asi nejstarsi je Eudoxova exhaustivni metoda (viz napt. [11]). Nevyhodou bylo to,
7e ke kazdému titvaru se muselo piistupovat zvlast, k vypoctu se vyuzivalo specifickych
vlastnosti konkrétniho utvaru. Vypocet tak byl velmi slozity, §lo ¢asto o téméi nadlidsky
vykon. Moderni integralni pocet to umi ve vétsiné piipadu rychleji, jednotné a pro mnohem
vice typu rovinnych obrazct.

Pojem obsahu rovinného obrazce zde budeme chapat intuitivné, a to jako ¢islo, které
prifazujeme rovinnym obrazcum (budeme je chépat jako podmnoziny kartézské mocniny
R?), pficemz toto piifazeni ma nasledujici vlastnosti:

e obsah obdélniku o délkach stran a a b je roven ab (obdélnikem budeme rozumét
kartézsky soucin [x1,xa]| X [y1,y2], pficemz délky jeho stran jsou xe — x1 a y2 — y1),

e je-li rovinny utvar A slozen ze dvou rovinnych dtvara A; a As majicich spole¢né
nejvyse ,Casti hranice“, pak obsah A je roven souc¢tu obsahu A; a As,

e obsahuje-li rovinny dtvar A jiny itvar B, pak obsah B je mensi nebo roven obsahu A.

V této kapitole nas bude zajimat specidlnim typem rovinného utvaru.. Necht f: R — R
je spojitd a nezdpornd funkce na intervalu [a, b]. S pomoci vyse uvedenych vlastnosti obsahu
si ukadzeme, jak teoreticky uchopit obsah mnoziny

A={(z,y) eR? ;2 €a,b] A0 <y < f(x)}
coz je tzv. podgraf funkce f na intervalu [a,b] — viz Obrazek

Podgraf funkce f je vlastné rovinny obrazec ohrani¢eny osou z, ptimkami x = a, x = b
a grafem funkce f. Obsah tohoto utvaru v této kapitole podchytime pojmem podle kterého
je pojmenovand celd tato kapitola. Jak dale uvidime, Riemanniv integral 1ze definovat nejen
pro nezaporné ale obecné pro ohranicené funkce na daném intervalu, i kdyz geometricky
vyznam tohoto pojmu je pak o néco komplikovanéjsi (viz Priklad . Na druhou stranu
uvidime, ze pro nékteré ,velmi divoké“ funkce Riemannuv integréal neexistuje.

9.1 Definice Riemannova integralu

Zatneme pojmy souvisejicimi s defini¢nim oborem integrované funkce, coz bude uzavieny
ohraniceny interval.

271
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a b z

Obréazek 9.1: Podgraf funkce f.

Definice 9.1 Necht a,b € R, a < b.

e Délenim intervalu [a,b] rozumime kazdou koneénou mnozinu D C [a,b] takovou, ze
a,beD.

e Mnozinu vSech déleni intervalu [a, b] budeme znacit symbolem D([a, b]).

e Je-li D € ®([a,b]), znacime
D ={zg,z1,..., 2},

kde
a=xpg<x1 <+ <xyp=0>=.
Bodu x; tikdme i-ty délici bod déleni D, intervalu [z;_1, x;] i-ty délici interval délent

D. Délce nejkratsiho délictho intervalu fikdme norma délent, znacime v (D), tzn.

V(D) = min{xl — 0, X2 — X1y--., Ty — .Tn_l}.

e Jsou-li Dy, Dy € ®([a,b]) dvé déleni takovd, ze
Dy C Dy

tzn. kazdy bod z déleni D; je také délicim bodem déleni Dy, fikdme, ze Dy je
zjemnénim D1, zna¢ime Dy > D1.

e Déleni intervalu [a,b] nazveme ekvidistantni, jestlize délky vsech jejich sousedicich
délicich intervali jsou stejné, tzn x; — ;1 = x; — x;_1 pro vSechna ¢,j7 =1,...,n.

Piiklad 9.2 Uvazujme interval [a, b] = [0, 2]. Jeho délenimi jsou napf. mnoziny D; = {0, 2},
Dy ={0,1,2}, D3 ={0,1/2,1,2}, D4y = {0,3/2,2}. Prvnim (a jedinym) délicim intervalem
déleni Dy je cely interval [0,2]. Déleni Dy ma dva délici intervaly: [0, 1] a [1,2]. Déleni Ds
mé t¥i délici intervaly: [0,1/2], [1/2,1] a [1,2]. Koneéné Dy ma dva délici intervaly: [0,3/2]
a [3/2,2]. Déle plati D3 > Dy = Dy, Dy 3 Dy, Dy 3 Ds. Déleni Dy, D jsou ekvidistantni,
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D3, D4 nejsou. Kreslete!
Poznamka 9.3

e Déleni intervalu je tedy kazdd koneénd podmnozina intervalu [a,b] obsahujici krajni
body tohoto intervalu. Nejmensi mozné déleni intervalu [a, b] je {a, b}.

e Mame-li dvé déleni Dy, Dy € D([a,b]), pak jejich sjednoceni
D=DiUDs,
je také déleni intervalu [a, b] a pfitom je zjemnénim jak déleni D; tak Ds.
Poznamka 9.4

(a) Definice ekvidistantniho déleni vysvétluje piimo i volbu nézvu tohoto pojmu. Jak ale
vypadé libovolné ekvidistantni déleni intervalu [a, b]? Podle definice jsou délky vsech
deélicich bodu stejné. Tedy vezmeme piirozené Cislo n a rozdélime interval [a,b] na
stejné dlouhé intervaly o délce

- b—a
n
Délicimi body pak jsou
xo=a, xr1=a+h, z2=a+2h, ..., zp1=a+(n—-1h, z,=a+nh=0,
viz Obrazek [9.21
b=a
10

a — b

L ]

) 1
xp X1 X2 X3 X4 Xz X Ty Ty Tg Tl

Obrazek 9.2: Ekvidistantni délen{ intervalu [a, b] o 10 délicich intervalech.

Je jasné, ze norma tohoto déleni je rovna ¢islu h.

(b) S pomoci ekvidistantniho déleni 1ze na daném intervalu [a, b] vzdy zkonstruovat déleni
o libovolné malé normé. Zvolme libovolné malé § > 0. Na intervalu [a, b] uvazujme
ekvidistantni déleni D = {zg, z1,...,x,}, tzn.

b—a

T, =a-+1 , 1=0,1,....n.
n

Podle Archimedova axiomu lze vzdy najit tak velké prirozené &islo n, pro které

b—
(D) = n“<5.
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Nyni se muzeme zaméfit na definici integralnich souctu.

Definice 9.5 Necht f : R — R je ohraniend na intervalu [a,b], a,b € R, a < ba D =
{z0,...,2n} € D([a,b]). Pak soucet

n

s(f,D) = mi(zi — zi 1),

=1

kde m; = inf{f(z) ; x € [x;—1, 2]}, i = 1,...,n, nazyvame dolni Riemanniv soucet funkce
f pri déleni D. Soucet

n
S(f,D) = Mi(z; — zi-1),
i=1
kde M; = sup{f(z) ; x € [xi_1,2]}, 7 = 1,...,n, nazyvame horni Riemanniv soucet funkce
f pri déleni D.

Poznamka 9.6 Riemannovy souc¢ty maji jednoduchy geometricky vyznam. Z Obrazku[9.3
je jasné, ze dolni soucty jsou rovny souctu obsahu obdélniku o délkach stran (x; —x;—1) am;
proi =1,...,n, protoze tyto obdélniky maji spoletné nanejvys ¢asti svych hranic. Navic,
ysjednoceni téchto obdélniku“ je podmnozinou podgrafu funkce f na intervalu [a,b]. Tedy
podle zminénych vlastnosti obsahu je dolni soucet mensi nez by mél byt obsah podgrafu. Jde
vlastné o dolni odhad. Z obrazku muzeme tusit, ze pokud bereme déleni jemnéjsi a jemnéjsi,
pak rozdil mezi obsahem podgrafu a dolnim Riemannovym souctem se zmensuje. Podobné
to lze Fict i pro hornf soucty. To je obsahem Lemmatu [9.7]

ZQ T1 T2X3 T4 r5 T ) T1 T2X3 T4 r5 T

Obrézek 9.3: Geometricky vyznam dolniho a horntho Riemannova souctu.
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Lemma 9.7. Necht f:R — R je ohraniéend na [a,b], tzn. existuji c,d € R takové, Ze pro
vSechna x € [a,b] plat?
c< f(x) <d.

Pak
(a) pro kazdé D € D([a,b]) plati

c(b—a) <s(f,D) <S(f, D) < d(b-a),
(b) pro kaidé Dy, Da € D([a,b]), D1 C Dy platé
s(f, D1) < s(f,D2) < S(f, D2) < S(f, D1),
(¢) pro kazdé Dy, Da € D([a,b]) plati

S(val) < S(faDQ)

Diikaz. ad (a): Necht D = {zg,z1,...,2,} € D([a,b]). Podle pfedpokladu pak pro kazdé
i=1,...,n plati

c<m; < M; <d,
kde m; =1inf,, | 5, f a M; = supy,, | .1 f. Vyndsobime-li tyto rovnosti rozdilem (xi—xi-1)
a sec¢teme vSechny tyto nerovnosti, dostavame

n

CZ(%’ —zi-1) <s(f,D) < S(f,D) < dZ(xi —Ti1).
=1 =1
Ziejmeé

Z(mi—xi_l):(xl—x0)+(x2—x1)+...+(:vn—xn_1) =z, —290=b—a.
=1

ad (b): Dokazme nejprve tvrzeni pro dvojici Dy, Dy € D([a,b]) déleni takovych, ze D; =
{zo,z1,...,2,} a Dy = Dy U{&}, kde £ € [a,b] \ Dy, tzn. Dy se lisi od Dy pouze jednim

deélicim bodem. Pak existuje i € {1,...,n} tak, ze z;—1 < & < z;. Oznac¢ime-li
m; = inf f, mi= inf f mf= inf f.
[Ti—1,24] [Ti—1,%4] [®i—1,]
pak

m;>m; a ml >m;
a tedy také
mi(§ — zi—1) 2 mi(§ —zi-1) a my (i — &) = mix; — §).
Sec¢teme-li tyto nerovnosti, dostavame

mi (€ — zi—1) +my (xi — &) > mi(€ — 1) + my(w; — &) = mi(z; — xi-1).
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K obéma strandm nerovnosti postupné pficteme souciny m;(x; — z;—1) pro j = 1,...,n,
s vyjimkou m;(z; — x;—1). Podivdme-li se na obé strany vyslednych vyrazu, zjistime, ze jsme
dostali nerovnost

S(fa D2) > s(fa Dl)

A jak dokdzat tvrzeni (b) obecné? Necht Dy, Dy € D([a,b]) jsou takové, ze D1 C Ds. Pak
Ize snadno zkonstruovat k déleni D(y), D(g), ..., D, tak, ze

Dy = D(l) C D(Q) C D(g) C...C D(k) = Do,

a pritom D(;) se od D(;_y) lisi pouze jednim délicim bodem pro kazdé i = 2,..., k. Pak
podle pfedchozi ¢asti dostavame ihned

S(faDl) = S(fv-D(l)) < S(f’D(Q)) <...< S(faD(k)) = S(faD2)'

Podobné se dokdze nerovnost S(f, D1) > S(f, D2).
ad (c): Necht nyni Dy, Dy € D([a,b]) jsou libovolnd. Oznac¢me D = Dy U Ds. Pak zfejmé

DicD a DycCD.
Pak podle (a) a (b) plati
s(f,D1) < s(f, D) < S(f, D) < s(f, Da).

Poznamka 9.8 Z Lemmatu [0.7(a) plyne, Ze mnoziny
{s(f,D); DeD(ab])}, {S(f,D);DeD(ab])}

jsou pro ohrani¢enou funkci f ohrani¢ené, coz nés opraviuje k Definici

Definice 9.9 Necht f: R — R je ohranic¢ena na [a, b]. Supremum mnoziny
{s(f,D); D € D([a,b])}

nazyvame dolni Riemannuv integrdl funkce f pres interval [a,b] a znac¢ime fab f(x)dz. Déle,
infimum mnoziny o

{5(f,D) ; D € D([a, b))}

nazyvame horni Riemanniv integrdl funkce f pres interval [a,b] a znacime ff f(x)de.

Poznamka 9.10 Z Lemmatu c¢) okamzité plyne nerovnost

[rwar< [(1

Dolni Riemannuv integral vznikne z dolnich integralnich souctu, které odpovidaji obsahtim
sjednoceni obdélniku, které jsou obsazeny v podgrafu funkce f. Podobné dostdvame i horni
Riemanntuv integrdl. Obé ¢isla jsou horkymi kandidaty pro to, byt hledanym obsahem pod-
grafu funkce f. Ale které z nich je to pravé? Je to jako s ¢lovékem, ktery ma dvoje hodinky
— nikdy si neni jisty, jaky je spravny ¢as; na rozdil od ¢lovéka, ktery ma pouze jedny. Asi ale
citime, ze by tato ¢isla méla byt stejna. Ovsem, jak uvidime v Piikladu [9.12] jsou funkce,
u kterych to neplati. Konecné se dostavame k hlavnimu pojmu této kapitoly.



9.1. DEFINICE RIEMANNOVA INTEGRALU 277

Definice 9.11 Necht f: R — R je ohrani¢end na [a,b]. Plati-li

/abf(x) dz :/abf(a:) dz

nazyva se funkce f integrovatelnd (riemannovsky; v Riemannové smyslu) na intervalu [a, b].
V tomto ptipadé definujeme Riemanniv integrdl funkce f pres [a,b] jako spole¢nou hodnotu
dolniho a horniho Riemannova integralu a znacime

/abf(:n) da

Mnozinu vsech riemannovsky integrovatelnych funkei na intervalu [a, b] budeme oznacovat
R([a, b]).

Priklad 9.12

(a) Uvazujme konstantni funkci f(z) = ¢, x € [a,b]. Zjistéme, zda je tato funkce rie-
mannovsky integrovatelnd na intervalu [a, b]. Podle Definice staci ovérit rovnost
dolniho a horntho Riemannova integralu. Uvazujme libovolné déleni D = {xq, ..., zy}
intervalu [a, b]. Plat{

n

s(f,D) = Zc( — X1 _CZ i —Ti—1) = c(b—a).

=1

Tedy mnozina vSech dolnich sou¢tu je jednoprvkova a plati

b
/ f(z)dx = sup{c(b—a)} = c(b—a).

Podobné vypocitdme
S(f,D) =c(b—a)
pro kazdé D € D([a,b]), tedy

b
/ f(z)dx = inf{c(b—a)} = c(b— a).

Podle Definice integrdl existuje a soucasné jsme nasli i jeho hodnotu, coz je
¢(b— a). Vzhledem ke geometrickému vyznamu Riemannova integral by nés vysledek
nemél prekvapit.

(b) Uvazujme tzv. Dirichletovu funkci

(z) = 1 z€Q,
XOP =0 zeRrR\OQ

a vySetfeme existenci Riemannova integralu na intervalu [a,b], a,b € R, a < b.
Uvazujme libovolné déleni D = {xo,...,zn} € D([a,b]). Pro kazdé i = 1,...,n plati

inf xq =0,

[xz 1 ,$1]
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tedy

a nasledné

b
/ f(z)dz = sup{0} = 0.
Ja_
Protoze pro kazdé i = 1,...,n plati

sup xo =1,
[xi—17x’i]
podobné vypocitame

n n

S(f, D) = Zl . (.’L‘Z — a:i_l) = Z(wz — xi—l) =b— a,

i=1 i=1
tedy
b
/ f(z)dz =inf{b—a} =b—a > 0.
a
Podle Definice integral neexistuje.

Nésledujici lemma bude dulezité pro dikaz dalsich vét, korunovanych Leibnizovou—

vvvvvv

dohled4, napt. v [4].

Lemma 9.13. Necht f : R — R je ohranic¢end na [a,b]. Pak pro kazdée € R, € > 0 existuje
d €R, 0 >0 tak, Ze pro vSechna D € D ([a, b)), spliujici v(D) < § plati

b 5
/f(x)dm—6<s(f,D) a S(f,D)</f(x)dx+g_

Pozndamka 9.14 Lemma [9.13] dava dulezitou informaci o vztahu mezi zlepSovanim apro-
ximace obsahu podgrafu a ,jemnosti“ odpovidajicich déleni. Zjednodusené fe¢eno iké, ze
predepiSeme-li si pozadovanou pfesnost vypoctu dolniho (resp. horniho) integrélu — dané
¢islem e, pak existuje takové malé ¢islo § s vlastnosti, ze vezmeme-li libovolné déleni s nor-
mou mensi nez toto d, odpovidajici dolni (resp. horni) soucet jiz dostateéné presné aproxi-
muje dolni (resp. horni) integral.
Podivejme se nyni na trochu jiny zptusob aproximace obsahu podgrafu funkce. Potfebujeme

k tomu nejprve pojem wvybéru z délicich intervald délend.

Definice 9.15 Necht D = {xg,...,z,} € D([a,b]). Pak kazdou koneénou mnozinu V =
{c1,...,en}, kde
i1 <¢ <z; provSsechnai=1,...,n

nazyvame vygbérem z délicich intervali pri déleni D; strucéné: vgbér pri D (oznaCujeme
VD).
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Definice 9.16 Bud f : R — R ohrani¢end na intervalu [a, b], D = {zq,...,2,} € D([a,b]),
V ={c1,...,cn} je vybér pii D. Cislo

nazyvame Riemannovym integrdlnim souctem funkce f pri déleni D a vybéru V.

Poznamka 9.17 Podobné jako dolni a horni integralni soucet, integralni soucet i(f, D, V)
mé jednoduchy geometricky vyznam. Je-li f nezdpornd, jde opét o soucet obsahu jistych
obdélnikt — viz Obrazek [0.4]

X
o & T & 12873 &3 T4 §4 5

Obrézek 9.4: Geometricky vyznam integrélnich souctu i(f, D, V).

Lemma 9.18. Bud f : R — R ohraniéend funkce na [a,b]. Pak pro kaZdé déleni D €
D([a,b]) a kazdy vgbér V pri D plati

s(f, D) <i(f, D, V) < 5(f, D).

Diikaz. Necht D = {zg,..., 2}, V ={&,...,&} C D. Proi=1,...,n plati

m; = inf f<f(&) < sup f = M,

[zi-1,i] [@i—1,2]
Vynésobime-li tyto nerovnosti vyrazem (z; — z;_1) a seCteme pies v8echna i = 1,...,n,
dostavame dokazované nerovnosti. O

Definice 9.19 Necht {D,,},>_; je posloupnost déleni intervalu [a,b]. Tuto posloupnost
nazyvame nulovou, jestlize
lim v(D,,) =0.

m— 00
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Véta 9.20. Necht f: R — R je ohranicend funkce na [a,b] a {Dp,}o_, je nulovd posloup-
nost délent intervalu [a,b]. Pak

b b
lim s(f,Dm):/ f(z)dz a lim S(f,Dm):/ f(z)dz.

m—o0 m—o0

Je-li navic funkce f integrovatelnd na |a,b], pak

b
Jim z'(f,Dm,Vm):/ f(z) d,

m— 00

kde Vi, je libovolny vybér pri déleni D,, pro kaZdé m € N.

Diikaz. Uvazujme nulovou posloupnost déleni {D,, },°_, intervalu [a, b]. Zvolme ¢ € R, € > 0
libovolné. Pak podle Lemmatu existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé déleni D € D([a, b))
takové, ze v(D) < § plati

Lbf(w)deS(f,D)>/abf(-%‘)dx—6,

odkud plyne

< e.

b
xﬂm—/J@Mx

K tomuto § existuje mg € N tak, ze pro kazdé m > myq plati v(D,,) < 6. Proto pro vSechna
m > mg plati

< e.

b
st@—/ﬂmm

Tim je dokdzéno, ze s(f, Dy,) — f; f(x)dz. Podobné dokédzeme pro horni soucty a integral.
Necht nyn{ f je riemannovsky integrovatelnd na [a, b], tzn.

/abf(a:) da :/abf(x) da :/abf(a:) da

a {Dp}>_; je nulova posloupnost déleni intervalu [a,b]. Podle Lemmatu plat{

s(f, Dm) < i(f, D, Vin) < S(f, D)
pro kazdé m € N, kde V,,, C D,, je zcela libovolny vybér z délicich intervalu déleni D,,.
Odtud pak z prvni ¢asti této véty a z véty o tfech limitdch (Véta [3.47) plyne pozadovand

rovnost. O

Piiklad 9.21 Vypoctéte integrély

(a) /01 x dz, (b) /01 2 dz.
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Resent. Obé funkce z a x? jsou rostouci na [0, 1], a jak se dozvime ve Vété @ jsou také
integrovatelné na [0, 1]. Hodnoty integralu vypoc¢itame s vyuzitim Véty @L
ad (a): Uvazujme posloupnost ekvidistantnich délen{ intervalu [0, 1], tzn. posloupnost ekvi-
distantnich déleni {D,, };>_; o m délicich intervalech. Pro kazdé m € N tedy plati

Dy, ={zo,z1,..., 2}, xj=-—, j=0,1,...,m.

a v(Dp) = % Jde tedy o nulovou posloupnost déleni. Definujme navic pro kazdé m € N
vybér z délicich intervali déleni D,, takto

<.

Vm:{£1)7€m}7 é‘j:x‘jza, ]:1,,771

Pak

, - 1mm+1) m+1
S L

j=1
kde jsme vyuzili vysledku z Ptikladu [ Podle Véty [9.20] dostdvéme

! 1 1
/ rxdr = lim i(x, Dy, V) = lim mrl_ =
0

Vysledek by nas nemél pfili§ prekvapit, protoze geometricky vyznam tohoto integrdlu je
obsah pravouihlého trojihelnika o odvésnach délky 1.

ad (b): Uvazujme stejnou posloupnost ekvidistantnich déleni intervalu [0, 1] a k nim stejné
piislusné vybéry z délicich intervali. Pak

, 1 - I m(m+1)2m+1) (m+1)2m+1)
2 § : _ } : _
i@, Dm, Vin) = (m) m m3 J m?3 6 N 6m? ’
J=1

kde jsem vyuzili vysledku z Cviceni [1.68] Podle Véty [9.20] dostdvame

! DE2m+1) 1
/ 2?dz = lim (2%, Dy, Vi) = lim (m+1)Cm+1) 1
0

m—oo m—00 6m2 N 3 .

Geometricky vyznam integralnich souctt i( f, Dy, Vi) prom = 11 je ukdzén na Obrézku
O

V predchozim piikladu byly pro vypocet zdsadni souctové vzorce. Pokud ale ptislusné
souCtové vzorce nemame, je mozné vypocitat hodnotu integralu alespon ptiblizné, napi.

/ £(@)dz (£, Do, Vin)
pro néjaké dostatecné velké m.

K urceni pfesné hodnoty Riemannova integralu nastésti mame velmi efektivni vzorec,
jde o veledulezity Leibnizuv—Newtoniv vzorec.

Véta 9.22 (Leibnizova—Newtonova formule). Necht f € R([a,b]), F : R — R je primitivni
k funkci f na (a,b) a spojitd na |a,b]. Pak

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a).
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Y Y
1+ 7 L 1+ 22
/ /
0 1 0 1 =z
(a) Funkce f(z) =z na intervalu [0,1].  (b) Funkce f(z) = 22 na intervalu [0, 1].

Obrézek 9.5: Graf funkce a geometricky vyznam integralnich soucti z Piikladu

Diikaz. Bud D = {xg,...,x,} € D([a,b]) libovolné. Funkce F spliiuje na kazdém délicim
intervalu vSechny podminky Lagrangeovy véty, a podle ni pak pro kazdé k = 1,...,n
existuje ¢ € (zp_1,xk) tak, ze
F(zy) — F(zg-1)

Tk — Th—1

Flcy) =

tzn.
F(:L'k) — F(ack,l) = F'(ck)(ack — xk,l) = f(Ck)(.%‘k — ka,l).
Pak

n

(F(wr) = Flax-1)) = Y fler)(@x — 2r1) = i(f, D, V),
k=1

k=1
kde V = {c1,...,cn} je vybér pii déleni D, ale také plati

S (Fla) — Flex)) = Flan) — Flao) + Faa) — Fag) + ...
k=1
+...+ F(zy) — F(xp_1) = F(x,) — F(xg) = F(b) — F(a).

Tedy pro vsechna D € D([a,b]) existuje vybér V pii D takovy, ze plati
i(f,D,V)=F(b) — F(a).
Zvolme nulovou posloupnost {Dy, }oo_; C D([a,b]) a {Vi, }o_; tak, ze Vi, C Dy, a
i(f; Dm, Vin) = F(b) — F(a)
pro viechna m € N. Podle Véty plati

b
i, D Vi) = [ f(@)dz, prom - o0

a protoze {i(f, Dm, Vin)}om_; je konstantni posloupnost jejiz cleny jsou rovny F(b) — F(a),
ziejmé

b
Fb) — Fla) = / f(z) da.
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Poznamka 9.23 Rozdil funkénich hodnot F'(b) — F'(a) se zapisuje kratce vyrazem

[F ()], -

a

Rovnost z pfedchozi véty pak struéné zapisujeme jako

b
/ﬂ@M=wwm

Toto znaceni ocenime pro primitivni funkce se slozitym predpisem.

Jak je vidét, moznost pouziti Leibnizova—Newtonova vzorce stoji a pada se znalosti
primitivni funkce.

Nyni, kdyz mame k dispozici velmi efektivni metodu pocitani presné hodnoty Rieman-
nova integralu, ukazme si néjaky jednoduchy piiklad.
Piiklad 9.24 Vypoctéte integrély

(a) fog sin z dz, (b) [y sinzdez, (c) fjﬂ sinx dz, (d) fo% sinz dz.
Resend. Protoze jiz vime, ze primitivni k funkci sinus je funkce — cos, snadno vypoéitdme
5 . W
/ sinzdx = [—cos]j = —cos g +cos0=1.
0
Podobné dostavame také

T 2 2w
/ sinx dx = 2, / sinxdr=-2 a / sinxdx = 0.
0 s 0

Poucny je také geometricky vyznam téchto integrélu, viz Obrazek O

9.2 Podminky integrovatelnosti

Casto budeme vyslovovat véty majici ve svych predpokladech integrovatelnost funkei. Je
proto dulezité znat jednoduché pravidla, pomoci kterych to pozndme. Zaéneme nutnou
a postacujici podminkou, kterou prakticky pouzivat nebudeme, ovSem je velmi uzitecna pro
dukazy dalsich — efektivnéjsich — kriterii integrovatelnosti.

Lemma 9.25. Necht f : R — R je ohraniéend na [a,b]. Pak f € R([a,b]) prdvé tehdy,

kdyz
Ve eR, e >03D € D([a,b]) : S(f,D)—s(f,D)<e.

Driikaz. (<): Necht plati podminka, tzn. pro libovolné ¢ > 0 existuje D € D([a, b]) tak, ze

) b
Og/f(x)dx—/f(:c)deS(f,D)—s(f,D)<e.

Z libovolnosti € > 0 plyne
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X

(a) Integrél funkce sin pfes interval ) Integral funkce sin pfes interval
[0,7/2]. [0,7r].

yl/\
i v x
(c) Integrdl funkce sin pfes interval

[, 27].
Y

(d) Integral funkce sin pres interval
[0, 27].

Obrazek 9.6: Geometricky vyznam integralu z Piikladu

tedy f € R([a,b]).
(=): Necht f € R([a,b]). Zvolme £ > 0. Podle definice dolnfho a hornfho integralu (a Véty [2.24])
existuji Dy, Dy € ©([a, b)) tak, ze

b )
s(f,Dl)>/f(x)dm—§, S(f,D2)</f(x)dx+§.

Polozme D = Dy U D5. Pak podle Lemmatu [0.7(b) dostdvame
b b
S(.D) = s(£.D) < S(£.D2) = s(7.D1) < [ fla)da+ 5~ < [ rwar- 5)

:/abf(:c)dx—i—g— (/abf(x)dx—g) =

Poznamka 9.26 Podminka v Lemmatu mé pékny geometricky vyznam. Rikd, ze k
libovolné zvolenému (malému) € > 0 lze najit takové, déleni, ze (nezdporny) rozdil

S(faD)_S(faD)

je mensi nez e. Pitom, tento rozdil je sou¢tem jistych obdélniki pokryvajicich graf funkce

f, viz Obrazek 9.7

a
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To T1x2 T3T4 Is Tg L7 X T 10 ri1 *

Obrazek 9.7: Geometricky vyznam rozdilu S(f, D) — s(f, D) z Lemmatu

Véta 9.27. Necht f: R — R je monoténni na [a,b]. Pak f € R([a,b]).

Dikaz. Predpokladejme, Ze f je na [a,b] neklesajici. Ziejmé f(a) < f(b). Kdyby f(a) =
f(b), pak z monotonie plyne, ze f je konstantni, tedy f je integrovatelnd na [a,b] — viz
Piiklad [9.12(a). Necht f(a) < f(b). Zvolme ¢ € R, ¢ > 0 libovolné. Uvazujme déleni
D ={xg,z1,...,2,} € D([a,b]) takové, zZe

Takové délenf lze vzdy najit — viz napf. Pozndmku [9.4(b). Kromé toho, vzhledem k mono-
tonii funkce f na [a, b, plati

fic1) = min f= inf f< sup f= max f=f(z;)

[zi—1,24] [zi—1,24] [xi—1,24] [z5—1,24]

pro kazdé i =1,...,n. Pak

n n

ﬂﬁ@—dﬂ@zi%w%fm—mﬂ—z%mﬁfm—wi
i=1 [Ti—1,Tq i=1 i—1,T5
= Z f(@i) (@i — zi-1) — Z f(@ic) (2 — wi1)
=1 =1
= (f(xz) - f(xi—l))(mz xz—l)
=1 >0

=1
c n
<70 - fa) 2 V) )
€
- f(b) — f(a) (f(x1) — f(zo) + ...+ flan) — flxn_1)) =¢

Véta 9.28. Necht f:R — R je spojitd na [a,b]. Pak f € R([a,b]).
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Dukaz. Ze spojitosti f na [a,b] plyne ohrani¢enost a stejnomérnd spojitost f na [a,b] (viz
Vétu a[5.88). Zvolme e > 0 libovolné. Pak existuje 6 > 0 tak, ze pro vSechna z, 2’ € [a, b]

plati
€

b—a
Zvolme D = {xg,...,xn} € D([a,b]) tak, ze v(D) < 0. Ze spojitosti dale plyne existence
$ks Mk € [Tr—1, 1] tak, ze

f&)= max f= sup f, f(p)= min f= inf f

[zr—1,7k] [Th_1,2%] [Tr—1,7k] [zr—1,7k]

[z—a'| <o = [f(z) - f(@))] < (9-1)

pro vSechna k =1,...,n. Protoze
& — k| <@g — 21 < (D) <6,

plati podle (9.1) nerovnost

£(8) = F )] < .

Pak

3
3

k=1
< c Zn:(:lik—.rk_l)
b—a
k=1
g
b—a( a)=¢

Véta 9.29. Md-li ohranicend funkce f : R — R na [a,b] koneény pocet bodi nespojitosti,
pak f € R([a,b]).

Diikaz. Nejprve oznatme M = supy, y f. Dukaz bude opét zalozen na pouziti Lemmatu
Zvolme € > 0 libovolné. K nému nalezneme takové déleni D intervalu [a,b], ze S(f,D) —
s(f, D) < e. Nejprve pokryjeme body nespojitosti—véetné krajnich bodu, protoze znaceni
pak bude jednodussi—deélicimi intervaly dostate¢né malé délky [a;, b;]. Uvazujme mnozinu

A={t € [a,b] ; funkce f ma v bodé ¢ nespojitost} U {a,b}.
Protoze jde o kone¢nou mnozinu, ozna¢me
A={t1,...,tm}, kdea=t1<ta<...<tp, =0 meN.

Ke kazdému ¢ = 1, ..., m oznatme

tz' je—li tz‘ = a, ti je—li t,; = b,
a; = L bi = o
t; — 6 jelit; > a, t; +6 jelit; <b,
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kde § > 0 vezmeme tak malé, ze
€

S8Mm
ab; <ajy1 proi=1,...,m— 1. Tedy mnozina

o<

D/ = {(11,()1,0,2,()2, .. '7amybm}
je déleni intervalu [a,b] a pro i = 1,...,m plati
bi — Q4 § 24.

Jesté ale nejde o hledané déleni D. Jen intervaly [a;, b;], i = 1,...,m pouzijeme jako délici
body vysledného déleni. Totiz, zbyvajici délici intervaly déleni D', coz jsou intervaly tvaru
[biyait1], i = 1,...,m — 1, jesté nejsou dostatetné kratké. Na druhou stranu, na téchto
intervalech je funkce f spojitd, tedy podle Véty [9.28 riemannovsky integrovatelnd a koneéné
podle Lemmatu existuje déleni D; intervalu [b;, a;1+1] takové, ze

€
S(f. Di) = s(f, D;) < o
pro vSechna i =1,...,m — 1. Nyni kone¢né polozme
m—1
D=D'U U D; = {al,bl}U{ag,bg}U...U{am,bm}UDlUDQU...UDm_l.
i=1

Ziejmé D € D([a,b]). Navic plati

m m—1
S(f,D) = s(f, D)= <sup f— inf f) (bi —ai) + Y S(f, Di) — s(f, Di)

[aj,bj] [aj7bj]

j=1 i=1
m m—1 c c
S§:2M*ZV%2:55S4MW%+§QUH—U
J=1 7j=1
€ em—1 e ¢
< 46M - < -+ - =
M Mm 2 m 2737 °
kde jsme v druhé nerovnosti pouzili nasledujici odhad
sup f— inf f <supf—inf f <sup|f|+sup|f|=2M. O
[aj,b;] [a;,b;] [a,b] [a,0] [a,b] [a,b]

Priklad 9.30
(a) Funkce

ind z#£0
f(ac)_{; ‘ xiO’

je integrovatelna na intervalu [—k, k], kde k > 0 je libovolna redlna konstanta. Plyne
to z faktu, Ze je ohranicend a m4 jediny bod nespojitosti — viz Obréazek

(b) Funkce f: R — R, D(f) = [0, 1] definovana predpisem

fz) = 5 T € (g, ), neNU{0},
0 x=0

je opét integrovatelnd na intervalu [0, 1]. Je totiz na ném neklesajici — viz Obrazek
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W/ — ~
- ¥

] 1T
(b) Funkee z ¢dsti (b).

|

(a) Funkce z ¢ésti (a).
Obrazek 9.8: Grafy funkci z Piikladu

Mize se nam hodit néasledujici véta.

Véta 9.31. Necht f,g: R — R jsou ohranicené na [a,b] a lisi se v nejvijse koneéném poctu
bodi. Pak f € R([a,b]) prdvé tehdy, kdyz g € R([a,b]). Je-li f € R([a,b]), pak

/abf(x) do = /abg(l‘) da.

Dukaz. Dukaz rozdélme do ti{ kroku.
KroK 1 : Uvazujme funkci

hz) = f(z) —g(z), =z €la,b].

Pak podle predpokladu h(z) = 0 pro v8echna = € [a,b] az na koneénou mnozinu bodu.
Protoze nulova (tedy konstantn{) funkce je spojita na [a, b], funkce h je spojitd az na koneény
pocet bodu nespojitosti. Podle Véty pak je funkce h riemannovsky integrovatelna na
[a, b)].

KRrROK 2 : Dokazme nyni, ze f;h(x) dz = 0. Uvazujme nulovou posloupnost ekvidistantnich
délenf {D,,} -, intervalu [a,b] a k nim pfislusné vybéry V,,, C Dy, tak, ze zddnd mnozina
Vin neobsahuje body nespojitosti funkce h. To lze vzdy zafidit, protoze bodu nespojitosti
je konecné mnoho. Pak pro kazdé m € N plati

i(hy Dy, Vi) = 0
a tedy podle Véty plati

b
/ h(z)dx = lim i(h, Dy, Vi) = 0.

m—o0

KROK 3 : Necht nyni f € R([a,b]). Protoze
f=g+h,

pak s vyuzitim Lemmatum (které jsme jesté nedokazovali, ale jeho dukaz je zcela nezévisly
na Véte tedy nehrozi dikaz kruhem) dostdvame
b
a

/abf(x) dz = / g(z) + h(z)dz = /abg(ar) do + /abh(x) do = /abg(x) de.
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Priklad 9.32 Zjistéte, zda je funkce | sgn | riemanovsky integrovatelna na intervalu [—1, 1].
Pokud ano, vypoctéte integral této funkce pies tento interval.

Resend. Nakreslime-li si graf restrikce funkce | sgn | na interval [—1, 1], vidime, ze jde o funkci
spojitou az na bod z = 0. Podle Véty je | sgn | integrovatelnd pres [—1,1]. Vidime, ze
se tato funkce 1isi od funkce

flx)=1, ze[-1,1]

pouze v bodé 0. Podle Véty a Piikladu [9.12(a) dostavame

1 1
/_1|sgn(x)|dx:/_11daj:2.
O

Poznamka 9.33 Na zdvér poznamenejme, Ze se Véta resp. Véta d4 zobecnit
tak, ze mnozina bodu nespojitosti, resp. bodu nerovnosti muze byt i nekonecénd. Konkrétné
to muze byt tzv. mnozina nulové Jordanovy miry: Rekneme, Ze mnozina A C R je nulové
Jordanovy miry, jestlize pro kazdé € > 0 existuje koneénd mnozZina oteviengch intervalu
{(ag,br) ; k=1,...,n} tak, Ze

n

AcC U(ak,bk) a Z(bk —ag) < €.
k=1

k=1

Receno vice lidsky, mnozina nulové Jordanovy miry je takové, da-li se ,pokryt“ konecné
mnoha otevienymi intervaly o libovolné malém souctu jejich délek. Jak jiz bylo naznaceno,
kromé kone¢nych mnozin redlnych ¢isel mohou byt mnozinami nulové Jordanovy miry i ne-
kone¢né. Ty ale museji byt ,dostateéné fidké“. Napf. mnozina

1
{ ineN }
n
je mnozinou nulové Jordanovy miry, ale mnozina
Qnio,1]

jiz ne — nakreslete na reélné ose. Dalsi informace véetné dukazi lze najit napt. v [4].

9.3 Vlastnosti Riemannova integralu

Nyni se dostdvame k zakladnim vlastnostem Riemannova integralu. Mnohé tyto vlastnosti
maji i jiné typy integrali, se kterymi se v budoucnu jesté setkdame.

Véta 9.34. Necht f € R([a,b]), ¢,d € R jsou takovd, Ze
c< f(x) <d pro vSechna x € [a,b].

Pak .
c(b—a) < / flx)dz < d(b— a).
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Diikaz. Pro kazdé déleni D € D([a,b]) plati podle Lemmatu [9.7(a) a definice horntho
a dolniho integralu

b b b
c(b—a)gs(f,D)g/f(a:)dx:/f(x)dx:/f(a:)deS(f,D)Sd(b—a).

Dusledek 9.35. Necht f € R([a,b]). Pak

1. je-li f(x) > 0 pro vdechna x € [a,b], pak fabf(x) dz >0,

2. je-li |f(x)| < ¢ pro viechna x € [a,b], pak fff(:r) dx‘ <c(b—a).

Lemma 9.36. Necht f,g € R([a,b]). Pak f + g € R([a,b]) a plati

/a (@) + 9(@)) do = / ' b2 da 1 /abg(w)dx'

Diikaz. Uvazujme D = {xg,x1,..., 25} € D([a,b]), oznacme

m; = inf f, n;= inf g, p;= inf (f+g)

[i—1,24] [ —1,24] [i—1,24]

pro¢=1,...,n. Protoze
m; +n; < f(x) + g(x)

pro kazdé x € [x;_1,x;], je ¢islo m; + n; dolni zdvora mnoziny {f(z)+g(x) ; x € [z;—1, 4},
odkud vyplyva, ze
mi +n; < p;.

Vynéasobime-li posledni nerovnost vyrazem (x; — x;—1) a seCteme vysledné nerovnosti pies
v8echna 7 = 1,...,n, dostaneme nerovnost

s(f, D) +s(g, D) < s(f +9,D).
Uvazujme {D,,}>_; nulovou posloupnost déleni intervalu [a, b]. Pak pro kazdé m € N plati
s(f, Dm) + 5(g, Dm) < 5(f + g, D)
Vzhledem k integrovatelnosti funkei f a g na [a, b] a Vété plati

/ fe)de + / o) d < /b F(@) + g(a) da.

Podobnou tvahou se dokaze nerovnost i pro horni Riemanniv integrédl sou¢tu funkci f a g
ptes interval D ([a, b]), konkrétné

/abf(x) +olw)dr < [ fe) e+ / o) de

Déame-li posledni dvé nerovnosti dohromady s pomoci Poznamky pak dostdvame nejen,
ze [+ g € R([a,b]), ale také rovnost z tvrzeni véty. O
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Lemma 9.37. Necht f € R([a,b]) a c € R. Pak cf € R([a,b]) a

/abcf(:c) dz = c/abf(:n) dz.

Diikaz. Pro ¢ = 0 je tvrzeni ztejmé. Necht ¢ > 0. Necht D € {zg,r1,...,2,} € D([a,b])
a oznacme

m; = inf f, n;= inf c-f
[zi—1,%i] [zi—1,%i]

pro ¢ =1,...,n. Pak protoze
em; < cf (x)

pro kazdé x € [x;_1,x;], je ¢islo cm; dolni zdvora mnoziny {cf(x) ; x € [z;—1,x;]}, odkud
vyplyva, ze
cmy < n;.

Vynéasobime-li obé strany rovnosti vyrazem (x; — z;—1) a se¢teme pro v8echna i = 1,...,n,
a vytkneme ¢ na levé strané, dostavame nerovnost

c-s(f,D) <s(c-f,D).
Uvazujme {D,,}°_, nulovou posloupnost déleni intervalu [a, b]. Pak pro kazdé m € N plati
c-s(f,Dm) < s(c- f,Dn).
Vzhledem k integrovatelnosti funkce f na [a,b] a Véteé plati

c/abf(:v)dxg/abcf(x)dx.

Podobnou tvahou se dokaze nerovnost i pro horni Riemannuv integral souc¢tu funkci f a g
pres interval, konkrétné

/abcf(m) do < c/abf(x) da.

Déame-li posledni dvé nerovnosti dohromady s pomoci Poznamky pak dostavame nejen,
ze c- f € R([a,b]), ale také rovnost z tvrzeni véty.

Necht nyni ¢ < 0. Dukaz je veden témér stejné jako pro kladné c. Hlavni rozdil spociva
v tom, ze pro kazdé déleni D € D([a, b]) plati nerovnosti

CS(f?‘D)SS(CfaD) a S(C’f,D)SC'S(f,D),

které je také tieba dokazat. O

Nasledujici vétu 1ze snadno dokézat s pomoci predchozich dvou lemmat matematickou
indukei.

Véta 9.38. Necht fi,...,fn € R([a,b]), c1,...,¢n € R, n € N. Pak c1fi + ...+ cnfn €
R([a,b]) a plati

b b b
/clfl(x)+...+cnfn(a:)dx:cl/ fl(a:)dx+...+cn/ fn(x)de.
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Véta 9.39. Necht f,g € R([a,b]) a f(x) < g(x) pro viechna x € [a,b]. Pak

[ swar< [ ywaa

Diikaz. Uvazujme pomocnou funkci

hz) = g(x) = f(z), =z €lab].

Podle predpokladu je funkce h nezdporna. Z Dusledku [9.35] a Véty dostavame

0< /abh(a:) do = /abg(x) da — /abf(x) da.

Tim je véta dokazana. u

Lemma 9.40. Nechf f : R — R je ohranicend na mnoziné M C R. Pak

. _ _aip
s]1\14p|f\ 1]134f!f|_8}\14pf inf f

Diikaz. Ozna¢me g = infys f a G = supy, f. Protoze g < f(z) < G pro kazdé x € M, pak
okamzité dostavame nerovnosti

G-g<f(z)-fly) <G-y,

pro kazdé x,y € M. S vyuzitim Piikladu (konkrétné jde o nerovnosti a mame
pro kazdé z,y € M

[f@) = F I < [ @) = FW)I| < 1f @) = f) < G —g.

Odtud tedy mame
f@) <fW)l+G—g

pro kazdé x,y € M, na coz se da divat tak, ze pro kazdé y € M je ¢islo |f(y)| + G — g horni
zavorou mnoziny {|f(x)| ; x € M}. Podle definice suprema pak dostdvame, ze

sup [f| < [f(y)| + G — g,
M

a to pro kazdé y € M. Jednoduchou tpravou posledni nerovnosti dostavame
s&plfl —(G=9) <[yl

pro kazdé y € M, na coz se dé divat tak, ze ¢islo sup,; | f| — (G —g) je dolni zdvorou mnoziny
{|f(x)] ; = € M}. Podle definice infima pak dostdvdame, ze

S&plfl — (G —g) < inf|f].

To je zadana nerovnost. O
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Véta 9.41. Necht f € R([a,b]). Pak |f| € R([a,b]) a

/abf(x)dx

Dikaz. Zvolme ¢ > 0 libovolné. Podle Lemmatu existuje D = {xzg,z1,...,2,} €
D([a,b]) tak, ze

< / @) e

S(f,D) — s(f,D) < e.

Oznac¢ime-li

m; = inf f7 Mlz sup fa n; = inf ‘f|7 Nl: sup |f’7

[i—1,m4] [ 1,24] [Ti—1,2i [®i—1,;]

pak podle Lemmatu plati
Ni —ni < M; —my

pro kazdé i = 1,...,n. Vynédsobenim (x; — x;—1) a seCtenim pfes vSechna i = 1,...,n
dostavame

n

S(If1, D)=s(If], D) = Y (Ni=ni)(wi—wi1) < > _(My=—m;)(zi—ai1) = S(f, D)=s(f, D) < e.

i=1 =1
Podle Lemmatu plati |f| € R([a,b]). Navic, protoze
—[f(2)] < fz) < |f(2)]
pro kazdé x € [a,b], pak z Véty a Lemmatu dostavame

—/ab]f(:v)]dx < /abf(:v) dz < /ablf(x)ldx,

Odtud jiz s vyuzitim Cviceni [2.44(g)| dostavame nerovnost z tvrzeni. O
Véta 9.42. Necht f,g € R([a,b]). Pak fg € R([a,b]).

Duikaz. Integrovatelnost soucinu rozdélime do tii fazi:

KROK 1. Nejprve dokazme, Ze pro nezdpornou f € R([a,b]) plati f> € R(|a,b]): Z ohrani¢enosti
f plyne, ze existuje M > 0 takové, ze f(x) < M pro kazdé = € [a,b]. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0
libovolné. Pak podle Lemmatu existuje D = {zg, z1,..., 2} € D([a,b]) takové, ze

9

S(f,D)—s(f,D) < oYY

Pro kazdé ¢ = 1,...,n oznaCme

m;= inf f, M;= sup f, n;,= inf f%, N;= sup f>

[zi—1,2i] [i—1,24] [zi—1,2:] [i—1,2]

Protoze
0<m; < f(x) <M; <M prokazdé z € [z;_1,z;],
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pak také

0 <m? < f3(z) < M? prokazdé x € [z;_1, 2],

z ¢ehoz plyne, ze m? < n; a N; < M? pro viechna i = 1,...,n. Konetné

S(f27 )*Sf2 ZN i 1 an Ly le
—Z — X1 <ZM2—m)($i—xi_1)

=1
= Z(MZ + m,)(MZ - mz)(xz - a;i_l) < 2M Z(MZ - ml)(:n, - xi_l)
=1 =1
=2M<2Mi(l‘i—$z’ 1 Zmz Ti — Ti— 1)
=1
=2M (S(f,D) — s(f,D)) <2Mm E.

Podle Lemmatu je f? riemannovsky integrovateln4 na [a, b].
KROK 2. Dokazme, Ze pro kazdou f € R([a,b]) plati f* € R([a,b]): Pro f € R([a,b]) plati
podle Véty ze také |f| € R([a,b]). Protoze |f| je zaroven nezédporna, pak s vyuzitim
piedchoziho kroku dostavame f2 = |f|?> € R([a, b]).
KROK 3. Dokazme samotné tvrzeni: Necht f,g € R([a,b]). Pak na intervalu [a, b] plat{
(f+9°=Ff"+2fg+"
a tedy
1
fo=5F+9)" =1 =g

Podle kroku 2 a Véty jiz vime, ze f2, g%, (f + g)® € R([a,b]) a konecné také fg €
R([a,b]). O

Véta 9.43. Necht f € R([a,b]), [c,d] C [a,b]. Pak f € R([c,d]).

Diikaz. Zvolme € > 0 libovolné. Podle Lemmatu existuje D; € D([a,b]) takové, ze

S(f, Dl) - S(f, Dl) < eE.
Polozme Dy = D1 U{c,d}. Pak Dy € D([a,b]) a D1 C Ds, tedy podle Lemmatu [9.7|(b) plati

S(vaQ) _5(f7D2) < S(faDl) —S(f,Dl) <eE.

Nakonec polozme D = Dy N [, d]. Neni obtizné ovérit, ze D € D([c,d]). Navic, oznac¢ime-li
Dy = {xg,x1,...,2,}, pak existuji k, £ € N, 1 < k < £ < n takové, ze x = c a xy = d. Pak

dostavame
n

S(f, D) ZM — Ti—1) Zmi(ﬂci—xi—ﬂ

=1
n l
= Z(Mz - mz)(xz - xz—l) < Z (Mz - mz)(xz - xz—l)
=1 i=k+1
¢ ¢
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kde jsme vyuzili toho, ze M; —m; > 0 pro kazdé i = 1,...,n. a

Véta 9.44 (aditivita integrace vzhledem k mezi). Necht a,b,c € R, a < ¢ < b. Je-li
f € R(la,d)) a f € R(le, b)), pak f € R((a,b]) a plati

/abf(x) do = /acf(x)dx+/cbf(x)dx.

Duiikaz. Snadno vidime, ze jsou-li D' € D([a, c]) a D" € D([c,b]) pak D = D'UD" € D([a, b)),
v(D) = max{v(D"),v(D")} a

s(f,D)=s(f,D')+s(f,D") a S(f,D)=S(f,D)+s(f,D").

Méme-li tedy nulovou posloupnost déleni {D/,}>~_, intervalu [a,c| a nulovou posloupnost
déleni {D! }>°_, intervalu [c, b], pak pro D,, = D!, U D/} plati, ze D,, € D([a,b]), posloup-

m=11
nost déleni { D, }~_; je nulovd a

s(f,Dm) = s(f.Dp,) + s(f. Dp) a S(f, D) = S(f, Dr) + 5(f, Dry).-

Odtud ptrechodem pro m — oo s pouzitim Véty dostavame, ze

/abf(:v)da::/acf(x)da:Jr/be(x)da;:/abf(x)dm

Zaveér jiz plyne z definice integrélu. O

Dejme smysl symbolu f;f(:r) dz i pro a > b. Usnadni ndm to Zivot.
Definice 9.45 Pro f: R — R, a € D(f) definujeme

/aaf(:v)dac:O.

Pro f € R([a,b]) definujeme

/baf(x)dx: —/abf(x)dm.

Diky tomuto znaceni lze provést uzite¢né zobecnéni Véty

Véta 9.46. Necht f € R([min{a,b,c}, max{a,b,c}]), kde a,b,c € R. Pak

/abf(x) do = /acf(a:)dx+/cbf(x)dx.

Diikaz. Je potieba vySetfit v8echny moznosti nerovnosti mezi a, b a c. Piipad a < ¢ < b je
dokézan jiz ve Vété Predpokladejme déle, ze a < b < c. Podle Véty pak plati

/:f(:v)da:: /abf(a:)dx—l—/bcf(a:)dx.
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Odtud méame

/abf(af)d:c—/acf(x)dx—/bcf(x)dx—/acf(x)der/cbf(x)dx’

pri¢emz druh& rovnost plati vhledem k Definice Ostatni piipady se dokazi podobné
(vCetné neostrych nerovnosti, u kterych vzniknou integrély se stejnou horni a dolni mezi).
O

Poznamka 9.47 Podle Definice pak pro kazdou funkci f € R([a,b]) a x,y € [a,b]

plati Y N .
/xf(t)dt‘:’—/y f(t)dt‘:/yf(t)dt

tedy vymeénime-li v integrélu meze, jeho absolutni hodnota se nezméni. Plati tedy napiiklad
nasledujici zobecnéni vzorce z Véty Pro f € R([a,b]) a kaZdé c,d € [a,b] plati

[ sl <| [

9.4 Integral jako funkce horni meze

)

<

Nyni si ukazme dalsi zpusob, jak definovat nové funkce z jiz zndmych.

Definice 9.48 Necht f : R — R, J C R je interval, ¢ € J a f je na kazdém uzavieném
ohranic¢eném podintervalu intervalu J riemannovsky integrovatelnd. Pak funkci F, : R — R
definovanou pfredpisem

X
F.(z) = / f(t)dt, pro vsechna z € J
C
nazyvame integrdalem joko funkce horni meze funkce f.

Poznamka 9.49

(a) Je-li z > ¢, pak fcx f(t)dt je R—integrél, pro x < ¢ je tento vyraz definovén v Defi-
nici Napiiklad, je-li f(x) = 22, ¢ =0, pak

Jo t*dt =a?/3 pro x > 0,
Fo(z) = foo t2dt =0 pro z =0,
f0$t2dt:—fthth:—[—x?’/3](1):x3/3 pro z < 0.

Zde naptiklad vidime, ze Fy je primitivni funkce k funkci f. Je to ndhoda nebo pra-
vidlo? Uvidime déle.

(b) Funkce f z Definice je tedy vzhledem k Vété riemanovsky integrovatelnd na
kazdém [c,d] C J.

(¢) Z Definice okamzité vyplyva, ze

F.(c)=0.
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(d) Je dulezité si uvédomit geometricky vyznam funkéni hodnoty funkce Fi.. To plyne
okamzité z jeji definice, napt. pro nezapornou (integrovatelnou) funkci f na intervalu
J ax € J plati:

(i) je-li z > ¢ je F.(x) obsah podgrafu funkce f na intervalu [c, x],
(ii) je-li z < cje F.(x) ¢islo opaéné k hodnoté obsahu podgrafu funkce f na intervalu

[z, ],

viz Obrézek Rozmyslete jiz sami, jak je to pro nekladnou funkei f.

Cc T xT T C T

Obréazek 9.9: Geometricky vyznam funkéni hodnoty funkce F,. pro x # c.

Véta 9.50. Necht f: R — R, J C R je interval ¢ € J a F, je definovand v Deﬁnici
(tzn. [T f(t)dt je definovdn pro viechna x € J). Pak

(a) F. je spojitd na J,

(b) je-li f spojitd v xg € J, pak F.(xo) = f(xo) (pritom, je-li xo krajnim bodem intervalu
J a spojitost je tak pouze jednostrannd, existuje v daném bodé také jen prislusnd
jednostrannd derivace a ta je rovna funkéni hodnoté funkce f).

Diikaz. ad (a): Necht x¢ € J neni pravym krajnim bodem intervalu J. Dokazme, Ze F. je
spojitd v bodé zg € J zprava. Nejprve si proved me par pifpravnych tivah a vypoéti. Ziejmé
existuje interval [xg,z¢ + 1], ktery je podintervalem J. A pro kazdé x € [xo,z¢ + 1] pak
s vyuzitim Véty plati

Fie) - Fon) = [ 10t~ [ = [ rwaes [ fyae- [ s

- / (1) dt.

Z predpokladu integrovatelnosti funkce f na [zg,xo + 1] a je na ném tedy i ohranicend,
oznacme

(9.2)

M= s |fl
[0,z0+01]

Konecné se pustme do samotného dukazu. Zvolme £ > 0 libovolné. K nému staci zvolit

) €
0 < 6 < min{dy, M},
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protoze pak pro kazdé z € U (zo) plati

nu»nu@h:/“ﬂwmys/ﬂﬂansMuxw
&

€
<Mj< M- e

kde jsme postupné pouzili , Vétu Dusledek a Priklad (a). Tim jsme
dokazali, ze F, je v bodé xg spojita zprava. Podobné se dokaze spojitost zleva funkce F,
v kazdém bodé xy € J, ktery neni levym krajnim bodem intervalu J.

ad (b): Necht f je spojitd zprava v bodé xg € J. Dokazme, ze (F¢) (z0) = f(z0). Zvolme
e > 0 libovolné. K nému vzhledem ke spojitosti f existuje U (zo) = [0, o + &) takové, ze
pro viechna t € Uy (z¢) plati

5
10 Flao)| < 5.

Pak pro kazdé x € Uy (z¢) plati
Fo(z) — Fe(wo)

T — X0

az—xo

- f(l’o)'

/)f Jdt — (x — 20) f(z0)

/f dt—/fxo dt‘ pr—

1 €
)| dt < — =<
< e [0 - sl g S = S <

/(ﬂﬂ—ﬂm»&

l’—x[)

Dokazali jsme tedy

(F.Y,(e0) = lim Te@=Fe@o) _ gy

T—T0+ T — X
Obdobné se dokéze, ze (F¢)"(zo) = f(xo) za predpokladu, ze f je spojitd v bodé xzg € J
zleva. Ditkaz korunujeme pouzitim Véty [6.7](ii). O

Dusledek 9.51. Necht f spojitd na intervalu J C R, ¢ € J. Pak funkce F, z Deﬁnice
je primitivni k f na J.

Véta 9.52 (o existenci primitivni funkce). Je-li f spojitd na intervalu J C R, pak k ni
existuje primitivni funkce na J. Navic vSechny primitivni funkce k funkci f na intervalu J
jsou ve tvary

/ Ft)dt+C,
kde ce J, C € R.

Dukaz. Je-li funkce f spojitd na intervalu J, pak podle Véty je f riemannovsky in-
tegrovatelnd na kazdém ohrani¢eném uzavieném podintervalu intervalu J. Proto lze pro
kazdé c € J definovat funkci jako integral horni meze F., a to na celém J. To je ale podle
Dusledku primitivn{ funkce k f na J. Podle Véty [8.6] jsou funkce F,. + C pravé vSechny
primitivni funkce k funkci f na J, kde C probiha vSechna realnd ¢isla. O
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Poznamka 9.53 Z Véty [0.52 by se mohlo zd4t, ze mezi primitivnimi funkcemi a integraly
jako funkcemi horni meze existuje vzdjemné jednoznacny vztah. To plati ale pouze pro
primitivni funkce a integraly spojitych funkci. Napi. funkce sgn primitivni funkci na R
nemd, nicméné integral této funkce jako funkce horni meze (pro ¢ = 0) definovany je na
celém R, a plati

X
F.(z) :/ sgntdt = |z|, zeR.
0
Oveérte!

Cviceni 9.54 Pomoci Véty dokazte Leibniziv—Newtonuv vzorec, tzn. Vétu[0.22]

9.5 Véty o stredni hodnoté

Stejné jako diferencidlni, tak i integralni pocet ma své véty o stfedni hodnoteé.

Véta 9.55 (1. véta o sttedn{ hodnoté integralniho poctu). Necht f,g € R([a,b]) a g(x) > 0
pro viechna x € [a,b]. Pak existuje ¢ € [inf[mb] f,8uppap) f] tak, Ze

[ s@e@ac=e[ yya

Je-li navic f spojitd na |a,b], pak erxistuje € [a,b] tak, Ze
b b
[ @@z = £¢) [ gl@) o

Dukaz. Oznacéme

Pak pro vSechna z € [a, b] zfejmé
m < f(z) < M.
Z nezépornosti g pak také pro x € [a, b] plati
myg(x) < f(x)g(x) < Mg().

7 Véty a Lemmatu plyne, ze

/ 2)da </ F(@)g(z) de < M/abg(x) dz. 9.3)

Protoze g je nezapornd funkce, podle Dusledku [9.35] pak

G = / x)dz > 0.
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Jsou dvé moznosti: G = 0 nebo G > 0. Pokud G = 0, z (9.3)) plyne, ze také fab flx)g(x)dx =
0. V tomto piipadé lze zvolit za ¢ cokoliv z intervalu [m, M|, a stejné tak lze zvolit za &
jakykoliv bod z [a, b]. Necht G > 0. Pak rovnici (9.3]) 1ze podélit ¢islem G a dostdvame tak

b
e B I@aw e
fa g(z)dx
Za c zvolme podil z ptedchozich dvou nerovnosti. Zfejmé je to hledana konstanta z tvrzeni
véty. Necht navic f je spojitd. Pak z Véty [5.82(b) plyne existence o, 3 € [a,b] tak, ze
M = f(a), m = f(B). Je-li ¢ = m, resp. ¢ = M, pak lze polozit £ = 3, resp. £ = a. Pokud
¢ € (m, M), pak z Véty plyne, ze existuje £ lezici mezi a a 3, tzn. £ € [a, b] takové, ze
f(§) =c O

Dausledek 9.56. Je-li f € R([a,b]), pak existuje c € [inf[mb] fysupp f] a

/abf(x)dx:c(b—a).

Je-li navic f spojitd na |a,b], pak existuje € [a,b] tak, Ze
b
[ f@)de = 10~ a)

Poznamka 9.57

e Dusledek m4 jednoduchy geometricky vyznam. Mame-li nezdpornou integrova-
telnou funkci f pfres interval [a, b], pak obsah podgrafu je stejny jako obsah obdélnika
s délkou stran b — a a ¢, viz Obrézek [0.10]

e Konstanté )
. [ f(x)dzx
b—a
se také 11k integrdlni praumeér funkce f na intervalu [a,b] (odtud tedy oznaceni ,stFedni
hodnota®). Jak se d4 snadno vidét, integral konstantni funkce g(z) = ¢, = € [a, b] pFes
[a, b] je roven f; f(z)dz (to je i vidét z geometrického vyznamu ¢ pro nezépornou f).

e Véta plati i v pripadé, ze predpoklad nezdpornosti funkce g nahradime predpo-
kladem nekladnosti funkce g. Dokazte! Inspirujte se dikazem Véty

Dukaz néasledujici véty je ponékud dlouhy, viz napt. [4]. Jednodussi dukaz véty za
silngjsich predpokladu lze najit také v [10].

Véta 9.58 (2. véta o stfedni hodnoté integrdlniho poctu). Necht f € R([a,b]) a funkce
g : R —= R je monotdnni na intervalu [a,b]. Pak existuje ¢ € [a,b] tak, Ze

/abf (@)g(a) do = g(a) [ f(a)da+g0) | ' f@) do.
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a b z

Obrézek 9.10: Geometricky vyznam Dusledku

Odtud pro f =1 na [a,b] dostdvame:

Disledek 9.59. Necht g : R — R je monoténni na intervalu |a,b]. Pak ezistuje c € |a,b]
tak, Ze

b
/ 9() dw = g(a)(c — a) + g(b) (b — c).

Pozndmka 9.60 Dusledek ma jednoduchy geometricky vyznam. Mame-li nezdpornou,
monoténni funkei g, integrovatelnou pres interval [a,b], pak existuje konstanta ¢ € [a, b
takova, ze obsah podgrafu funkce g je roven sou¢tu obsahtt dvou obdélnikt o délkach stran

g(a), (c—a) ag(b), (b—rc), viz Obrézek

y
)

g(a

g(b) 1

a c px

Obrézek 9.11: Geometricky vyznam Dusledku m

Pomoci 2. véty o stfedni hodnoté se daji také dokédzat nasledujici tvrzeni, které lze
pouzit pfi ruznych odhadech integralu sou¢inu funkei.
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Véta 9.61. Necht f € R([a,b]). Pak

(a) je-li g : R — R nezdpornd a neklesajici na |a,b] nebo nekladnd a nerostouci na [a, b,
pak existuje ¢ € [a,b] tak, Ze

[ s a=o0) [ 1@

(b) je-li g : R — R nezdpornd a nerostouci na [a,b] nebo nekladnd a neklesajici na [a,b],
pak existuje c € [a,b] tak, Ze

[ 1@z =g@ [ s

Dukaz. Predpokladejme, Ze g je nezdporna a neklesajici na [a, b]. Definujeme funkci

. 0 pro x = a,
g(x) = {

g(x) proz € (a,b].

Je videét, ze funkce g a g jsou obé nezaporné a neklesajici a lisi se pouze v bodé = = a. Tedy
i funkce f-g a f- g se lisi pouze v bodé x = a. Pak podle Dusledku [9.31] plat{

/abg(zv) doe = /:f?(x) dr a /abf(:c)g(x) dz = /ab f(2)§(z) dz.

Nyni aplikujme Vétu na funkce f a g a dostdvame c € [a, b] takové, ze
b b c b
[ t@s@rde = [ 1@t de = gta) [ f)do+g0) [ o)
a a b a C
—g) [ fla)da.

Ostatni piipady se dokazi podobné. O

9.6 Vypocetni metody Riemannova integralu

Prakticky vypocet Riemannova integralu stoji na pouziti Leibnizovy—Newtonovy formule:
nejprve vypocteme primitivni funkci a pak rozdil funkénich hodnot této primitivni funkce
v krajnich bodech integra¢niho intervalu — to tedy #ikd Véta[9.22] Nasledujici véty ndm mo-
hou vypocet urychlit, protoze nemusime neustéle opisovat stejné funkéni predpisy. Zejména,
Véta[9.64] muze predstavovat znacéné urychleni vypoctu, nenf tieba se totiz vracet k puvodni
proménné tak, jak je tomu pfi pocitani primitivni funkce.

Véta 9.62 (metoda integrace per partes). Necht u, v maji derivace u’, v’ na [a,b] au',v' €
R(la,b]). Pak
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Diikaz. 7 existence derivaci v’ a v’ na [a, b] plyne, ze u, v a tedy i uv jsou spojité na intervalu
[a, b]. Podle Véty plati, ze u'v, uv’ € R([a,b]). Podle véty o derivaci soucinu je funkce
wv primitivni k funkci v/v + uv” a z Véty plyne

b
fu(z)o(2)]E = / o (2)o(x) + u(2)v(z) de

a s pomoci Lemmatu dostavame pozadovany vzorec. O

Nez predstavime vétu o substituci, uved me jednoduché zobecnéni Leibnizovy—Newtonovy
formule, které se bude hodit.

Véta 9.63. Necht f € R([a,b]), F je primitivni k f na (a,b) a spojitd na [a,b]. Pro kazdé
¢, d € [a,b] plati

d
/ f(z)de = F(d) — F(c).

Diikaz. Je-li ¢ < d, pak jde o Vétu Pro ¢ = d je leva strana rovnosti je leva strana
podle Definice rovna nule, tedy vzorec plati i pro tento pifpad. Necht ¢ > d. Pak

d c
/ fla)dz = / f(x)dz = —(F(c) - F(d)) = F(d) - F(¢),
c d

kde jsme v prvni rovnosti pouzili Definici a druhd nerovnost opét plynula z Leibnizovy—
Newtonovy formule. O

Véta 9.64 (substituéni metoda). Necht f : R — R je spojitd na intervalu [c,d]. Necht
¢ : R = R md na intervalu [a,b] derivaci ¢’ takovou, Ze ¢’ € R([a,b]) a ¢([a,b]) C e, d].

Pak ®
©
fly z)dx = f(t)de.
/ v /4p(a) ( )

Diikaz. Ze spojitosti funkce f plyne, ze k ni existuje na intervalu [c,d] funkce primitivni,
ozna¢me ji symbolem F'. Pak F o je primitivni k funkci fo - ¢’ na [a,b]. Podle Véty
pak plati

©(b)
f(t)dt = F(p(b)) — F(p(a) = (F o g)(a) — (F o p)(b / F((@)¢ () da

w(a)
O

Poznamenejme, ze u Riemannova integralu nejsou dvé véty o substituci a to pouze
jedna — Véta[9.64] Ta vlastné obsahuje soucasné obé véty o substituci pro primitivn{ funkce
zaroven. A to bez ohranic¢ujicich predpokladi na funkci ¢ v druhé vété o substituci, pfitom
ma& stejné moznosti jako ddva 2. véta o substituci pro primitivni funkci. Tento na prvni
pohled prekvapivy fakt lze vysvétlit tfeba tim, ze v prvnim pfipadé §lo o to, najit funkéni
predpis funkce (primitivni funkeci) a v druhém piipadé pouze jedno jediné ¢islo (hodnotu
Riemannova integrélu). Pouziti véty o substituci ilustruje nasledujici ptriklad.
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Piiklad 9.65 Vypoctéte

(a) [y ze ™ da, (b) [ V1 —2dt.

Resent. ad (a): Kdyby u symbolu integrace nebyla doln{ a horni mez, pfedstavoval by tento
vyraz primitivni funkeci k funkci ze=*". Tu jsme hledali pomoci prvni véty o substituci pro
o(z) = —2%. Zde je situace vlastné podobné, polozime

fy=e', o@)=-2* a=0, b=1.

Problém s tim, ze misto ¢'(z) dz = —2x dz mdme pouze z dz vytesime stejné jako u primi-
tivnich funkef — tentokrat nds k tomu opraviiuje Lemma MiZeme tedy psat

1 1 -1
a2 1 —a?, | t=—x 1 ¢
/Oxe dz = 2/0e ( 2x)dm—‘dt:_2xdx— 2/0 e’ dt,

kde jsme dolni mez nahradili funkéni hodnotou ¢ v bodé 0, coz je opét nula a horni mez
jsme nahradili p(1) = —12 = —1. Dalsf vypocet je uz jednoduchy. Staci pouzit Newtontiv—
Leibnizuv vzorec (resp. Vétu|9.63), protoze k funkei €” zndme primitivni funkei. Plat{ celkove

1 —1
a2 1 ‘ 1 -1 1 1
d pu— e —_ — — dt —_ — — py 1 —_—— .
/0 e ! 2/0 ¢ 2 [e ]0 2 < €

ad (b): Zde pouzijeme rovnost ve Vété ,,v opa¢ném pofadi‘. Mame vlastné danu funkci
f(t) = V1 —t2 a meze intervalu, pies ktery integrujeme, tzn. bud p(a) = 0, p(b) = 1 nebo
v(a) =1, p(b) = 0. Nasim tkolem je tedy vymyslet funkci ¢ definovanou na intervalu [a, b],
aby v krajnich bodech nabyvala predepsanych hodnot, a aby se touto substituci vypocet
zjednodusil. Inspirujeme-li se fesenim Piikladu muzeme vzit

T
o(r) =sinz, [a,b] = {0, 5} .
Je tfeba zduraznit, ze v tomto piipadé neni tfeba kolem této substituce provadét slozité
uvahy, jako tomu bylo ve zminovaném piikladu. K pouziti dané substituce staci jen védét,
ze zvolend funkce ma derivaci a ze

Plati

1 t=sinz % g
/ V1—t2dt = | dt = cosxdx :/ \/1—sin2xcosxdx:/ Vcos? x cos z dx
0 0 0

00, 135

us

3 3 ) 1 12
= cosx|cosxdx = cos“xzdxr = = 1+ cos2zx)dx
2
0 0 0

2

1 sin 2x 3 T
x = —.
0 4

> —
Zdtiraznéme, ze jsme pii vypoctu vyuzili rovnosti | cos 2| = cos x platici pro = € [0,7/2]. Slo

by zvolit i jiny interval [a, b], napt. [0,57/2]. V tomto piipadé funkce kosinus kladné nent,
aplikace véty o substituci by byla mozna, ale zbyteé¢né komplikovana. O
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Poznamka 9.66 S lehkou tpravou feseni Pifkladu [9.65(b) muzeme také spoéitat (pro-
ved'te!), ze pro kazdé R > 0 plat{
R 2
R
/ VR? —x2dx = T
0

4

Nakreslime-li si integrand, zjistime, Ze jsme urcili ¢tvrtinu obsahu kruhu o poloméru R.
Takto tedy lze odvodit vzorec pro obsah kruhu. Pro tuplnost dodejme, Ze ¢islo 7 jsme
zde geometricky definovali jako polovinu délky kruznice o poloméru 1 (coz neni tak iplné
v poradku, protoze v této chvili jesté ani nevime, co je délka kiivky).

vvvvvv

integralu byla primitivni funkce. V pfipadé, ze primitivni funkci nejsme schopni najit,
jsme nuceni pouzivat alternativni metody. Napf. v teorii funkce komplexni proménné jsme
schopni spocitat presnou hodnotu integralu mnoha funkei, k nimz nejsme schopni najit pri-
mitivni funkce. To je jiz pokrocilejsi latka a nefunguje univerzalné. Dalsi moznosti jsou ruzné
priblizné metody, tifeba pomoci funkénich fad, kdy se funkce nahradi souc¢tem funkci, je-
jichz integral umime pfesné vypoéitat. Dilezitou roli v dnesni dobé hraji numerické metody,
kterym je v kazdém matematickém kurzu vénovan minimalné jeden semestr. Poslednimi
dvéma metodami jsme schopni nalézt pouze pfibliznou hodnotu integralu.

9.7 Nevlastni Riemanntuv integral

Casto se budeme setkdvat s potfebou poéitat obsah podgrafu funkce na neohraniceném in-
tervalu (napfi. v teorii pravdépodobnosti). V této kapitole si ukdzeme, jak definovat integral
i pro funkce definované na neohrani¢eném intervalu, nebo které jsou samy neohranicené.
V tom pripadé budeme mluvit o neviastnim integrdlu:

e vlivem meze, tzn. integrujeme pres neohrani¢eny interval a

e vlivem funkce, tzn. integrujeme sice pres ohraniceny interval (ne nutné uzavieny) ale
funkei, ktera je neohranicena.

Dilezity je geometricky vyznam nevlastniho integralu nezaporné funkce. Jak uvidime
v Definici a pujde opét o obsah podgrafu funkce f. Ovsem tentokrét tento podgraf

bude neohrani¢ena mnozina v R?, napi.
{(z,9) eR?* ;2 >aAN0<y< flx)}
viz Obrazek Zde pak nas bude hlavné bude zajimat otazka, zda tento obsah je konecny

¢i nekonecny.

9.7.1 Nevlastni integral vlivem meze

Podrobnéji se podivejme na integraci pfes neohraniceny interval. Toto je velmi ¢asté napft.
pri definici distribuéni funkce absolutné spojité ndhodné veli¢iny v teorii pravdépodobnosti.
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f

a x

Obrézek 9.12: Podgraf nezaporné funkce f na neohrani¢eném intervalu [a, 00).

Definice 9.68 Nechf f : R — R, a € R a f je riemannovsky integrovatelnd na kazdém
uzavieném ohrani¢eném podintervalu intervalu [a,o0). Definujeme funkci (integral jako
funkce horni meze)

x
:/ f)dt, =€ (a,00).
a
Existuje-li vlastni limita

lim F(x)

T—00

/aoof(:z)das

/aoo f(z)dx = lim F(x).

T—00

pak fikdme, ze nevlastni integral

konverguje (existuje) a pokladdme

V opa¢ném pifpadé fikdme, Ze nevlastni integral faoo f(z)dz diverguje (neexistuje).

Poznamka 9.69 Uvédomme si motivaci zavedeni nevlastniho integralu. Chceme urcit
obsah podgrafu nezdporné funkce f na neohrani¢eném intervalu [a,c0), tedy obsah neo-
hrani¢ené mnoziny. K tomu téelu uvazujeme integral jako funkce horni meze F = F,, jejiz
funkéni hodnoty jsou obsahy ¢asti podgrafu na ohrani¢enych intervalech (tzn. jde o Rieman-
novy integraly), které pro x — oo vyplni beze zbytku cely neohraniceny podgraf. Hodnota
obsahu celého podgrafu pak nutné musi byt limita funkce F' pro £ — oo. Obsah je tedy
koneény pravé tehdy, kdyz limita je vlastni.

Cviéeni 9.70 Dokazte ,vétu o invarianci pro nevlastni integrdl“: Nechf a,c € R,a < ¢
a [ je riemannovsky integrovatelnd na kazdém uzavieném ohraniceném podintervalu in-
tervalu [a,00). Pak integrdl faoo f(z)dz konverguje prdvé tehdy, kdyz konverguje integrdl
fcoo f(x)dx. Navic, pokud jeden z téchto integrdali konverguje, plati

/f da:—/f d:c+/f

Tohoto faktu budeme ¢asto (bez zminky) vyuzivat v dukazech.
Poznamka 9.71

e Analogicky definujeme nevlastni integral ffoo f(z)dz, kde a € R, za predpokladu,
ze f je riemannovsky integrovatelnd na kazdém uzavieném ohrani¢eném podintervalu
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intervalu (—oo, a]. Pak lze totiz definovat funkci
a
F(x) :/ f(z)dz, x € (—o0,a).
T

Rikdme pak, ze nevlastni integrdl ffoo f(z)dx konverguje, pokud existuje vlastni li-
mita lim F(x).
Tr——00
e Je-li f: R — R riemannovsky integrovatelnd na kaZdém uzavieném ohrani¢eném
intervalu (je tedy i definovand na celém R), pak lze definovat nevlastni integral

/ : f(z) de,

ov v , .7 . ’ a o
a to takto: Jestlize pro néjaké a € R konverguji oba integraly [ f(z)dza [° f(x)dz,
fikdame, ze nevlastni integral ffooo f(z)dz konverguje a pokldaddme

/_Zf(x)dx:/_;f(x)dx+/lwf(x)dm.

Je ale tifeba dokéazat, Zze definice tohoto integralu nezavisi na volbé ¢isla a. To lze
nechat na ¢tenafi.

e Podgrafy funkci na neohraniceném intervalu (—oo,a] a celém R jsou nacrtnuty na

Obréazku 0.13

e Zduraznéme, ze hodnota nevlastniho integralu nezaporné funkce je rovna obsahu jejiho
podgrafu na pfislusném intervalu. Tedy, jeho konvergence, resp. divergence, je ekvi-
valentni s konecnosti, resp. nekonecnosti, obsahu podgrafu. Zhruba lze fict, ze kon-
vergence nevlastniho integralu faoo f(z)dz pro kladnou nerostouci funkci f zavisi na
tom, jak tésné se graf této funkce primykd ke kladné poloose x, neboli jak f | rychle
klesd k nule“ pro x — oo (viz Véty [9.75] [0.76] a[9.77).

a T

(b) Podgraf funkce mna intervalu
(a) Podgraf funkce na intervalu (—oo, a].  (—o00, 00).

Obrazek 9.13: Podgrafy funkci na neohrani¢enych intervalech.
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Priklad 9.72 Urcete konvergenci resp. divergenci nevlastnich integrala

>~ 1 & 1

Pokud je néktery z nevlastnich integraliu konvergentni, urcete jeho hodnotu.

Reseni. ad (a): Nejprve si uvédomme, ze integrovand funkce je spojitd na intervalu [1, 00),
tzn. i na kazdém jeho uzavieném ohrani¢eném podintervalu. Funkce F' z Definice je
tedy dobte definovana. Pro @ # 1 a « > 1 snadno spocitame

v 1 e ]” 1 1
w= =

L (I—a)zel 1-a

F(x)—/le(t)dt— 1 T

1
—— > 1,
lim F(z) =41 “
T—00 o0 a<1.
Proa=1az>1 mame

xr
1
Flz) _/1 St = [nftf = [nt)] =Inw —In1=Ing

a tedy
lim F(x) = oc.

T—00

Zaveér: Pro a > 1 integral konverguje a je roven ﬁ a pro a < 1 integral diverguje.
ad (b): Snadno spocitdme, ze

/OO dz _/0 da +/°° dz
oo 122 oo 1422 o 1+ a2

— lim [ — + lim / =
z——oo [ 141 z—oo Jo 14 2

_ . 0 . T

= xllffloo larctgt], + xl;rl;o larctg t];

= lim (0—arctgz)+ lim (arctgx — 0)
T—r00

T—r—00
7r+7r
=—4 —-=m.
2 2

Nevlastni integrél tedy konverguje. Vypocet bychom kratce mohli zapsat také takto

*® dx o T 7T
/oo T3 = bretsalZo =5 - (-5) =~

kde vyrazem [F(z)]% chapeme rozdil pifslusnych jednostranngch limit funkce F bodech a

ab. O
Cviéeni 9.73 Dokazte nasledujici tvrzeni: Necht f,g: R — R, a,c € R. Pak

(a) jestlize [° f(x)dx konverguje, pak konverguje i [ cf(x)dx a plati

/aoocf(a:) dz = c/aoo f(x)de.



9.7. NEVLASTNI RIEMANNUV INTEGRAL 309

(b) jestlize [7° f(x)dx a [ g(x)da konverguji, pak konverguje i [(f(xz) 4+ g(x))da
a plat?

[u@rsnae= ["s@acs [T gwar

V mnoha pripadech nas nezajima presnd hodnota nevlastniho integralu ale pouze fakt,
zda dany nevlastni integrél konverguje ¢i diverguje. Predstavme si proto podminky (nutné
ale hlavné postacujici) pro konvergenci, resp. divergenci.

Zatnéme nutnou a postacujici podminkou, kterou budeme pouzivat zejména v dukazech
efektivnich postacujicich podminek.

Véta 9.74 (Bolzanova—Cauchyova nutnd a postacujici podminka). Nevlastni integrdl
o . s~ -~
[.° f(x) dz konverguje prdvé tehdy, kdyz

VeeR, e>0dzgeR,xpg>a Va,y eR, x> xp, y > 20 :

/xyf(t) dt‘ ce

Dikaz. Nevlastni integral konverguje prave tehdy, kdyz existuje vlastn{ limita lim, o F'(z),
kde F je funkce z Definice Podle Véty je tato limita vlastni pravé tehdy, kdyz
pro kazdé € € R, € > 0 existuje Rs(c0) C [a,00) takové, ze pro viechna z,y € Rs(oco) plati
|F'(z) — F(y)| < e. Tvrzeni pak plyne, polozime-li 29 = 1/ a vSimneme-li si, ze pro kazdé

x,y > xo = 1/0 plati
/ayf(t)dt—/:f(t)dt' = /zyf(t)dt‘.

Véta 9.75 (srovnavaci kriterium). Necht f,g: R — R, a € R, ezistuje Rs(c0) tak, Ze

[F(z) = Fy)| = [F(y) = F(x)| =

0 < f(z) < g(z) pro vsechna x € Rs(0).
Pak
(a) jestlize [° g(x)da konverguje, pak [7° f(x)dx konverguje,
(b) jestlize [ f(x)dx diverguje, pak [;° g(x)dx diverguje.

Diikaz. ad (a): Necht [ g(z)da konverguje. Zvolme & > 0 libovolné. Pak podle Véty
existuje xo € R, z¢p > 1/ tak, ze pro kazdé z,y € R, z > x9, y > x¢ plati

/myg(t) dt' <e.

Pak pro kazdé x,y € R spliujici y > = > xg plati

/:f(t)dt‘:/zyf(t)dtﬁ/:g(t)dt: /zyg(t)dt’q,

kde nerovnost plyne z Véty Je-li x > y > xg, pak se stejny odhad provede podobné,
viz Poznamku Odtud zase z Véty plyne, Ze i integrél faoo f(t) dt konverguje.
ad (b): Tato implikace je obménou implikace (a). ]
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Véta 9.76 (limitni srovnévaci kriterium). Necht f,g : R — R jsou kladné na néjakém
Rs(00) a existuje limy, o0 % =c. Pak

(a) je-lic < oo a faoo g(z) dz konverguge, pak faoo f(x)dz konverguje,

(b) je-lic>0a faoo g(z) dz diverguje, pak faoo f(x)dx diverguge.

Dukaz. Z predpokladu kladnosti f a g na néjakém Rs(o0), podle Véty plati, ze 0 <
c < 0.

ad (a): V tomto piipadé je ¢ € [0,00), tedy limita funkce f/g v bodé oo je vlastni. Pak
k e = 1 existuje zg € R, 29 > 1/ tak, ze pro kazdé = > xy plati

f(z)

c—1<—=<c+1,

g()

z ¢ehoz plyne, ze pro kazdé x > g plati
f(x) < (c+1)g().

Protoze [ g(z)dz konverguje, pak také konverguje faoo(c + 1)g(x) dz, viz Cviceni m
7 Véty pak konverguje i [ f(z) dx.
ad (b): V tomto pfipadé plati

. og(®)

g()

1

Tedy na funkce g a f (v tomto poradi) lze aplikovat ¢ast (a) této véty. Ta fikd, ze kdyby
[° f(z) dz konvergoval, pak by konvergoval i [ g(x) dz. To je ale obména pravé dokazo-
vaného tvrzeni. O

Nyn{ jsme pripraveni dokazat nutnou podminku konvergence. Ta se pouziva zejména k
dukazu divergence nevlastniho integralu.

Véta 9.77 (nutnd podminka konvergence). Necht [ f(x)dx konverguje a existuje
lim, o0 f(x) = c. Pak c=0.

Dukaz. (sporem) Predpokladejme, Ze integral konverguje a pfitom lim, ,~ f(z) = ¢ # 0.
Necht nejprve ¢ > 0. Protoze
o
/ 1dz = oo,
a

pak z Véty 9.76(b) pro g(z) = 1, € [a,00) dostdvdme, ze integrdl [ f(z)da diverguje,
coZ je ve sporu s predpokladem. Necht ¢ < 0. Dojdeme pak také ke sporu, aplikujeme-li
opét Vétu|9.76{(b) na funkci —f a konstantni funkci g(z) = 1. O

Piiklad 9.78 Vysetiete konvergenci nevlastniho integralu

1
/ —dz, proa<0.
1 X
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Resend. Tento nevlastn{ integral jsme jiz vysetfovali v Pifkladu Pro hodnotu parametru
a < 0 dostavame

. 1
lim — =00 >0
r—00 &

a pro a = 0 dostavame

limi:1>0.
(0%

T—00 I

V obou piipadech neni splnéna nutnad podminka konvergence, tedy podle Véty integral
diverguje. O

Poznamka 9.79 7 Véty muzeme odvozovat postacujici podminky pro konvergenci
[ f(z) dz pro nezépornou funkci f na [a,00) a to volbou konkrétnich funkei g, napr.

e jestlize existuje k > 1 takové, ze lim,_,o ¥ f(z) je vlastni, pak faoo f(x) dx konverguje,
e jestlize existuje k < 1 takové, ze limy oo 2% f(2) > 0, pak faoo f(z) dx diverguje.
Srovndvaci kriteria jsme mohli pouzivat jen pro funkce, které byly kladné (resp. nezaporné)

na néjakém redukovaném okoli bodu oco. Nésledujici dvé kriteria se pouzivaji pro funkce,
které nemuseji byt nutné kladné.

Véta 9.80 (Abelovo kriterium). Nechf f,g:R—=R jsou takové, Ze faoo f(x) dz konverguge,
g je monoténni a ohrani¢end na |a,c0). Pak f f(x)g(x) dz konverguje.

Diikaz. Z predpokladu véty plyne, ze existuje k € R, k > 0 tak, ze pro kazdé = € [a,o0)
plati
l9(@)] < k.

Zvolme € > 0 libovolné. Podle Véty [0.74] existuje zo € R tak, ze pro kazdé z,y € R, z > xy,

y > xg plati
y
/ f(t) dt‘ < —

Pro kazdé z,y € R takové, ze y > x > xg podle 2. véty o stfedni hodnoté integralniho poctu
(Veta [9.58) existuje ¢ € [z,y] tak, ze

/ " F()g(t) dt = g(2) / “Ft)dt + o) / " pt) at

Odtud pak plyne, ze pro kazdé z,y € R takové, ze y > x > x¢ plati odhad

t)dt t)dt kS gy kS =
M| [ rera v tott| [ rrae] < v =

Podle Véty m integral [ f(t)g(t) dt konverguje. O

dt’ < |g(x
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Véta 9.81 (Dirichletovo kriterium). Necht f,g : R — R jsou takové, Ze existuje k € R,
k > 0 tak, Ze pro kazdé b > a plati

x)dz| < k

g je monoténni na [a,0) a
lim g(x) = 0.

T—r00

Pak [ f(z)g(x) da konverguje.

Dukaz. Z predpokladu véty plyne, ze pro kazdé ¢, d € R, ¢,d > a plati

oo~ [ f)ds| <

Zvolme ¢ > 0 libovolné. Pak existuje xg € R tak, ze pro kazdé z > x¢ plati

z)dz| = x)dzx| + x)dx| < 2k.

< —.
9(a)| <
Pro kazdé x,y € R takové, ze y > x > x¢ podle 2. véty o stiedni hodnoté integralniho poctu

(Veta|9.58) existuje ¢ € [z, y] tak, ze
y c y
[ s0gdt =g [ soaer o) [ rea
Odtud pak plyne, Zze pro kazdé =,y € R takové, ze y > x > x¢ plati odhad
= 2%kt — 2% =
< k+ 4k k=c¢.
Podle Véty m integral fa f(t)g(t) dt¢ konverguje. O

Piiklad 9.82 Dokazte, ze
/°° sin:cd% /OO cosxdx
1 T 1 ¢

Resend. Ukazme Feseni prvnfho piikladu — druhy si étenaf snadno spocitd podobné. Polozme
a=1, f(x) =sinzxag(z) = :%a Ovétime, Ze jsou splnény predpoklady Véty Pro kazdé

b > 1 plati
b
/ sinx dz
1

tedy nerovnost z Véty plati pro k = 2. Déle

dt‘ <|g(z

f dt‘ﬂg

fdt

konverguji pro a > 0.

= |—cosb+ cosl| < |cosb|+ |cosl| <2,

(07
g,(ZL') = —W < 0, x > 1,

tzn. g je na [1,00) klesajici. Ziejmé
1
lim g(z) = lim — =0.

T—00 r—00 %

Podle Dirichletova kriteria je tedy integral konvergentni. O
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Véta 9.83. Necht f: R — R, a € R. Jestlize [ °|f(x)|dx konverguje, pak [ f(z)dx
konverguje.

Diikaz. Zvolme ¢ € R, e > 0 libovolné. Protoze [°|f(x)| dz konverguje, pak podle Véty [9.74
existuje xy > a takové, ze pro kazdou dvojici z,y € R, z,y > xg plati

/xy\f(t)]dt‘ <e.

S vyuzitim Poznamky dostavame pro z,y > zg odhad

/my F(t) dt‘ <

7 Véty pak okamzité plyne, zZe konverguje také faoo f(z)dz. O

/zy|f(t)|dt‘ <e.

Poznamka 9.84 Obracena implikace k implikaci z Véty neplati. Jak jiz vime z
Piikladu tak [ sinz/z dz konverguje, ale dd se dokdzat, ze [ |sinz|/z dz diverguje.

Definice 9.85 Rekneme, ze faoo f(x) dx konverguje
(a) absolutné (AK), jestlize [°|f(x)|da konverguje,

(b) relativné (neabsolutné, RK, NK), jestlize [7° f(x)daz konverguje, ale [ |f(z)|dz di-
verguje.

Nésledujici véta jiz plyne z Vét a[9.76]

Véta 9.86. Necht f,g:R — R, g je nezdpornd na [a, o) a faoo g(z) dz konverguje. Plati-li
|f(x)| < g(x) pro vsechna x € [a, ),

nebo

o @)

Ay

pak faoo f(z)dx konverguje absolutné.

9.7.2 Nevlastni integral vlivem funkce

Nyni se podivejme na pifpad integrace neohrani¢ené funkce na ohrani¢eném intervalu.
Pritom budeme predpokladat, ze tato neohranicenost je lokalizovana na jeden z krajnich
bodu intervalu, ptes ktery se integruje — ika se mu singuldrni bod.

Definice 9.87 Necht a,b € R, a < b, f : R — R je definovan na [a, b). Rekneme, ze b je
singuldarni bod funkce f, jestlize f je neohrani¢end na [a,b), ale je integrovatelnd na kazdém
podintervalu [a, ¢], kde ¢ € (a,b).
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a b T

Obrazek 9.14: Podgraf funkce se singularitou v pravém krajnim bodé intervalu.

Poznamka 9.88 Na Obrazku je zobrazen podgraf funkce f na intervalu [a, b) se svym
singuldrnim bodem b. Vidime, ze podgraf je neohrani¢nad mnozina.

Definice 9.89 Necht f : R — R je definovand na intervalu [a,b) a b je singuldrni bod f.
Definujeme funkci

F(z) = /I ft)dt, =z € (a,b).

Existuje-li vlastni lim, ,,_ F'(x), pak fikdme, ze nevlastni integral f; f(z) dx konverguje
(neboli existuje) a pokladdme

z—b—

b
/f(x)dx: lim F(z).

Poznamka 9.90 Analogicky se definuje singuldrni bod a funkce f definované na intervalu
(a,b]; a také nevlastni [ f(x)dx. Konecné lze definovat i nevlastni integral jsou-li oba a, b
singuldrni body funkce f — podobné, jako u nevlastniho integralu pies celé R.

Pozndamka 9.91 Porovname-li definice nevlastnich integrali vlivem funkce vs. vlivem
meze, zjistime, Ze maji spoustu spoletného. V obou piipadech definujeme pomocnou funkci
F coz je integrél jako funkce horni meze, pritom konvergence ¢i divergence nevlastniho
integralu zavisi na existenci ¢i neexistenci vlastni limity funkce F' v levém krajnim bodé
integra¢niho intervalu. Opét konvergence nevlastniho integralu odpovida kone¢nosti obsahu
podgrafu. V Definici je to nevlastni bod oo a v Definici jde o singuldrni bod b € R
funkce f.

Veéta 9.92 (Bolzanova—Cauchyova nutnd a postacujici podminka). Necht a,b € R, f :
R — R je definovdna na [a,b), pricemz b je jeji singuldrni bod. Nevlastni integrdl fff(x) dz
konverguje pravé tehdy, kdyz

Ve € R, € >0 3Jxg € [a,b) Vz,y € (z0,b) :

/:f(t)dt‘ <e.

Diuikaz. Vétu dokdzeme stejné jako Vétu pricemz jediny rozdil spoc¢itd v tom, ze apli-
kujeme Vétu pro limitu zleva v bodé b. O
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S Bolzanovou—Cauchyovou vétou jiz mtizeme dokazovat kriteria konvergence, jako jsou
pro nevlastni integrily vlivem meze. OvSem pouze nékterd — napi. srovnavaci kriterium
(analogie Véty (9.75). Dukaz je urcen ¢tenaii jako uzitecné cviceni.

Véta 9.93 (srovndvaci kriterium). Nechf a,b € R, a <b, f,g: R — R jsou definované na
[a,b), pritom b je jejich singuldrni bod a existuje R~ (b) tak, Ze

0 < f(zx) < g(z) pro vsechna x € R™(b).
Pak
(a) jestlize f;g(x) dx konverguje, pak fff(a:) dx konverguje,

(b) jestlize f;f(:v) dz diverguje, pak f;g(x) dz diverguje.






Kapitola 10
Aplikace integralniho poctu

Pouziti Riemannova integralu se neomezuje jen pro vypoCty obsahui rovinnych utvart,
kterymi bylo jeho zavedeni motivovano, ale lze pocitat i presné hodnoty délek kiivek, ob-

zejména na vypichnuti hlavnich myslenek, a to v piipadech, kdy ukazanda ,odvozeni“ po-
slouzi k lepsimu zapamatovani ¢i rychlému odvozeni. Podrobnéji a korektnéji jsou aplikace
popsany napf. v [4].

10.1 Délka krivky

Zde si ukazeme odvozeni vzorcu pro délku kiivky pro nékolik ptipadt: délku grafu funkce,
délku krivky zadanou parametricky a v polarnich soufadnicich.

10.1.1 Délka grafu funkce

Mégjme funkci f : R — R spojitou na intervalu [a, b]. Nez si ukdzeme odvozeni vzorce pro
délku jejiho grafu, musime si napied ujasnit, co touto délkou rozumime.

Uvazujme déleni D = {xg, x1, ..., x,} intervalu [a, b]. K nému muzeme pfifadit lomenou
¢aru (polygon) spojujici body

(x()vf(x(]))a ($17f(x1))7 ceey (xnaf('ivn))v
coz jsou body lezici na grafu funkce f, viz Obrazek

Y

4 4 4 4 4 4
1 1 1 1 1 1

0 1 T2 T3 T4 T5 T

Obrazek 10.1: Graf funkce a aproximujici lomend ¢ara (Cervené).

317
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Délka této lomené ¢ary je rovna souctu délek tisecek, ze kterych je slozena, tzn. je rovna

(f,D)="Y" \/(ﬂfi — i 1)?+ (f(@i) — flwio)”.
=1

Podobné jako tomu bylo u dolnich sou¢tu Riemannova integralu, plati pro kazdd dvé déleni
Dy, Dy € ®©([a,b]), pro kterd Dy C Da nerovnost £(f, D1) < £(f, Dy). Jak se d4 ocekavat

v~z

grafu funkce f. Délku grafu funkce f proto definujeme nésledovné.

Definice 10.1 Necht f: R — R je spojité na [a, b]. Pak délkou grafu funkce f na intevalu
[a, b] rozumime

t(graf f) = sup{{(f, D) ; D € D([a, b])}.

Zajimavé je to, ze délka spojité funkce muze byt nekonecénd. Predpoklddejme ddle, Ze
funkce f md spojitou derivaci na intervalu |a,b]. Za tohoto predpokladu se da dokazat, ze
délka grafu funkce f je zarucené koneénd, a ze pro kazdou nulovou posloupnost {Dp,}~_;
plati

lim 4(f, Dy,) = ¢(graf f).

m—0o0
Odvod'me si vzorec pro vypocet této délky. Uvazujme libovolné déleni D = {xg, z1,...,Tn}
intervalu [a, b]. Pak podle Lagrangeovy véty pro kazdé i = 1,...,n existuji ¢; € (zj—1, ;)
takova, ze

flaxi) = flzioy) = fe)(wi — zi1).

Proto lze psat

f(f,D) = Z \/(CCZ — Ii_1)2 + f/2(Ci)(.’L‘Z' — xi_1)2 = Z \/ 1 + f/2(Ci)(.’L‘Z' — xi—l)‘
i=1 ]

Uvazujme nyni pomocnou funkci

g(x) =+/1+ f?(x), x¢€la,b].

Pak ziejmé
((f,D) =i(g,D,V)

kde V. ={ci,...,cn} C D, tedy délka uvazovaného polygonu je rovna jistému integralnimu
souctu funkce g. Protoze je podle predpokladu f spojitéd, pak g je integrovatelnd na [a, b]
a podle Véty pro nulovou posloupnost déleni {D,,},_; intervalu [a,b] a piislusnou
posloupnost vybéra {V,,,}, takovou, ze V,,, T Dy, plati

b
A 1) = Jin 17, D) =l i, Do Vi) = [T PP
m—r0oQ0 m—r0o0 a
Shrime nase odvozeni do véty.

Véta 10.2. Necht f: R — R md na intervalu [a,b] spojitou derivaci. Pak pro délku grafu
funkce f plati

b
{(graf f) :/ V14 () dz.
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Piiklad 10.3 Vypoctéte délku kiivky, kterd je dana jako graf restrikce funkce Inax na

interval [\/3, \/g]
Resend. Dosazenim do vzorce z Véty mame

B B VB T3 t=vV22+1 z=+3 t=2
E(graff):/ Hl—i—(l) da::/ ﬂdx: r=vVt2 -1 =8 t=3
V3 r Vi de = —L—dt

342 1. 2

/2t2—1 23

10.1.2 Délka kiivky dané parametricky

Podivejme se na kfivku zadanou obecné — na stiedni skole se fika ,parametricky*.

Definice 10.4 Necht @1, @2 : R — R maji spojité derivace na intervalu [a, b] a jsou takové,
7e ©2(t) + ©2(t) > 0 (tzn. (p}(t),P5(t)) je nenulovy vektor) pro kazdé t € [a,b]. Pak
zobrazeni ¢ : R — R? definované predpisem

(p(t) = ((Pl(t)’ @2(”)7 te [a7 b]

nazyvame hladkou (rovinnou) krivkou. Funkce ¢ a @9 nazyvame jejimi slozkami a znacime
© = (¢1, p2). Mnozinu
[p] ={e() ; t € [a,b]}

nazyvame geometrickym obrazem krivky ¢ nebo také grafem krivky ¢. K¥ivku nazyvame
prostou, jestlize pro kazdé t, s € [a, b] takové, ze 0 < |t — s| < b — a plati ¢(t) # p(s).

Parametrem je myslena proménnd ¢ (z anglického ,time*), které se také iika ,casovéd
proménnd“. M4 to svoje oduvodnéni. Vytvéafeni grafu kiivky lze prakticky provést tak, ze
zabodneme pero do bodu (¢1(a), p2(a)) € R? a pak pokracujeme déle body (z,y), kde

= 1(t)
y = pa2(t)

pro t postupné se zvétsujici az k b. Casto tedy fikdme, ze kiivka v ¢ase ¢t prochdz{ bodem
(p1(t), p2(1)).

Poznamka 10.5 Vsimnéme si, ze kfivkou se rozumi zobrazeni, nikoliv mnozina v roviné
— tu zase nazyvame geometrickym obrazem kfivky. To je trochu rozdil od stredoskolského
pojeti, kdy kfivkou je ¢asto chdpdna mnozina bodu, kterd mé své parametrizace (témto
parametrizacim my fikdme kfivky). Napf. dvé kiivky

©(t) = (cost,sint), t e [0,2n]

Y(t) = (cost,—sint), t € [0,2mx].
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maji stejny geometricky obraz — jde o jednotkovou kruznici. Rozdil je v tom, Ze pro rostouci
parametr ¢ bod ¢(t) obihd opaénym smérem nez bod 1 (t). Kruznice je ,,vykreslena opa¢nym
smérem*. Tim zajimavosti této definice nekoné¢i. Mame-li mnozinu, kterd je geometrickym
obrazem néjaké kiivky, je také obrazem nekoneé¢ného mnozstvi kiivek. ,,Zpusob vykresleni“
geometrického obrazu se muze li§it nejen na sméru obéhu ale také na rychlosti. Kiivky
jsou velmi zajimavé matematické objekty a jsou jednim ze zékladnich pojmu diferencidlni
geometrie.

Poznamka 10.6 Definice délky kiivky je podobna jako definice délky grafu funkce. Pro
kazdé déleni definicniho oboru kfivky uvazujeme lomenou ¢aru tvorenou odpovidajicimi
body na ktivce. Délku pak definujeme jako supremum vsech délek takovych polygontu. Mi-
mochodem graf funkce f definované na intervalu [a,b] je vlastné roven grafu kiivky dané
parametrickymi rovnicemi

r=t, y=f(t), telab],
tzn. pro p1(t) =t a @a(t) = f(t) kde t € [a, b].
Odvozeni vzorce pro délku obecné zadané kiivky je podobné jako u grafu funkce, viz
napt. [4|10].

Véta 10.7. Necht ¢ = (p1,92) : [o, 8] — R? je prostd hladkd krivka. Pak pro jeji délku
plat?

8
lp) = / P2 (t) + @2(t) dt.

Poznamenejme, ze kiivku muzeme definovat i v trojrozmérném prostoru, a dokonce
obecné v n-rozmérném prostoru. Kiivka je pak tvorena pouze vice slozkami (na kazdou
dimenzi jedna): ¢1, ..., ¢,. Délka takové kiivky se definuje analogicky piipadu ve dvou
dimenzich a vzorec pro délku takové kiivky je jednoduchym zobecnénim vzorce pro délku
kiivky v roviné. Je to

10.1.3 Délka kiivky dané v polarnich souradnicich
Podivame se na vypocet délky kiivky zadané v polarnich soutfadnicich — a to jesté pro
specidlni ptipad. Kfivka bude jednoznacné uréend pomoci nezdporné spojité funkce p : R —
R, D(p) = [a, A], kde B — a < 27 (to zarucuje, ze nasledujici kiivka bude prostd). Kiivka je
pak dand predpisem

x=p1(t) = p(t)cost, y=a(t) =p(t)sint, te€ la,p].

Tedy bod (¢1(t), p2(t)) ma od pocatku vzdélenost p(t) a pritom ¢ je (orientovany) thel,
ktery svird kladné poloosa x s polopfimkou s koncovym bodem v pocéatku obsahujici bod

(1(8), ¢2(1)), viz Obrézek [0

Za predpokladu, ze p ma spojitou derivaci na [« 3], 1ze snadno uréit délku kiivky, kterou
definuje. Protoze odpovidajici kiivka ¢ je hladka, podle Véty dostavame, ze

B B
Up) = / \/(p’(t) cost — p(t)sint)® + (p/(t)sint + p(t) cost)* dt = ... = / VPR(t) + p3(t) dt.

Muzeme tak vyslovit nésledujici vétu.
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Obrazek 10.2: K¥ivka zadana v polarnich soufadnicich o stfedu v pocatku.

Véta 10.8. Necht p: R — R md spojitou derivaci na intervalu [o, 8], kde 0 < 8 —a < 27.
Pak délka krivky dané predpisem

z = p(t)cost, y=p(t)sint, tE€ a,p

je rovna

B
Up) = / NIZOETIOLD

10.2 Obsah rovinného utvaru

Obsahem rovinného utvaru jsme dokonce motivovali zavedeni Riemannova integralu. Ne-
prekvapi tedy nasledujici definice.

Definice 10.9 Necht funkce f : R — R je spojitd a nezdporna na [a, b]. Pak ¢islo
b
S(A) = / (@) dz
a
nazyvame obsahem mmnoZiny

A={(z,y) eR*, a<z<bh 0<y< f(a)},

tj. obsah mnoziny, ktera je omezena piimkami y = 0, x = a, * = b a grafem funkce f na
intervalu [a, b].

Poznamka 10.10 Je-li f: R — R spojita a nekladna na [a, b], definujeme obsah mnoziny

A={(z,y) eR* a<z<b, f(z)<y<0}

/a ' f(z)dz

jako ¢islo

S(A) =
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Pii pocitani obsahti mnozin v roviné pouzivame ptirozeny pozadavek na pojem obsahu
mnoziny, coz je

S(AUB)=S5(A) + S(B),
kde A, B C R? jsou takové, ze AN B je ,jednorozmérnd mnozina“ v R? (tzn. néco jako
geometricky obraz kiivky).
Véta 10.11. Necht funkce f,g : R — R jsou spojité na [a,b] a f(z) < g(x) pro vsechna
x € [a,b]. Pak pro obsah mnoziny
A={(z,y) €R* a<z<h, f(z) <y<g(a)}
plati

S(A) :/abg(x)dx—/abf(x)dx.

—_

1 X
(a) (b)
Obrézek 10.3: Mnoziny z Piikladu [10.12

Piiklad 10.12 Je déna mnozina A C R? omezend kiivkami o rovnicich
(a) y =22 z=1y?
(b) y =arctg/z, y + 22> =0, 2 = 1.

Urcete obsah mnoziny A.

Resend. ad (a): Nejprve je vhodné naértnout si hranici oblasti, jejiz obsah mame pocitat —
viz Obréazek 7 néj jiz muzeme snadno vidét pouziti Véty [L0.11] Plati

S(A) = /01(\/5—332)01@«: Fgg

N

I
|&
w
—_
—

|
| =

ad (b): Mnozina A je v tomto piipadé nacrtnuta na Obrazku [10.3bl Pak

1 1 1
S(A) = / arctg v/x — (—2?) dx = / arctg /r dx —i—/ z?dr = g - ; O
0 0 0
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A
x T

(a) Obsah rovinného obrazce jehoz hra-  (b) Geometricky vyznam pro analogii
nice je ddna v polarnich soufadnicich. integralniho souctu

Obrazek 10.4: Obrazec zadany pomoci kiivky v polarnich soufadnicich.

Rovinné utvary jsou zadany svymi hranicemi. Tyto hranice mohou byt rtzné. Napf.
pomoci kiivky v polarnich soufadnicich. Uvazujme spojitou nezapornou funkci p : R — R
na intervalu [a, §] a zkusme odvodit vzorec pro obsah mnoziny

A={(z,y) €R?; z=rcost, y=rsint, t € [, 3], 0 <r < p(t)}

viz Obrazek Tento rovinny utvar lze aproximovat podobné jako podgraf funkce, s
tim rozdilem, Ze misto obdélnikt zvolime kruhové tsece se stiedem v pocatku. Zvolme
D = {tp,...,t,} déleni intervalu [a, 8] a vybér V = {c1,...,cn} z délicich intervalu déleni
D. Pak ¢islo

> %P2(Ci)(ti —ti1)
=1

je analogif k integralnimu sou¢tu (viz Definici a odpovidd souctu obsaht jistych kru-
hovych vyseéi — viz Obrézek [10.45]

Protoze toto ¢fslo je vlastné integraln{ soucet funkce g(t) = 3p%(t), t € [, 8], neprekvapf
tedy, Zze obsah je roven

Vyslovme piislusnou vétu.

Véta 10.13. Nechf p: R — R je spojitd a nezdpornd na [, 8], kde 0 < 8 — a < 27. Pak
pro obsah mnoZiny A C R2%, omezené krivkou p = p(t), kde p a t jsou poldrni souradnice
v R? a poloprimkami t = o, t = B, plati

10.3 Objem rotacnich téles

Pomoci Riemannova integrdlu mizeme pocitat i objemy. A to objemy rota¢nich utvart,
které ziskame rotaci podgrafu nezaporné funkce okolo osy x nebo y v prostoru.
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Véta 10.14. Necht f: R — R je spojitd, nezdpornd na |a,b]. Pak pro objem V rotacniho
télesa, které vznikne rotaci mnoZiny

A={(z,y) €R?* a<z<b 0<y< f(z)}

kolem

e osy x, plati

b
V= 77/ f2(z) de,
e 0sy y (za dodatecného predpokladu 0 < a < b), plati

b
V= 27‘(’/ zf(z)dz.

Dusledek 10.15. Necht f,g: R — R jsou spojité, 0 < g < f na [a,b]. Pak pro objem V
rotacniho telesa, které vznikne rotaci mnoZiny

A={(a,y) €, a<a<b, g() <y< f(a)}

kolem

e osy x, plati

b
Venr / (@) - *(x)) da

e 0sy y (za dodateéného predpokladu 0 < a < b), plati

b
V= QW/ 2(f(z) — g(x)) da.

Ukazme si, jak si vzorce z Véty [10.14] zhruba odvodit.

10.3.1 Rotace okolo osy =

Uvazujme spojitou nezépornou funkei f na [a, b] a téleso vzniklé rotaci podgrafu této funkce
okolo osy z, viz Obrazek

Jeho objem zfejmé muzeme aproximovat takto: Uvazujme déleni D = {xq, ..., z,} inter-
valu [a,b], V = {c1,...,cn} T D, pak rotacni téleso lze aproximovat valci o vysce z; — ;1
a poloméru zékladny f(c;). Objem rotacniho télesa je tedy piiblizné

n

> (@i —mi)mf () =7y fe) (@i — i),
i=1

i=1

coz je integralnf soucet funkce g(z) = 7 f?(x), x € [a,b]. Tedy opét neprekvapi, Ze objem

tohoto télesa je roven
b

V=n/| fiz)d.

a
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Obrazek 10.5: Rotace podgrafu okolo osy x v prostoru.

10.3.2 Rotace okolo osy y

Uvazujme spojitou nezapornou funkci f na [a,b], kde 0 < a < b. Uvazujme téleso vzniklé
rotaci podgrafu funkce f na [a,b] okolo osy y, viz Obrézek Jak odvodit vzorec pro
vypocet objemu takového télesa? Necht D = {xg,x1,...,2,} je déleni intervalu [a,b], V =
{c1,...,¢cn} T D. Rotaéni téleso lze aproximovat dtvary, které vzniknou z valct se zékladnou
v roviné xz o poloméru z; a vysce f(c¢;), ze kterych se vyjmou vélce se zdkladnou v roviné
xz o poloméru z;_1 a vysce f(¢;). Objem tohoto utvaru je roven ¢islu

Wfﬂzzf(cz') - 77553—1f(0i) = 77(333 - 1‘12—1)f(0i) =7 f(ei) (@i +zio1) (2 — 2i1).
Pro dostatecné jemné déleni pak plati x; = ¢; a ¢;_1 = ¢;, tedy soucet objemu vSech téchto
dtvaru je

n

Zﬂ'f(cl)(ﬂj‘l + Ii_l)(l‘i — xi—l) ~ wa(clﬂcl(% — ﬂfi_l) = 271'2 sz(CZ)(SEZ — .’L’i_l).
i=1 =1

i=1

Tim jsme ,zduavodnili* tvar vzorce pro objem rota¢niho télesa kolem osy ¥, coz je

b
V:27T/ zf(x)dz.

Piiklad 10.16 Vypoctéte objem rotac¢niho télesa vzniklého rotaci rovinného titvaru ohraniceného

(a) y =12 y =0, 2 = e, kolem osy =,

x

(b) y =cosx?, y =1, z = 1, kolem osy y.

Reseni. Dosazenim do vzorcu snadno spocitdme:
ad (a):

¢ /nx)? x = e, r=1, t=0 12—t 5
V—T['/l (7) dx_‘da::etdt7 T =e, tzl—ﬂ'/ote dt_ﬂ-<2_g>
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Obrazek 10.6: Rotace podgrafu okolo osy y v prostoru.

ad (b):

1 271 1
V:27r/ z(1 — cosz?) dx = [27%] —27r/ zcosz?dr =m — wsin 1. O
0 0 0

10.4 Obsah rotacni plochy

Rotaéni plochou rozumime plast rota¢éniho télesa. Zde se spokojime pouze s vyétem téch

vvvvvv

Véta 10.17. Necht f: R — R md spojitou derivaci na [a,b]. Pak pro obsah rotacéni plochy,
kterd vznikne rotaci mnoziny K = {(z,y) € R?, a <x <b, y= f(z)} kolem

e osy x, plati

b
S = 27r/ £(@)|l/IF FP(@) dz

e osy y (za dodatecného predpokladu 0 < a <b), plati
b
SE= 27r/ zy/ 14 f2(x)de.

Piiklad 10.18 Vypoctéte obsah rotaéni plochy vzniklé rotaci grafu funkce
flz) =2vz, z€]0,3]
okolo osy .

Reseni. Podle vzorce snadno spocitame

3 1 3 V1
S:27r/ NG 1+—dx:47r/ VA L O
0 x 0 Ve 3
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10.5 Teziste

kde

1. je-li graf kiivky dén jako graf funkce f : R — R, y = f(z) na [a,b] a mé-li f na [a,b]
spojitou derivaci, pak

b b b
H:/ V1+ f?(z)dx, S :/ f(@)\/1+ f2(z)dz, Sy:/ x\/1+ f2(x)dx,

2. je-li o = (¢1,p2) prosta hladkd kiivka, ¢; jsou definovany na [«, §], pak

B8 B8
H=/ %%Hw%wu&z/wﬂ)%w+ﬁ®&

B8
s=/¢w>w@+ﬁm%

3. je-li kfivka déna v poldrnich soufadnicich p = p(t),t € [o, 5], kde 0 < B—a < 27, a p
mé spojitou derivaci na [«, 3], pak

H= [ VRET @, 5= [ o0 /DT Dt

S, = /6 p(t)\/ p?(t) + p"?(t) cost dt.

Sy Sz
T = |:;7H:|7
kde ) ) )
H:/ f(z)dx, Sz:;/ f2(z) dz, Sy:/ xf(x)de.

a
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